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pRILOVE N IQ K G L A W E VI � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

I� dIFFUZIQ OBLAKA � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

II� o RAZMAGNI�IWANII CILINDRA S OBMOTKOJ � � � � � � � � � � � � � � ��

glawa VII

urawneniq �llipti�eskogo tipa
�PRODOLVENIE	

x �� oSNOWNYE ZADA�I� PRIWODQ�IE K URAWNENI� �v � cv � � � � � � ���

�� uSTANOWIW�IESQ KOLEBANIQ ����� �� dIFFUZIQ GAZA PRI NALI�II
RASPADA I PRI CEPNYH REAKCIQH ������ �� dIFFUZIQ W DWIVU�EJSQ
SREDE ������ 	� pOSTANOWKA WNUTRENNIH KRAEWYH ZADA� DLQ URAWNENIQ
�v � cv � � ������

x �� fUNKCII WLIQNIQ TO�E�NYH ISTO�NIKOW � � � � � � � � � � � � � ���

�� fUNKCII WLIQNIQ TO�E�NYH ISTO�NIKOW ������ �� iNTEGRALXNOE
PREDSTAWLENIE RE�ENIQ ������ �� pOTENCIALY ������



� oglawlenie

x �� zADA�I DLQ NEOGRANI�ENNOJ OBLASTI� pRINCIP IZLU�ENIQ � � � ���

�� uRAWNENIE �v � cv � �f W NEOGRANI�ENNOM PROSTRANSTWE ������
�� pRINCIP PREDELXNOGO POGLO�ENIQ ������ �� pRINCIP PREDELXNOJ
AMPLITUDY ���	�� 	� uSLOWIQ IZLU�ENIQ ������

x � zADA�I MATEMATI�ESKOJ TEORII DIFRAKCII � � � � � � � � � � � ��

�� pOSTANOWKA ZADA�I ��	��� �� eDINSTWENNOSTX RE�ENIQ ZADA�I DI�
FRAKCII ��	��� �� dIFRAKCIQ NA SFERE ��	���

zADA�I K GLAWE VII � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

pRILOVE N IQ K G L A W E VII � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

I� wOLNY W CILINDRI�ESKIH TRUBAH � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

II� �LEKTROMAGNITNYE KOLEBANIQ W POLYH REZONATORAH � � � � � � � � ���

�� sOBSTWENNYE KOLEBANIQ CILINDRI�ESKOGO �NDOWIBRATORA ������
�� �LEKTROMAGNITNAQ �NERGIQ SOBSTWENNYH KOLEBANIJ ����� �� wOZ�
BUVDENIE KOLEBANIJ W �NDOWIBRATORE ��
���

III� sKIN��FFEKT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �


IV� rASPROSTRANENIE RADIOWOLN NAD POWERHNOSTX� ZEMLI � � � � � � �
�

dopolnenie I

metod kone�nyh raznostej

x �� oSNOWNYE PONQTIQ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

�� sETKI I SETO�NYE FUNKCII ������ �� aPPROKSIMACIQ PROSTEJ�IH
DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW ���
�� �� rAZNOSTNAQ ZADA�A �����
	� uSTOJ�IWOSTX ��	��

x �� rAZNOSTNYE SHEMY DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI � � � � � � ��


�� sHEMY DLQ URAWNENIQ S POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI ��
�� �� pO�
GRE�NOSTX APPROKSIMACII ���� �� �NERGETI�ESKOE TOVDESTWO ������
	� uSTOJ�IWOSTX ������ �� sHODIMOSTX I TO�NOSTX ������ �� rAZNOSTNYE
SHEMY DLQ URAWNENIJ S PEREMENNYMI KO�FFICIENTAMI ����� 
� mE�
TOD BALANSA� kONSERWATIWNYE SHEMY ������ �� dWUHSLOJNYE SHEMY DLQ
URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI S PEREMENNYMI KO�FFICIENTAMI ���	��
� tREHSLOJNYE SHEMY ������ ��� rE�ENIE SISTEM RAZNOSTNYH URAWNE�
NIJ� mETOD PROGONKI ������ ��� rAZNOSTNYE METODY RE�ENIQ KWAZI�
LINEJNYH URAWNENIJ ���	��

x �� mETOD KONE�NYH RAZNOSTEJ DLQ RE�ENIQ ZADA�I dIRIHLE � � � ���

�� rAZNOSTNAQ APPROKSIMACIQ OPERATORA lAPLASA ������ �� pRINCIP
MAKSIMUMA ������ �� oCENKA RE�ENIQ NEODNORODNOGO URAWNENIQ ������
	� sHODIMOSTX RE�ENIQ RAZNOSTNOJ ZADA�I dIRIHLE ������

x � rAZNOSTNYE METODY RE�ENIQ ZADA� S NESKOLXKIMI PROSTRAN�
STWENNYMI PEREMENNYMI � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

�� mNOGOMERNYE SHEMY ������ �� �KONOMI�NYE SHEMY ��	���

x �� iTERACIONNYE METODY RE�ENIQ SETO�NYH URAWNENIJ � � � � � � ��

�� mODELXNAQ ZADA�A ��	�� �� iTERACIONNYE METODY LINEJNOJ ALGE�
BRY ������ �� wYBOR ITERACIONNYH PARAMETROW ������ 	� iTERACI�
ONNYE METODY WARIACIONNOGO TIPA ���	�� �� dIAGONALXNYJ OPERATOR
B ������ �� pOPEREMENNO�TREUGOLXNYJ ITERACIONNYJ METOD ���
��



oglawlenie �

dopolnenie II

specialxnye funkcii

�� wWEDENIE ������ �� oB�EE URAWNENIE TEORII SPECIALXNYH FUNK�
CIJ ������ �� pOWEDENIE RE�ENIJ W OKRESTNOSTI x � a� ESLI k�a� �
� � ������ 	� pOSTANOWKA KRAEWYH ZADA� ������

�A S T X I� cILINDRI�ESKIE FUNKCII � � � � � � � � � � � � � � � � ���
x �� cILINDRI�ESKIE FUNKCII � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

�� sTEPENNYE RQDY ����� �� rEKURRENTNYE FORMULY ��
��� ��fUNKCII
POLUCELOGO PORQDKA ��
	�� 	� aSIMPTOTI�ESKIJ PORQDOK CILINDRI�E�
SKIH FUNKCIJ ��
���

x �� kRAEWYE ZADA�I DLQ URAWNENIQ bESSELQ � � � � � � � � � � � � � � �
�
x �� rAZLI�NYE TIPY CILINDRI�ESKIH FUNKCIJ � � � � � � � � � � � ���

�� fUNKCII hANKELQ ������ �� fUNKCII hANKELQ I nEJMANA ���	��
�� fUNKCII MNIMOGO ARGUMENTA ������ 	� fUNKCIQ K��x� ������

x � pREDSTAWLENIE CILINDRI�ESKIH FUNKCIJ W WIDE KONTURNYH IN�
TEGRALOW � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

�� kONTURNYE INTEGRALY ����� �� fUNKCII hANKELQ ����� �� nEKOTO�
RYE SWOJSTWA GAMMA�FUNKCII ����� 	� iNTEGRALXNOE PREDSTAWLENIE
FUNKCII bESSELQ ����� �� iNTEGRALXNOE PREDSTAWLENIE K��x� ����
�� aSIMPTOTI�ESKIE FORMULY DLQ CILINDRI�ESKIH FUNKCIJ �
����

x �� iNTEGRAL fURXE 	 bESSELQ I NEKOTORYE INTEGRALY� SODERVA�
�IE FUNKCII bESSELQ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
��

�� iNTEGRAL fURXE � bESSELQ �
���� �� nEKOTORYE INTEGRALY� SODER�
VA�IE FUNKCII bESSELQ �
����

�A S T X II� sFERI�ESKIE FUNKCII � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
��
x �� pOLINOMY lEVANDRA � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
��

�� pROIZWODQ�AQ FUNKCIQ I POLINOMY lEVANDRA �
��� �� rEKUR�
RENTNYE FORMULY �
���� �� uRAWNENIE lEVANDRA �
���� 	� oRTOGO�
NALXNOSTX POLINOMOW lEVANDRA �
���� �� nORMA POLINOMOW lEVAN�
DRA �
�	�� �� nULI POLINOMOW lEVANDRA �
���� 
� oGRANI�ENNOSTX
POLINOMOW lEVANDRA �
����

x �� pRISOEDINENNYE FUNKCII lEVANDRA � � � � � � � � � � � � � � � 
��

�� pRISOEDINENNYE FUNKCII �
���� �� nORMA PRISOEDINENNYH FUNK�
CIJ �
�
�� �� pOLNOTA SISTEMY PRISOEDINENNYH FUNKCIJ �
����

x �� gARMONI�ESKIE POLINOMY I SFERI�ESKIE FUNKCII � � � � � � � 
��

�� gARMONI�ESKIE POLINOMY �
���� �� sFERI�ESKIE FUNKCII �
����
�� oRTOGONALXNOSTX SISTEMY SFERI�ESKIH FUNKCIJ �
�	�� 	� zAMKNU�
TOSTX SISTEMY SFERI�ESKIH FUNKCIJ �
�
�� �� rAZLOVENIE PO SFERI�
�ESKIM FUNKCIQM �
����

x � nEKOTORYE PRIMERY PRIMENENIQ SFERI�ESKIH FUNKCIJ � � � � 
��

�� zADA�A dIRIHLE DLQ SFERY �
���� �� pROWODQ�AQ SFERA W POLE
TO�E�NOGO ZARQDA �
���� �� pOLQRIZACIQ �ARA W ODNORODNOM POLE �
�	��
	� sOBSTWENNYE KOLEBANIQ SFERY �
�
�� �� wNE�NQQ KRAEWAQ ZADA�A
DLQ SFERY �
	���



�� oglawlenie

�A S T X III� pOLINOMY �EBY�
EWA � �RMITA I �EBY�
EWA �
lAGERRA � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�
x �� pOLINOMY �EBY��EWA 	 �RMITA � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�

�� dIFFERENCIALXNAQ FORMULA �
	��� �� rEKURRENTNYE FORMU�
LY �
	��� �� uRAWNENIE �EBY��EWA � �RMITA �
	��� 	� nORMA PO�
LINOMOW Hn�x� �
		�� �� fUNKCII �EBY��EWA � �RMITA �
	���

x �� pOLINOMY �EBY��EWA 	 lAGERRA � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�

�� dIFFERENCIALXNAQ FORMULA �
	��� �� rEKURRENTNYE FORMU�
LY �
	��� �� uRAWNENIE �EBY��EWA � lAGERRA �
	��� 	� oRTOGONALX�
NOSTX I NORMA POLINOMOW �EBY��EWA� lAGERRA �
	
�� �� oBOB�ENNYE
POLINOMY �EBY��EWA � lAGERRA �
	
��

x �� pROSTEJ�IE ZADA�I DLQ URAWNENIQ 	R�EDINGERA � � � � � � � � � 
�

�� uRAWNENIE 	R�EDINGERA �
	�� �� gARMONI�ESKIJ OSCILLQTOR �
����
�� rOTATOR �
���� 	� dWIVENIE �LEKTRONA W KULONOWOM POLE �
����

�A S T X IV� fORMULY� TABLICY I GRAFIKI � � � � � � � � � � � � 
��

I� oSNOWNYE SWOJSTWA SPECIALXNYH FUNKCIJ � � � � � � � � � � � � � � 
��

II� tABLICY � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�

III� gRAFIKI SPECIALXNYH FUNKCIJ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�


IV� rAZLI�NYE ORTOGONALXNYE SISTEMY KOORDINAT � � � � � � � � � � 
��

dopolnenie III

obob�ennye re�eniq kraewyh zada�

x �� nEKOTORYE PONQTIQ FUNKCIONALXNOGO ANALIZA � � � � � � � � � � 




�� wSPOMOGATELXNYE SWEDENIQ OB INTEGRALE lEBEGA� OBOB�ENNOJ �AST�
NOJ PROIZWODNOJ I NEKOTORYH FUNKCIONALXNYH PROSTRANSTWAH �


��
�� fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA �
����

x �� oBOB�ENNOE RE�ENIE ZADA�I dIRIHLE DLQ URAWNENIQ pUASSONA 
��

�� oPREDELENIE OBOB�ENNOGO RE�ENIQ ZADA�I dIRIHLE �
���� �� dWA
OSNOWNYH NERAWENSTWA �
���� �� eDINSTWENNOSTX I SU�ESTWOWANIE
OBOB�ENNOGO RE�ENIQ ZADA�I dIRIHLE �
�
��

dOPOLNITELXNAQ LITERATURA � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
��
pREDMETNYJ UKAZATELX � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
��



predislowie k �estomu izdani�

pRO�LO PO�TI �� LET POSLE WYHODA W SWET ��GO IZDANIQ �TOJ KNIGI
I BOLEE �� LET POSLE WYHODA ��GO� kNIGA PRO�LA ISPYTANIQ WO MNOGIH
WYS�IH U�EBNYH ZAWEDENIQH W NA�EJ STRANE I ZA RUBEVOM� BYLA PERE�
WEDENA NA �� INOSTRANNYH QZYKOW� SYGRALA BOLX�U� ROLX W PODGOTOWKE
SPECIALISTOW PO PRIKLADNOJ MATEMATIKE�

zA POSLEDNIE �� LET W NAUKE PROIZO�LI BOLX�IE IZMENENIQ W SWQZI
S NEOBHODIMOSTX� RE�ENIQ TAKIH KRUPNYH NAU�NO�TEHNI�ESKIH PRO�
BLEM� KAK	

�� OWLADENIE QDERNOJ I TERMOQDERNOJ �NERGIEJ�
�� SOZDANIE WYSOKOSKOROSTNYH LETATELXNYH APPARATOW �SAMOLE�

TOW� RAKET��
�� IZU�ENIE FIZIKI PLAZMY W SWQZI S PROBLEMOJ UPRAWLQEMOGO TER�

MOQDERNOGO SINTEZA�
�� PROBLEMY RISKA I BEZOPASNOSTI W SWQZI S IZU�ENIEM OKRUVA��

�EJ SREDY� SOZDANIEM NOWYH TEHNOLOGIJ� BEZOPASNYH DLQ OKRUVA��EJ
SREDY ���KOLOGI�ESKI �ISTYH��� I DR�

wAVNEJ�EJ ZADA�EJ NAUKI STALA ZADA�A ANALIZA SLOVNYH FIZIKO�
HIMI�ESKIH PROCESSOW I TEHNI�ESKIH SISTEM I UPRAWLENIE IMI NA OSNO�
WE ZNANIQ�

sOZDANIE WY�ISLITELXNOJ TEHNIKI KOLOSSALXNO RAS�IRILO I
UGLUBILO NAU�NYE ISSLEDOWANIQ� PRIWELO K RAZWITI� WY�ISLITELX�
NYH METODOW� POQWLENI� METODOLOGII MATEMATI�ESKOGO MODELIROWANIQ
I WY�ISLITELXNOGO �KSPERIMENTA KAK NOWOJ� BOLEE WYSOKOJ STUPENI TE�
ORETI�ESKOGO IZU�ENIQ QWLENIJ�

mATEMATI�ESKOE MODELIROWANIE OPIRAETSQ NA TRIADU �MATEMATI�
�ESKAQ MODELX
 WY�ISLITELXNYJ ALGORITM
 PROGRAMMA DLQ KOMPX��
TERA��

mATEMATI�ESKIE MODELI
 ZAMKNUTAQ SISTEMA URAWNENIJ �ALGE�
BRAI�ESKIH� DIFFERENCIALXNYH� INTEGRALXNYH I DR�� DLQ HARAKTER�
NYH FUNKCIJ IZU�AEMOJ ZADA�I� oNI OPISYWA�T� KAK PRAWILO� NEKO�
TORYE ZAKONY PRIRODY �NAPRIMER� ZAKONY SOHRANENIQ �NERGII� MASSY�
IMPULXSA I T� D�� I WKL��A�T INFORMACI� O SWOJSTWAH SREDY �NAPRI�
MER� W WIDE KO�FFICIENTOW URAWNENIJ��

pROCESSY FIZIKI I TEHNIKI HARAKTERIZU�TSQ BOLX�IMI DIAPAZO�
NAMI IZMENENIQ OSNOWNYH TERMODINAMI�ESKIH WELI�IN 
 TEMPERATU�
RY� SKOROSTI� PLOTNOSTI I T� D� dLQ IH OPISANIQ ISPOLXZU�TSQ LINEJ�
NYE I NELINEJNYE MODELI� TO�NEE� IERARHIQ MODELEJ RAZNOJ SLOVNOSTI



�� predislowie

�POLNOTY�� nELINEJNYE MODELI WKL��A�T W SEBQ NELINEJNYE DIFFE�
RENCIALXNYE URAWNENIQ�tAKIE MODELI ISSLEDU�TSQ WSEMI DOSTUPNYMI
SREDSTWAMI� KAK ANALITI�ESKIMI� TAK I �ISLENNYMI�

pONQTIE �RE�ITX ZADA�U� RAS�IRILOSX	 TREBUETSQ NE TOLXKO DATX
PRAWILXNU� MATEMATI�ESKU� POSTANOWKU ZADA�I I ISSLEDOWATX EE ANA�
LITI�ESKIMI METODAMI �W TOJ MERE� W KAKOJ �TO WOZMOVNO�
 DOKAZATX
SU�ESTWOWANIE I EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ ZADA�I� NAJTI EE �ASTNYE I
OB�IE RE�ENIQ� NO I DATX �ISLENNOE RE�ENIE W NUVNOJ OBLASTI IZME�
NENIQ WHODNYH DANNYH �NA�ALXNYH I KRAEWYH DANNYH� KO�FFICIENTOW
URAWNENIJ� PRAWYH �ASTEJ URAWNENIJ�� T� E� PROWESTI WY�ISLITELX�
NYJ �KSPERIMENT� dLQ PRAKTIKI
NAJTI OPTIMALXNOE �W NEKOTOROM
SMYSLE� RE�ENIE� �TO TREBUET IZU�ENIQ KLASSA ZADA� S RAZLI�NYMI
WHODNYMI DANNYMI�

mATEMATI�ESKAQ FIZIKA
 NAUKA O MATEMATI�ESKIH MODELQH FI�
ZIKI� oNA NOSIT MEVDISCIPLINARNYJ HARAKTER� oDNI I TE VE MODE�
LI �DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ� MOGUT OPISYWATX PROCESSY RAZNOJ
PRIRODY� tAK� NAPRIMER� URAWNENIE PARABOLI�ESKOGO TIPA MOVET OPI�
SYWATX PROCESSY TEPLOPROWODNOSTI� DIFFUZII� FILXTRACII� NAMAGNI�
�IWANIQ I DR� pO�TOMU MOVNO GOWORITX O BAZOWYH ZADA�AH MATEMATI�
�ESKOJ FIZIKI� uRAWNENIQ PARABOLI�ESKOGO� GIPERBOLI�ESKOGO I �LLI�
PTI�ESKOGO TIPOW QWLQ�TSQ PRIMERAMI BAZOWYH ZADA��

sLOVNYE FIZI�ESKIE PROCESSY OPISYWA�TSQ MODELQMI� QWLQ��I�
MISQ� KAK PRAWILO� OB�EDINENIEM NESKOLXKIH BAZOWYH ZADA�� tIPI�NYE
BAZOWYE ZADA�I I RASSMATRIWA�TSQ W DANNOJ KNIGE�

mATERIAL �TOJ KNIGI
 KLASSI�ESKIJ� USTOQW�IJSQ� SOWER�ENNO
NEOBHODIMYJ DLQ SPECIALISTA L�BOGO RANGA PRI IZU�ENII ZADA� RAZ�
LI�NOJ SLOVNOSTI� mNOGOLETNIE ISPYTANIQ W PEDAGOGI�ESKOJ PRAKTI�
KE POKAZALI� �TO ON �NE STAREET� I QWLQETSQ SOWER�ENNO NEOBHODIMOJ
OSNOWOJ SOWREMENNOGO OBRAZOWANIQ PO SPECIALXNOSTQM �mATEMATI�E�
SKAQ FIZIKA� I �mATEMATI�ESKOE MODELIROWANIE��

lINEJNYE MODELI� KOTORYE DETALXNO IZU�A�TSQ W KNIGE� PO�
PREVNEMU IGRA�T WAVNU� ROLX PRI RE�ENII ZADA� L�BOJ SLOVNOSTI�
iH IZU�ENIE �MATEMATI�ESKAQ POSTANOWKA ZADA�I� PROBLEMA SU�ESTWO�
WANIQ I EDINSTWENNOSTI RE�ENIQ� TIPI�NYE ANALITI�ESKIE METODY
ISSLEDOWANIQ� OTYSKANIE �ASTNYH RE�ENIJ ZADA�� NUVNO DLQ PONI�
MANIQ FIZI�ESKIH PROCESSOW� A SAMI �ASTNYE RE�ENIQ ISPOLXZU�TSQ W
KA�ESTWE TESTOW DLQ WY�ISLITELXNYH ALGORITMOW�

w KA�ESTWE dOPOLNENIQ I W ��E IZDANIE KNIGI ����� G�� BYL WWEDEN
RAZDEL �mETOD KONE�NYH RAZNOSTEJ�� W KOTOROM DANY W PROSTEJ�EJ
FORME SWEDENIQ O METODE KONE�NYH RAZNOSTEJ DLQ RE�ENIQ TIPI�NYH
URAWNENIJ MATEMATI�ESKOJ FIZIKI I WWEDENY OSNOWNYE PONQTIQ TEO�
RII RAZNOSTNYH SHEM� bOLEE PODROBNYE SWEDENIQ PO TEORII RAZNOSTNYH
SHEM I EE PRIMENENIQM IZLOVENY W CIKLE KNIG	

sAMAR S K I J a� a� tEORIQ RAZNOSTNYH SHEM� m�	 nAUKA� �����
sAMAR S K I J a� a� wWEDENIE W �ISLENNYE METODY� m�	 nAUKA�

�����
sAMAR S K I J a� a�� gULI N a� w� uSTOJ�IWOSTX RAZNOSTNYH



predislowie ��

URAWNENIJ� m�	 nAUKA� �����
sAMAR S K I J a� a�� gULI N a� w� 	ISLENNYE METODY�m�	 nAUKA�

�����
sAMAR S K I J a� a�� aNDR E E W w� b� rAZNOSTNYE METODY RE�E�

NIQ �LLIPTI�ESKIH URAWNENIJ� m�	 nAUKA� �����
sAMAR S K I J a� a�� pOP O W 
� p� rAZNOSTNYE SHEMY GAZOWOJ

DINAMIKI� m�	 nAUKA� �����
sAMAR S K I J a� a�� nIK OL A E W e� s� mETODY RE�ENIQ SETO��

NYH URAWNENIJ� m�	 nAUKA� �����
sLEDUET OTMETITX� �TO �TI KNIGI PO STIL� I METODOLOGII PRI�

MYKA�T K NASTOQ�EMU IZDANI��
w RQDE U�EBNYH POSOBIJ� NAPISANNYH NA TU VE TEMU W POSLEDNIE

GODY� IZLOVENIE S SAMOGO NA�ALA OSNOWANO NA FORMALIZME OBOB�ENNYH
RE�ENIJ� w DANNOJ VE KNIGE OBOB�ENNYE RE�ENIQ WYNESENY W dOPOL�
NENIE III �oBOB�ENNYE RE�ENIQ KRAEWYH ZADA��� I �TO NE ARHAIZM	
KNIGA PREDNAZNA�ENA DLQ PRIKLADNIKOW �FIZIKOW� INVENEROW�� KOTO�
RYE DOLVNY NE TOLXKO UMETX DOKAZYWATX TEOREMY SU�ESTWOWANIQ� NO
I� W PERWU� O�EREDX� OWLADETX TEHNIKOJ RE�ENIQ ZADA� S DOWEDENIEM
DO OTWETA W WIDE FORMULY ILI WY�ISLITELXNOGO ALGORITMA I �ISLA�

w ��E IZDANIE KNIGI WNESENY REDAKCIONNYE ISPRAWLENIQ I NEKOTO�
RYE DOPOLNENIQ� IZ KOTORYH OTMETIM RAZDELY� POSWQ�ENNYE KRAEWYM
ZADA�AM DLQ KWAZILINEJNOGO URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI� REVIMAM S
OBOSTRENIEM I �FFEKTOM LOKALIZACII TEPLA� OBNARUVENNYM AWTORAMI
S SOTRUDNIKAMI�

tEORETI�ESKIJ MATERIAL KNIGI �uRAWNENIQ MATEMATI�ESKOJ FI�
ZIKI� ILL�STRIRUETSQ PRIKLADNYMI ZADA�AMI W PRILOVENIQH K KA�
VDOJ IZ GLAW� kROME TOGO� IMEETSQ �sBORNIK ZADA� PO MATEMATI�ESKOJ
FIZIKE� �AWTORY
b� m� bUDAK� a� a� sAMARSKIJ� a� n� tIHONOW�� ��E
IZDANIE KOTOROGO NAHODITSQ W PE�ATI� GDE SODERVITSQ BOLX�OE �ISLO
ZADA� NA WYWOD URAWNENIJ I GRANI�NYH USLOWIJ� A TAKVE NA PRIMENE�
NIE RAZLI�NYH METODOW RE�ENIQ OSNOWNYH KRAEWYH ZADA� MATEMATI�
�ESKOJ FIZIKI�

w ZAKL��ENIE WYRAVA� GLUBOKU� BLAGODARNOSTX w� a� iLXINU I
e� i� mOISEEWU ZA NEOCENIMU� POMO�X PRI NAPISANII dOPOLNENIQ III�

w PODGOTOWKE ��GO IZDANIQ KNIGI PRINIMALI U�ASTIE p� n� wABI�
�EWI�� w� a� gALAKTIONOW� n� n� kALITKIN�
� l� lEWITAN� a� s� bOL�
DAREW� n� g� sIROTENKO� e� w� �ILXNIKOW� i� w� aBALAKIN� I OSOBENNO
BOLX�OJ WKLAD PRINADLEVIT s� w� pOLQKOWU�

pRI PODGOTOWKE K PE�ATI PRED�ESTWU��IH IZDANIJ KNIGI OKAZALI
BOLX�U� POMO�X a� g� sWE�NIKOW� w� l� aRSENIN� w� w� kRAWCOW�
a� f� nIKIFOROW� i� s� gU�IN�

wSEM IM WYRAVA� GLUBOKU� BLAGODARNOSTX�

���� G� a� a� sAMARSKIJ



�� predislowie

iz predislowiq k perwomu izdani�

kRUG WOPROSOW MATEMATI�ESKOJ FIZIKI TESNO SWQZAN S IZU�ENI�
EM RAZLI�NYH FIZI�ESKIH PROCESSOW� s�DA OTNOSQTSQ QWLENIQ� IZU�
�AEMYE W GIDRODINAMIKE� TEORII UPRUGOSTI� �LEKTRODINAMIKE I T� D�
wOZNIKA��IE PRI �TOM MATEMATI�ESKIE ZADA�I SODERVAT MNOGO OB�IH
�LEMENTOW I SOSTAWLQ�T PREDMET MATEMATI�ESKOJ FIZIKI�

mETOD ISSLEDOWANIQ� HARAKTERIZU��IJ �TU OTRASLX NAUKI� QWLQ�
ETSQ MATEMATI�ESKIM PO SWOEMU SU�ESTWU� oDNAKO POSTANOWKA ZADA�
MATEMATI�ESKOJ FIZIKI� BUDU�I TESNO SWQZANNOJ S IZU�ENIEM FIZI�E�
SKIH PROBLEM� IMEET SPECIFI�ESKIE �ERTY�

kRUG WOPROSOW� OTNOSQ�IHSQ K MATEMATI�ESKOJ FIZIKE� �REZWY�
�AJNO �IROK� w PREDLAGAEMOJ KNIGE RASSMATRIWA�TSQ ZADA�I MATEMA�
TI�ESKOJ FIZIKI� PRIWODQ�IE K URAWNENIQM S �ASTNYMI PROIZWODNY�
MI�

mY STREMILISX POD�INITX WYBOR I IZLOVENIE MATERIALA HARAKTE�
RISTIKE TIPI�NYH FIZI�ESKIH PROCESSOW� W SWQZI S �EM RASPOLOVENIE
MATERIALA SOOTWETSTWUET OSNOWNYM TIPAM URAWNENIJ�

iZU�ENIE KAVDOGO TIPA URAWNENIJ NA�INAETSQ S PROSTEJ�IH FIZI�
�ESKIH ZADA�� PRIWODQ�IH K URAWNENIQM RASSMATRIWAEMOGO TIPA� oSO�
BOE WNIMANIE UDELQETSQ MATEMATI�ESKOJ POSTANOWKE ZADA�� STROGOMU
IZLOVENI� RE�ENIQ PROSTEJ�IH ZADA� I FIZI�ESKOJ INTERPRETACII
POLU�AEMYH REZULXTATOW� w KAVDOJ GLAWE POME�ENY ZADA�I� PRESLE�
DU��IE W OSNOWNOM CELX RAZWITIQ TEHNI�ESKIH NAWYKOW� nEKOTORYE
ZADA�I SAMI PO SEBE PREDSTAWLQ�T FIZI�ESKIJ INTERES� w KONCE KA�
VDOJ GLAWY POME�ENY PRILOVENIQ� W KOTORYH DA�TSQ PRIMERY PRI�
MENENIQ IZLOVENNYH W OSNOWNOM TEKSTE METODOW K RE�ENI� RAZLI�NYH
ZADA� FIZIKI I TEHNIKI� A TAKVE PRIWODITSQ RQD PRIMEROW� WYHODQ�
�IH ZA RAMKI ZADA�� RASSMATRIWAEMYH W OSNOWNOM TEKSTE�wYBOR TAKIH
PRIMEROW� NESOMNENNO� MOVNO SILXNO WARXIROWATX�

kNIGA SODERVIT LI�X �ASTX MATERIALA� WHODQ�EGO W KURS METO�
DOW MATEMATI�ESKOJ FIZIKI� w KNIGU NE WHODQT TEORIQ INTEGRALXNYH
URAWNENIJ I WARIACIONNYE METODY� pRIBLIVENNYE METODY IZLOVENY
NEDOSTATO�NO POLNO�

w OSNOWU KNIGI BYLI POLOVENY LEKCII� �ITAW�IESQ SWY�E DESQTI
LET a� n� tIHONOWYM NA FIZI�ESKOM FAKULXTETEmgu� 	ASTI�NO SODER�
VANIE �TIH LEKCIJ BYLO OTRAVENO W KONSPEKTAH� IZDANNYH W ����

���� GG� w PREDLAGAEMOJ KNIGE MATERIAL KONSPEKTOW BYL RAS�IREN I
PODWERGNUT KORENNOJ PERERABOTKE�

mY RADY WOZMOVNOSTI WYRAZITX BLAGODARNOSTX NA�IM U�ENIKAM
I TOWARI�AM PO RABOTE a� b� wASILXEWOJ� w� b� gLASKO� w� a� iLXINU�
a� w� lUKXQNOWU� o� i� pANY�U� b� l� rOVDESTWENSKOMU� a� g� sWE��
NIKOWU I d� n� 	ETAEWU� BEZ POMO�I KOTORYH MY WRQD LI SMOGLI BY
PODGOTOWITX K PE�ATI KNIGU W KOROTKIJ SROK� A TAKVE 
� l� rABINO�
WI�U� PRO�ITAW�EMU RUKOPISX I SDELAW�EMU RQD CENNYH ZAME�ANIJ�

���� G� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ



glawa I

klassifikaciq differencialxnyh
urawnenij s �astnymi proizwodnymi

mNOGIE ZADA�I MATEMATI�ESKOJ FIZIKI PRIWODQT K DIFFERENCI�
ALXNYM URAWNENIQM S �ASTNYMI PROIZWODNYMI� nAIBOLEE �ASTO WSTRE�
�A�TSQ DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ ��GO PORQDKA�w NASTOQ�EJ GLAWE
MY RASSMOTRIM KLASSIFIKACI� �TIH URAWNENIJ�

xxxxxxxxx �� kLASSIFIKACIQ URAWNENIJ
S �ASTNYMI PROIZWODNYMI ��GO PORQDKA

�� dIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ S DWUMQ NEZAWISIMYMI
PEREMENNYMI� dADIM NEOBHODIMYE OPREDELENIQ�

uRAWNENIEM S �ASTNYMI PROIZWODNYMI ��GO PORQDKA S DWUMQ NE�
ZAWISIMYMI PEREMENNYMI x� y NAZYWAETSQ SOOTNO�ENIE MEVDU NEIZ�
WESTNOJ FUNKCIEJ u �x� y� I EE �ASTNYMI PROIZWODNYMI DO ��GO PORQD�

KA WKL��ITELXNO��	

F �x� y� u� ux� uy� uxx� uxy� uyy� � ��

aNALOGI�NO ZAPISYWAETSQ URAWNENIE I DLQ BOLX�EGO �ISLA NEZAWISI�
MYH PEREMENNYH�

uRAWNENIE NAZYWAETSQ L I N E J NYM OTN O SI T E L XN O S T AR�
�IH PR OI Z W OD NYH� ESLI ONO IMEET WID

a��uxx � �a��uxy � a��uyy � F� �x� y� u� ux� uy� � �� ���

GDE a��� a��� a�� QWLQ�TSQ FUNKCIQMI x I y�
eSLI KO�FFICIENTY a��� a��� a�� NE TOLXKO ZAWISQT OT x I y� A

QWLQ�TSQ� PODOBNO F�� FUNKCIQMI x� y� u� ux� uy� TO TAKOE URAWNENIE
NAZYWAETSQ K W A Z I L I N E J NYM�

�� mY POLXZUEMSQ SLEDU��IMI OBOZNA�ENIQMI DLQ PROIZWODNYH�

ux �
�u

�x
� uy �

�u

�y
� uxx �

��u

�x�
� uxy �

��u

�x�y
� uyy �

��u

�y�
I T� D�



�� klassifikaciq differencialxnyh urawnenij �gl� I

uRAWNENIE NAZYWAETSQ L I N EJ NYM� ESLI ONO LINEJNO KAK OTNOSI�
TELXNO STAR�IH PROIZWODNYH uxx� uxy� uyy� TAK I OTNOSITELXNO FUNK�
CII u I EE PERWYH PROIZWODNYH ux� uy	

a��uxx � �a��uxy � a��uyy � b�ux � b�uy � cu� f � �� ���

GDE a��� a��� a��� b�� b�� c� f
FUNKCII TOLXKO x I y� eSLI KO�
�FFICIENTY URAWNENIQ ��� NE ZAWISQT OT x I y� TO ONO PREDSTAWLQET
SOBOJ LINEJNOE URAWNENIE S POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI� uRAWNENIE
NAZYWAETSQ OD N OR O D NYM� ESLI f �x� y� � ��

s POMO�X� PREOBRAZOWANIQ PEREMENNYH

� � � �x� y�� � � � �x� y��

DOPUSKA��EGO OBRATNOE PREOBRAZOWANIE� MY POLU�AEM NOWOE URAWNE�
NIE� �KWIWALENTNOE ISHODNOMU� eSTESTWENNO POSTAWITX WOPROS	 KAK WY�
BRATX � I �� �TOBY URAWNENIE W �TIH PEREMENNYH IMELO NAIBOLEE
PROSTU� FORMU�

w �TOM PUNKTE MY DADIM OTWET NA POSTAWLENNYJ WOPROS DLQ URAW�
NENIJ� LINEJNYH OTNOSITELXNO STAR�IH PROIZWODNYH WIDA ��� S DWUMQ
NEZAWISIMYMI PEREMENNYMI x I y	

a��uxx � �a��uxy � a��uyy � F �x� y� u� ux� uy� � ��

pREOBRAZUQ PROIZWODNYE K NOWYM PEREMENNYM� POLU�AEM

ux � u� �x � u� �x�

uy � u� �y � u� �y�

uxx � u�� �
�
x � �u�� �x�x � u�� �

�
x � u� �xx � u� �xx�

uxy � u�� �x�y � u�� ��x�y � �y�x� � u�� �x�y � u� �xy � u� �xy�

uyy � u�� �
�
y � �u�� �y�y � u�� �

�
y � u� �yy � u� �yy�

����������� ���

pODSTAWLQQ ZNA�ENIQ PROIZWODNYH IZ ��� W URAWNENIE ���� BUDEM IMETX

�a�� u�� � ��a�� u�� � �a�� u�� � �F � �� ���

GDE

�a�� � a�� �
�
x � �a�� �x�y � a�� �

�
y �

�a�� � a�� �x�x � a�� ��x�y � �x�y� � a�� �y�y�

�a�� � a�� �
�
x � �a�� �x�y � a�� �

�
y�

A FUNKCIQ �F NE ZAWISIT OT WTORYH PROIZWODNYH� zAMETIM� �TO ESLI
ISHODNOE URAWNENIE LINEJNO� T� E�

F �x� y� u� ux� uy� � b�ux � b�uy � cu� f�

TO �F IMEET WID

�F ��� �� u� u�� u�� � ��u� � ��u� � �u� 	�



x �� klassifikaciq urawnenij ��go porqdka ��

T� E� URAWNENIE OSTAETSQ LINEJNYM���
wYBEREM PEREMENNYE � I � TAK� �TOBY KO�FFICIENT �a�� BYL

RAWEN NUL�� rASSMOTRIM URAWNENIE S �ASTNYMI PROIZWODNYMI ��GO
PORQDKA

a�� z
�
x � �a�� zxzy � a�� z

�
y � �� ���

pUSTX z � � �x� y�
 KAKOE�NIBUDX �ASTNOE RE�ENIE �TOGO URAWNENIQ�
eSLI POLOVITX � � � �x� y�� TO KO�FFICIENT �a��� O�EWIDNO� BUDET RA�
WEN NUL�� tAKIM OBRAZOM� UPOMQNUTAQ WY�E ZADA�A O WYBORE NOWYH
NEZAWISIMYH PEREMENNYH SWQZANA S RE�ENIEM URAWNENIQ ����

dOKAVEM SLEDU��IE LEMMY�
�� eSLI z � � �x� y� QWLQETSQ �ASTNYM RE�ENIEM URAWNENIQ

a�� z
�
x � �a�� zxzy � a�� z

�
y � ��

TO SOOTNO�ENIE � �x� y� � C PREDSTAWLQET SOBOJ oB�IJ INTEGRAL
OBYKNOWENNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ

a�� dy
� � �a�� dx dy � a�� dx

� � �� ���

�� eSLI � �x� y� � C PREDSTAWLQET SOBOJ OB�IJ INTEGRAL OBYK�
NOWENNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ

a�� dy
� � �a�� dx dy � a�� dx

� � ��

TO FUNKCIQ z � � �x� y� UDOWLETWORQET URAWNENI� ����
dOKAVEM PERWU� LEMMU� pOSKOLXKU FUNKCIQ z � � �x� y� UDOWLE�

TWORQET URAWNENI� ���� TO RAWENSTWO

a��

�
�x
�y

��

� �a��

�
� �x
�y

�
� a�� � � ���

QWLQETSQ TOVDESTWOM	 ONO UDOWLETWORQETSQ DLQ WSEH x� y W TOJ OBLA�
STI� GDE ZADANO RE�ENIE� sOOTNO�ENIE � �x� y� � C QWLQETSQ OB�IM
INTEGRALOM URAWNENIQ ���� ESLI FUNKCIQ y� OPREDELENNAQ IZ NEQWNOGO
SOOTNO�ENIQ � �x� y� � C� UDOWLETWORQET URAWNENI� ���� pUSTX

y � f �x� C�

ESTX �TA FUNKCIQ� TOGDA

dy

dx
� �

�
�x �x� y�

�y �x� y�

�
y�f �x�C�

� ���

GDE KWADRATNYE SKOBKI I INDEKS y � f �x� C� UKAZYWA�T� �TO W PRA�
WOJ �ASTI RAWENSTWA ��� PEREMENNAQ y NE QWLQETSQ NEZAWISIMOJ PE�
REMENNOJ� A IMEET ZNA�ENIE� RAWNOE f �x� C�� oTS�DA SLEDUET� �TO

�� oTMETIM� �TO ESLI PREOBRAZOWANIE PEREMENNYH LINEJNO� TO �F � F � TAK
KAK WTORYE PROIZWODNYE OT � I � W FORMULAH ��� RAWNY NUL� I �F NE POLU�
�AET DOPOLNITELXNYH SLAGAEMYH OT PREOBRAZOWANIQ WTORYH PROIZWODNYH�

� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ



�� klassifikaciq differencialxnyh urawnenij �gl� I

y � f �x� C� UDOWLETWORQET URAWNENI� ���� TAK KAK

a��

�
dy

dx

��

� �a��
dy

dx
� a�� �

�

	
a��

�
� �x
�y

��

� �a��

�
� �x
�y

�
� a��



y�f �x�C�

� ��

POSKOLXKU WYRAVENIE W KWADRATNYH SKOBKAH RAWNO NUL� PRI WSEH ZNA�
�ENIQH x� y� A NE TOLXKO PRI y � f �x� C��

dOKAVEM WTORU� LEMMU� pUSTX � �x� y� � C
 OB�IJ INTEGRAL
URAWNENIQ ���� dOKAVEM� �TO

a�� �
�
x � �a�� �x�y � a�� �

�
y � � ����

DLQ L�BOJ TO�KI �x� y�� pUSTX �x�� y��
 KAKAQ�NIBUDX ZADANNAQ TO��
KA� eSLI MY DOKAVEM� �TO W NEJ UDOWLETWORQETSQ RAWENSTWO ����� TO OT�
S�DA W SILU PROIZWOLXNOSTI �x�� y�� BUDET SLEDOWATX� �TO RAWENSTWO
���� ESTX TOVDESTWO I FUNKCIQ � �x� y� QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ
����� pROWEDEM �EREZ TO�KU �x�� y�� INTEGRALXNU� KRIWU� URAWNENIQ
���� POLAGAQ � �x�� y�� � C� I RASSMATRIWAQ KRIWU� y � f �x� C��� o�E�
WIDNO� �TO y� � f �x�� C��� dLQ WSEH TO�EK �TOJ KRIWOJ IMEEM

a��

�
dy

dx

��

� �a��
dy

dx
� a�� �

�

	
a��

�
� �x
�y

��

� �a��

�
� �x
�y

�
� a��



y�f �x�C��

� ��

pOLAGAQ W POSLEDNEM RaWENSTWE x � x�� POLU�AEM

a�� �
�
x �x�� y�� � �a�� �x �x�� y���y �x�� y�� � a�� �

�
y �x�� y�� � ��

�TO I TREBOWALOSX DOKAZATX���
uRAWNENIE ��� NAZYWAETSQ H AR AK T E RI S TI � E S KIM DLQ URAW�

NENIQ ���� A EGO INTEGRALY
 H A R AK TE R I S TI K AMI�
pOLAGAQ � � � �x� y�� GDE � �x� y� � const ESTX OB�IJ INTEGRAL

URAWNENIQ ���� MY OBRA�AEM W NULX KO�FFICIENT PRI u��� eSLI
� �x� y� � const QWLQETSQ DRUGIM OB�IM INTEGRALOM URAWNENIQ ����
NEZAWISIMYM OT � �x� y�� TO� POLAGAQ � � � �x� y�� MY OBRATIM W NULX
TAKVE I KO�FFICIENT PRI u���

�� uSTANOWLENNAQ SWQZX URAWNENIJ ��� I ��� �KWIWALENTNA IZWESTNOJ SWQZI
MEVDU LINEJNYM URAWNENIEM S �ASTNYMI PROIZWODNYMI ��GO PORQDKA I SI�
STEMOJ OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ �SM�� sT e PA N O W w� w�
kURS DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ� m�� ����� s� ��� sMIRN O W w� i�
kURS WYS�EJ MATEMATIKI� t� II� m�� ��
� s� �
��� w �TOM MOVNO UBEDITXSQ�
RAZLAGAQ LEWU� �ASTX URAWNENIQ ��� W PROIZWEDENIE DWUH LINEJNYH DIFFE�
RENCIALXNYH WYRAVENIJ�



x �� klassifikaciq urawnenij ��go porqdka ��

uRAWNENIE ��� RASPADAETSQ NA DWA URAWNENIQ	

dy

dx
�

a�� �
p
a��� � a��a��
a��

� ���

dy

dx
�

a�� �
p
a��� � a��a��
a��

� ����

zNAK PODKORENNOGO WYRaVENIQ OPREDELQET TIP URAWNENIQ ���

a��uxx � �a��uxy � a��uyy � F � ��

�TO URAWNENIE MY BUDEM NAZYWATX W TO�KE M URAWNENIEM

G I P E R B O L I � E S K O G O TIPA� ESLI W TO�KE M a��� � a��a�� 
 ��

P A R A B O L I � E S K O G O TIPA� ESLI W TO�KE M a��� � a��a�� � ��

� L L I P TI � E S K O G O TIPA� ESLI W TO�KE M a��� � a��a�� � � ���

nETRUDNO UBEDITXSQ W PRAWILXNOSTI SOOTNO�ENIQ

�a��� � �a���a�� � �a��� � a��a���D
�� D � �x �y � �x �y�

IZ KOTOROGO SLEDUET INWARIANTNOSTX TIPA URAWNENIQ PRI PREOBRAZO�
WANII PEREMENNYH� TAK KAK FUNKCIONALXNYJ OPREDELITELX �QKOBIAN�
D PREOBRAZOWANIQ PEREMENNYH OTLI�EN OT NULQ� w RAZLI�NYH TO��
KAH OBLASTI OPREDELENIQ URAWNENIE MOVET PRINADLEVATX RAZLI�NYM
TIPAM�

rASSMOTRIM OBLASTX G� WO WSEH TO�KAH KOTOROJ URAWNENIE IME�
ET ODIN I TOT VE TIP� 	EREZ KAVDU� TO�KU OBLASTI G PROHODQT DWE
HARAKTERISTIKI� PRI�EM DLQ URAWNENIJ GIPERBOLI�ESKOGO TIPA HARAK�
TERISTIKI DEJSTWITELXNY I RAZLI�NY� DLQ URAWNENIJ �LLIPTI�ESKOGO
TIPA
 KOMPLEKSNY I RAZLI�NY� A DLQ URAWNENIJ PARABOLI�ESKOGO TI�
PA OBE HARAKTERISTIKI DEJSTWITELXNY I SOWPADA�T MEVDU SOBOJ�

rAZBEREM KAVDYJ IZ �TIH SLU�AEW W OTDELXNOSTI�
�� dLQ URAWNENIQ GIPERBOLI�ESKOGO TIPA a��� � a��a�� 
 � I PRA�

WYE �ASTI URAWNENIJ ��� I ���� DEJSTWITELXNY I RAZLI�NY� oB�IE
INTEGRALY IH � �x� y� � C I � �x� y� � C OPREDELQ�T DEJSTWITELX�
NYE SEMEJSTWA HARAKTERISTIK� pOLAGAQ

� � � �x� y�� � � � �x� y�� ����

PRIWODIM URAWNENIE ��� POSLE DELENIQ NA KO�FFICIENT PRI u�� K WIDU

u�� � ���� �� u� u�� u��� GDE � � �
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�� �TA TERMINOLOGIQ ZAIMSTWOWANA IZ TEORII KRIWYH ��GO PORQDKA�
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TAK NAZYWAEMAQ K AN O N I � E S K A Q FORMA URAWNENIJ GIPERBOLI�

�ESKOGO TIPA ��� 	ASTO POLXZU�TSQ WTOROJ KANONI�ESKOJ FORMOJ� pOLO�
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�� dLQ URAWNENIJ PARABOLI�ESKOGO TIPA a��� � a��a�� � � URAWNE�
NIQ ��� I ���� SOWPADA�T I MY POLU�AEM ODIN OB�IJ INTEGRAL URAW�
NENIQ ���	 � �x� y� � const� pOLOVIM W �TOM SLU�AE

� � � �x� y� I � � � �x� y��

GDE � �x� y�
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DOSTATO�NYM USLOWIEM �EGO QWLQETSQ OTLI�IE OT NULQ SOOTWETSTWU��EGO
FUNKCIONALXNOGO OPREDELITELQ� pUSTX FUNKCIONALXNYJ OPREDELITELX����x �x

�y �y

���
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uRAWNENIE ��� POSLE DELENIQ NA KO�FFICIENT PRI u�� PRINIMAET
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a��� � a��a�� � � ��LLIPTI�ESKIJ TIP� 
 uxx � uyy � ��

a��� � a��a�� � � �PARABOLI�ESKIJ TIP� 
 uxx � ��

�� kLASSIFIKACIQ URAWNENIJ ��GO PORQDKA SO MNOGIMI NE�
ZAWISIMYMI PEREMENNYMI� rASSMOTRIM LINEJNOE URAWNENIE S DEJ�
STWITELXNYMI KO�FFICIENTAMI
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aijuxixj �
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GDE a� b� c� f QWLQ�TSQ FUNKCIQMI x�� x�� � � � � xn� wWEDEM NOWYE NE�
ZAWISIMYE PEREMENNYE �k� POLAGAQ

�k � �k �x�� x�� � � � � xn� �k � �� � � � � n��
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u�k�ik � uxixj �
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pODSTAWLQQ WYRAVENIQ DLQ PROIZWODNYH W ISHODNOE URAWNENIE� POLU�
�IM

nX
k��

nX
l��

�aklu�k�l �

nX
k��

�bku�k � cu� f � ��

�� pODOBNOE PREOBRAZOWANIE ZAKONNO TOLXKO W TOM SLU�AE� ESLI KO�FFICI�

ENTY URAWNENIQ ��� 	 ANALITI�ESKIE FUNKCII� dEJSTWITELXNO� ESLI a��� �� a��a�� 	 �� TO PRAWYE �ASTI URAWNENIJ ��� I ���� KOMPLEKSNY� A SLE�
DOWATELXNO� FUNKCIQ y DOLVNA IMETX KOMPLEKSNYE ZNA�ENIQ� o RE�ENII
�TIH URAWNENIJ MOVNO GOWORITX LI�X W TOM SLU�AE� KOGDA KO�FFICIENTY
aik �x� y� OPREDELENY DLQ KOMPLEKSNYH ZNA�ENIJ y� pRI PRIWEDENII URAW�
NENIQ �LLIPTI�ESKOGO TIPA K KANONI�ESKOJ FORME MY OGRANI�IMSQ SLU�AEM
ANALITI�ESKIH KO�FFICIENTOW�
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i��
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a�ij�ik�jl�

tAKIM OBRAZOM� KO�FFICIENTY GLAWNOJ �ASTI URAWNENIQ IZMENQ�T�
SQ ANALOGI�NO KO�FFICIENTAM KWADRATI�ESKOJ FORMY PRI LINEJNOM
PREoBRAZOWANII�

kAK IZWESTNO� WYBOROM SOOTWETSTWU��EGO LINEJNOGO PREOBRAZO�
WANIQ MOVNO PRIWESTI MATRICU �a�ij� KWADRATI�ESKOJ FORMY K DIAGO�
NALXNOMU WIDU� W KOTOROM

j�a�iij � � LIBO j�a�iij � ��

�a�ij � � �i �� j� i� j � �� �� � � � � n��

sOGLASNO Z A K ON U IN E R C I I �ISLO POLOVITELXNYH� OTRICATELXNYH
I RAWNYH NUL� KO�FFICIENTOW �a�ii W KANONI�ESKOM WIDE KWADRATI�NOJ
FORMY INWARIANTNO OTNOSITELXNO LINEJNOGO PREOBRAZOWANIQ�

nAZOWEM URAWNENIE ���� W TO�KE M� URAWNENIEM � L L I P TI � E S�
K O G O TIPA� ESLI WSE n KO�FFICIENTOW �a�ii ODNOGO ZNAKA� G I P E R B OL I�
� E S K O G O TIPA �ILI N O RM AL X N O G O G I P E R B O L I � E S K O G O TIPA��
ESLI n� � KO�FFICIENTOW �a�ii IME�T ODINAKOWYJ ZNAK� A ODIN KO�FFI�
CIENT PROTIWOPOLOVEN IM PO ZNAKU� UL X TR A G I P E R B OL I � E S K O G O
TIPA� ESLI SREDI �a�ii IMEETSQ m KO�FFICIENTOW ODNOGO ZNAKA I n�m
KO�FFICIENTOW PROTIWOPOLOVNOGO ZNAKA �m� n�m 
 ��� P AR A B OL I�
� E S K O G O TIPA� ESLI HOTQ BY ODIN IZ KO�FFICIENTOW �a�ii RAWEN NUL��

wYBIRAQ NOWYE NEZAWISIMYE PEREMENNYE �i TAK� �TOBY W TO�KE
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SKU� FORMU ���� K KANONI�ESKOMU WIDU �NAPRIMER� POLAGAQ �k �
�

P
��ikxi�� POLU�AEM� �TO W TO�KE M� URAWNENIE W ZAWISIMOSTI OT

TIPA PRIWODITSQ K ODNOJ IZ SLEDU��IH KANONI�ESKIH FORM	

ux�x� � ux�x� � � � �� uxnxn �� � � ��LLIPTI�ESKIJ TIP��

ux�x� �

nX
i��

uxixi �� �GIPERBOLI�ESKIJ TIP��

mX
i��

uxixi �

nX
i�m��

uxixi �� �m 
 �� n�m 
 ��
�ULXTRAGIPERBO�
LI�ESKIJ TIP��

n�mX
i��

��uxixi� � � � � �m 
 �� �PARABOLI�ESKIJ TIP��

mY NE OSTANAWLIWAEMSQ PRI �TOM NA BOLEE PODROBNOM DELENII URAW�
NENIJ PARABOLI�ESKOGO TIPA NA URAWNENIQ �LLIPTI�ESKI�PARABOLI�ES�
KIE� GIPERBOLI�ESKI�PARABOLI�ESKIE I T� D�

tAKIM OBRAZOM� ESLI URAWNENIE ���� W NEKOTOROJ TO�KE M PRINAD�
LEVIT K OPREDELENNOMU TIPU� TO EGO MOVNO PRIWESTI K SOOTWETSTWU��
�EJ KANONI�ESKOJ FORME W �TOJ TO�KE�

rASSMOTRIM PODROBNEE WOPROS O TOM� MOVNO LI PRIWESTI URAWNE�
NIE K KANONI�ESKOJ FORME W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI TO�KI M � ESLI WO
WSEH TO�KAH �TOJ OKRESTNOSTI URAWNENIE PRINADLEVIT K ODNOMU I TOMU
VE TIPU�

dLQ PRIWEDENIQ URAWNENIQ W NEKOTOROJ OBLASTI K KANONI�ESKOMU
WIDU NAM PRI�LOSX BY FUNKCII �i �x�� x�� � � � � xn� �i � �� �� � � � � n�
POD�INITX DIFFERENCIALXNYM SOOTNO�ENIQM �akl � � DLQ k �� l� 	I�
SLO �TIH USLOWIJ� RAWNOE n �n� ����� PREWOSHODIT n
�ISLO OPREDE�
LQEMYH FUNKCIJ � PRI n 
 �� dLQ n � � NEDIAGONaLXNYE �LEMENTY
MATRICY ��aik�� WOOB�E GOWORQ� MOVNO BYLO BY OBRATITX W NULX� NO
PRI �TOM DIAGONALXNYE �LEMENTY MOGUT OKAZATXSQ RAZLI�NYMI�

sLEDOWATELXNO� PRI n � � URAWNENIE NELXZQ PRIWESTI K KANONI�E�
SKOMU WIDU W OKRESTNOSTI TO�KI M � pRI n� � MOVNO OBRATITX W NULX
EDINSTWENNYJ NEDIAGONALXNYJ KO�FFICIENT I UDOWLETWORITX USLOWI�
RAWENSTWA DWUH DIAGONALXNYH KO�FFICIENTOW� �TO I BYLO SDELANO W
P� ��

eSLI KO�FFICIENTY URAWNENIQ ���� POSTOQNNY� TO� PRIWEDQ ���� K
KANONI�ESKOJ FORME W ODNOJ TO�KE M � MY POLU�IM URAWNENIE� PRIWE�
DENNOE K KANONI�ESKOJ FORME WO WSEJ OBLASTI OPREDELENIQ URAWNENIQ�

�� kANONI�ESKIE FORMY LINEJNYH URAWNENIJ S POSTOQN�
NYMI KO�FFICIENTAMI� w SLU�AE DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH
LINEJNOE URAWNENIE ��GO PORQDKA S POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI IME�
ET WID

a��uxx � �a��uxy � a��uyy � b�ux � b�uy � cu� f �x� y� � �� ����
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eMU SOOTWETSTWUET HARAKTERISTI�ESKOE URAWNENIE S POSTOQNNYMI KO�
�FFICIENTAMI� pO�TOMU HARAKTERISTIKI BUDUT PRQMYMI LINIQMI	
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�FFICIENTAMI	
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�GIPERBOLI�ESKIJ TIP��
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W SLU�AE NESKOLXKIH NEZAWISIMYH PEREMENNYH
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NENIE� �TO PRIWODIT NAS K KANONI�ESKIM FORMAM� SHODNYM SO SLU�AEM
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�� nAJTI OBLASTI GIPERBOLI�NOSTI� �LLIPTI�NOSTI I PARABOLI�NOSTI
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urawneniq giperboli�eskogo tipa

uRAWNENIQ S �ASTNYMI PROIZWODNYMI ��GO PORQDKA GIPERBOLI�E�
SKOGO TIPA NAIBOLEE �ASTO WSTRE�A�TSQ W FIZI�ESKIH ZADA�AH� SWQZAN�
NYH S PROCESSAMI KOLEBANIJ� pROSTEJ�EE URAWNENIE GIPERBOLI�ESKOGO
TIPA
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OBY�NO NAZYWA�T UR A WN E N I EM K OL E B A N I J S TR UNY� w NASTO�
Q�EJ GLAWE� KAK I W POSLEDU��IH� MY OGRANI�IMSQ RASSMOTRENIEM
KLASSA LINEJNYH URAWNENIJ�

xxxxxxxxx �� pROSTEJ�IE ZADA�I� PRIWODQ�IE K URAWNENIQM
GIPERBOLI�ESKOGO TIPA� pOSTANOWKA KRAEWYH ZADA�

�� uRAWNENIE MALYH POPERE�NYH KOLEBANIJ STRUNY� kA�
VDU� TO�KU STRUNY DLINY l MOVNO OHARAKTERIZOWATX ZNA�ENIEM
EE ABSCISSY x� oPISANIE PROCESSA KOLEBANIQ STRUNY MOVET BYTX
PROWEDENO PRI POMO�I ZADANIQ POLOVENIQ TO�EK STRUNY W RAZLI��
NYE MOMENTY WREMENI� dLQ OPREDELENIQ POLOVENIQ STRUNY W MO�
MENT WREMENI t DOSTATO�NO ZADATX KOMPONENTY WEKTORA SME�ENIQ
fu� �x� t�� u� �x� t�� u� �x� t� g TO�KI x W MOMENT t �

mY RASSMOTRIM NAIBOLEE PROSTU� ZADA�U O KOLEBANIQH STRUNY�
bUDEM PREDPOLAGATX� �TO SME�ENIQ STRUNY LEVAT W ODNOJ PLOSKOSTI

rIS� �

x� u I �TO WEKTOR SME�ENIQ u
PERPENDIKULQREN W L�BOJ MOMENT
K OSI x� TOGDA PROCESS KOLEBA�
NIQ MOVNO OPISATX ODNOJ FUNK�
CIEJ u �x� t�� HARAKTERIZU��EJ
WERTIKALXNOE PEREME�ENIE STRU�
NY� bUDEM RASSMATRIWATX STRUNU
KAK GIBKU� UPRUGU� NITX� mATE�
MATI�ESKOE WYRAVENIE PONQTIQ
GIBKOSTI ZAKL��AETSQ W TOM� �TO NAPRQVENIQ� WOZNIKA��IE W STRUNE�
WSEGDA NAPRAWLENY PO KASATELXNYM K EE MGNOWENNOMU PROFIL� �RIS� ���
�TO USLOWIE WYRAVAET SOBOJ TO� �TO STRUNA NE SOPROTIWLQETSQ IZGIBU�
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wELI�INA NATQVENIQ� WOZNIKA��EGO W STRUNE WSLEDSTWIE UPRUGO�

STI� MOVET BYTX WY�ISLENA PO ZAKONU gUKA ��� bUDEM RASSMATRIWATX
MALYE KOLEBANIQ STRUNY I PRENEBREGATX KWADRATOM ux PO SRAWNENI�
S EDINICEJ�

pOLXZUQSX �TIM USLOWIEM� PODS�ITAEM UDLINENIE� ISPYTYWAEMOE
U�ASTKOM STRUNY �x�� x��� dLINA DUGI �TOGO U�ASTKA RAWNA

S� �

x�Z
x�

p
� � �ux�� dx �� x� � x� � S�

tAKIM OBRAZOM� W PREDELAH PRINQTOJ NAMI TO�NOSTI UDLINENIQ U�AST�
KOW STRUNY W PROCESSE KOLEBANIQ NE PROISHODIT� OTS�DA W SILU ZAKONA
gUKA SLEDUET� �TO WELI�INA NATQVENIQ T W KAVDOJ TO�KE NE MENQETSQ
SO WREMENEM� pOKAVEM TAKVE� �TO NATQVENIE NE ZAWISIT I OT x� T� E�

T �x� � T� � const�

nAJDEM PROEKCII NATQVENIQ NA OSI x I u �OBOZNA�IM IH Tx I Tu�	

Tx �x� � T �x� cos� �
Tp

� � �ux��
�� T �x��

Tu �x� � T �x� sin� �� T �x� tg � � T �x�ux�

GDE �
 UGOL KASATELXNOJ K KRIWOJ u �x� t� S OSX� x� nA U�ASTOK
�x�� x�� DEJSTWU�T SILY NATQVENIQ� WNE�NIE SILY I SILY INERCII�
sUMMA PROEKCIJ WSEH SIL NA OSX x DOLVNA BYTX RAWNA NUL� �MY RAS�
SMATRIWAEM TOLXKO POPERE�NYE KOLEBANIQ�� tAK KAK SILY INERCII I
WNE�NIE SILY� PO PREDPOLOVENI�� NAPRAWLENY WDOLX OSI u� TO

Tx �x��� Tx �x�� � �� ILI T �x�� � T �x��� ���

oTS�DA W SILU PROIZWOLXNOSTI x� I x� SLEDUET� �TO NATQVENIE NE
ZAWISIT OT x� T� E� DLQ WSEH ZNA�ENIJ x I t

T �x� � T�� ���

pOSLE SDELANNYH PREDWARITELXNYH ZAME�ANIJ PEREJDEM K WYWODU
URAWNENIQ POPERE�NYH KOLEBANIJ STRUNY� wOSPOLXZUEMSQ WTORYM ZA�
KONOM nX�TONA� sOSTAWLQ��AQ KOLI�ESTWA DWIVENIQ U�ASTKA STRUNY
�x�� x�� PO OSI u RAWNA

x�Z
x�

ut ��� t� � ��� d��

�� sTR E LK O W C� p� mEHANIKA� M�� ��
��



x �� prostej	ie zada�i ��

GDE �
 LINEJNAQ PLOTNOSTX STRUNY� pRIRAWNQEM IZMENENIE KOLI�E�
STWA DWIVENIQ ZA PROMEVUTOK WREMENI �t � t� � t�

x�Z
x�

� ��� �ut ��� t��� ut ��� t��� d�

IMPULXSU DEJSTWU��IH SIL� SKLADYWA��IHSQ IZ NATQVENIQ

T� uxjx�x� � T� uxjx�x�
W TO�KAH x� I x� I WNE�NEJ SILY� KOTORU� BUDEM S�ITATX NEPRERYW�
NO RASPREDELENNOJ S PLOTNOSTX� �NAGRUZKOJ� F �x� t�� RASS�ITANNOJ
NA EDINICU DLINY� w REZULXTATE POLU�IM URAWNENIE POPERE�NYH KO�
LEBANIJ �LEMENTA STRUNY W INTEGRALXNOJ FORME
x�Z
x�

�ut ��� t��� ut ��� t��� � ��� d� �

�

t�Z
t�

T� �ux �x�� �� � ux �x�� ��� d� �

x�Z
x�

t�Z
t�

F ��� �� d� d�� ���

dLQ PEREHODA K DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI� PREDPOLOVIM SU�

�ESTWOWANIE I NEPRERYWNOSTX WTORYH PROIZWODNYH OT u�x� t� ��� tO�
GDA FORMULA ��� POSLE DWUKRATNOGO PRIMENENIQ TEOREMY O SREDNEM
PRIMET WID

utt ��
�� t�� � �����t�x � fT� �uxx ����� t���� � F ������ t���� g�t�x�

GDE

��� ���� ���� � �x�� x��� A t�� t��� t��� � �t�� t���

sOKRATIW NA �t�x I PEREJDQ K PREDELU PRI x� 	 x�� t� 	 t�� POLU�
�IM DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE POPERE�NYH KOLEBANIJ STRUNY

T� uxx � � utt � F �x� t�� ���

w SLU�AE POSTOQNNOJ PLOTNOSTI � � const �TOMU URAWNENI� OBY�NO
PRIDA�T WID

utt � a�uxx � f �x� t�


a �

s
T�
�

�
� ���

�� dELAQ PREDPOLOVENIE O DWUKRATNOJ DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCIJ� MY
FAKTI�ESKI USLOWLIWAEMSQ O TOM� �TO BUDEM RASSMATRIWATX LI�X FUNKCII�
OBLADA��IE �TIM SWOJSTWOM� tAKIM OBRAZOM� PODOBNOGO TIPA PREDPOLOVE�
NIE SWQZANO S OGRANI�ENIEM KRUGA IZU�AEMYH FIZI�ESKIH QWLENIJ I NE SO�
DERVIT W SEBE UTWERVDENIQ� �TO NE SU�ESTWUET FUNKCIJ� UDOWLETWORQ��IH
INTEGRALXNOMU URAWNENI� KOLEBANIJ I NE IME��IH WTORYH PROIZWODNYH�
tAKIE FUNKCII SU�ESTWU�T I PREDSTAWLQ�T ZNA�ITELXNYJ PRAKTI�ESKIJ
INTERES� pODROBNEE SM� OB �TOM x �� P� ��
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GDE

f �x� t� �
�

�
F �x� t� ���

ESTX PLOTNOSTX SILY� OTNESENNAQ K EDINICE MASSY� pRI OTSUTSTWII
WNE�NEJ SILY POLU�IM ODNORODNOE URAWNENIE

utt � a�uxx

ILI

uxx � uyy � � �y � at��

OPISYWA��EE SWOBODNYE KOLEBANIQ STRUNY� �TO URAWNENIE QWLQETSQ
PROSTEJ�IM PRIMEROM URAWNENIQ GIPERBOLI�ESKOGO TIPA�

eSLI W TO�KE x� �x� � x� � x�� PRILOVENA SOSREDOTO�ENNAQ SILA
f� �t� �RIS� ��� TO URAWNENIE ��� ZAPI�ETSQ TAK	

x�Z
x�

� ��� �ut ��� t��� ut ��� t��� d� �
x�Z
x�

t�Z
t�

f ��� �� d� d� �

�

t�Z
t�

T� �ux �x�� �� � ux �x�� ��� d� �

t�Z
t�

f� ��� d��

pOSKOLXKU SKOROSTI TO�EK STRUNY OGRANI�ENY� TO PRI x� 	 x� I x� 	
	 x� INTEGRALY W LEWOJ �ASTI �TOGO RAWENSTWA STREMQTSQ K NUL� I
RAWENSTWO ��� PRINIMAET WID

t�Z
t�

T� �ux �x� � �� ��� ux �x� � �� ��� d� � �
t�Z
t�

f� ��� d�� ���

pOLXZUQSX TEOREMOJ O SREDNEM� SOKRA�AQ OBE �ASTI RAWENSTWA NA �t I

rIS� �

PEREHODQ K PREDELU PRI t� 	 t�� POLU�
�AEM

ux �x� t�

����x���

x���
� � �

T�
f� �t��

oTS�DA WIDNO� �TO W TO�KE PRILOVENIQ
SOSREDOTO�ENNOJ SILY PERWYE PROIZWOD�
NYE PRETERPEWA�T RAZRYW I DIFFEREN�
CIALXNOE URAWNENIE TERQET SMYSL� w

�TOJ TO�KE DOLVNY WYPOLNQTXSQ DWA USLOWIQ SOPRQVENIQ	

u �x� � �� t� � u �x� � �� t��

ux �x� � �� t�� ux �x� � �� t� � � �

T�
f� �t��

����� ���
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PERWOE IZ KOTORYH WYRAVAET NEPRERYWNOSTX STRUNY� WTOROE OPREDELQ�
ET WELI�INU IZLOMA STRUNY W TO�KE x�� ZAWISQ�U� OT f� �t� I NATQ�
VENIQ T��

�� uRAWNENIE PRODOLXNYH KOLEBANIJ STERVNEJ I STRUN�
uRAWNENIQ PRODOLXNYH KOLEBANIJ DLQ STRUNY� STERVNQ I PRUVINY
ZAPISYWA�TSQ ODINAKOWO� rASSMOTRIM STERVENX� RASPOLOVENNYJ NA
OTREZKE ��� l� OSI x� pROCESS PRODOLXNYH KOLEBANIJ MOVET BYTX OPI�
SAN ODNOJ FUNKCIEJ u �x� t�� PREDSTAWLQ��EJ W MOMENT t SME�ENIE

TO�KI� IMEW�EJ W POLOVENII RAWNOWESIQ ABSCISSU x ��� pRI PRODOLX�
NYH KOLEBANIQH �TO SME�ENIE PROISHODIT WDOLX STERVNQ� pRI WYWODE
URAWNENIQ BUDEM PREDPOLAGATX� �TO NATQVENIQ� WOZNIKA��IE W PRO�
CESSE KOLEBANIQ� SLEDU�T ZAKONU gUKA�

pODS�ITAEM OTNOSITELXNOE UDLINENIE �LEMENTA �x� x��x� W MO�
MENT t� kOORDINATY KONCOW �TOGO �LEMENTA W MOMENT t IME�T ZNA�E�
NIQ

x� u �x� t�� x��x� u �x��x� t��

A OTNOSITELXNOE UDLINENIE RAWNO

��x� u �x��x� t�� u �x� t����x

�x
� ux �x� ��x� t� �� � � � ���

pEREJDQ K PREDELU PRI �x 	 �� POLU�IM� �TO OTNOSITELXNOE
UDLINENIE W TO�KE x OPREDELQETSQ FUNKCIEJ ux �x� t�� w SILU ZAKO�
NA gUKA NATQVENIE T �x� t� RAWNO

T �x� t� � k �x�ux �x� t�� ���

GDE k �x�
MODULX 
NGA W TO�KE x �k �x� 
 ���

�� wYBRANNAQ ZDESX GEOMETRI�ESKAQ PEREMENNAQ x NAZYWAETSQ PEREMENNOJ
lAGRANVA� w PEREMENNYH lAGRANVA KAVDAQ FIZI�ESKAQ TO�KA STERVNQ W
TE�ENIE WSEGO PROCESSA HARAKTERIZUETSQ ODNOJ I TOJ VE GEOMETRI�ESKOJ KO�
ORDINATOJ x� fIZI�ESKAQ TO�KA� ZANIMAW�AQ W NA�ALXNYJ MOMENT �W SOSTO�
QNII RAWNOWESIQ� POLOVENIE x� W L�BOJ POSLEDU��IJ MOMENT t NAHODITSQ
W TO�KE S KOORDINATOJ X � x� u �x� t�� eSLI MY FIKSIRUEM NEKOTORU� GEO�
METRI�ESKU� TO�KU A S KOORDINATOJ X� TO W RAZLI�NYE MOMENTY WREMENI
W �TOJ TO�KE BUDUT NAHODITXSQ RAZLI�NYE FIZI�ESKIE TO�KI �S RAZNYMI LA�
GRANVEWYMI KOORDINATAMI x�� �ASTO POLXZU�TSQ TAKVE PEREMENNYMI �J�
LERA X� t� GDE X 	 GEOMETRI�ESKAQ KOORDINATA� eSLI U �X� t� 	 SME�ENIE
TO�KI S �JLEROWOJ KOORDINATOJ X� TO LAGRANVEWA KOORDINATA

x � X � U �X� t��

pRIMER ISPOLXZOWANIQ KOORDINAT �JLERA PRIWEDEN W P� ��
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pOLXZUQSX TEOREMOJ OB IZMENENII KOLI�ESTWA DWIVENIQ� POLU�AEM
INTEGRALXNOE URAWNENIE KOLEBANIJ

x�Z
x�

�ut ��� t��� ut ��� t��� � ��� d� �

�

t�Z
t�

�k �x��ux �x�� �� � k �x��ux �x�� ��� d� �

x�Z
x�

t�Z
t�

F ��� �� d� d�� ����

GDE F �x� t�
 PLOTNOSTX WNE�NEJ SILY� RASS�ITANNAQ NA EDINICU DLI�
NY�

pREDPOLOVIM SU�ESTWOWANIE I NEPRERYWNOSTX WTORYH PROIZWOD�
NYH FUNKCII u �x� t�� pRIMENQQ TEOREMU O SREDNEM I SOWER�AQ PRE�

DELXNYJ PEREHOD �� PRI �x � x��x� 	 � I �t� t�� t�	 �� PRIHODIM

K DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI� PRODOLXNYH KOLEBANIJ STERVNQ ��

�k �x�ux�x � �utt � F �x� t�� ����

eSLI STERVENX ODNORODEN �k �x� � const� � � const�� TO �TO URAWNENIE
ZAPISYWA�T SLEDU��IM OBRAZOM	

utt � a�uxx � f �x� t�


a �

s
k

�

�
� ����

GDE

f �x� t� �
F �x� t�

�
����

ESTX PLOTNOSTX SILY� OTNESENNAQ K EDINICE MASSY�
�� �NERGIQ KOLEBANIJ STRUNY� nAJDEM WYRAVENIE DLQ �NER�

GII POPERE�NYH KOLEBANIJ STRUNY E �K �U � GDE K
KINETI�ESKAQ
I U 
 POTENCIALXNAQ �NERGIQ� �LEMENT STRUNY dx� DWIVU�IJSQ SO
SKOROSTX� v � ut� OBLADAET KINETI�ESKOJ �NERGIEJ

�

�
mv� �

�

�
� �x� dx �ut�

� �m � � dx��

�� w DALXNEJ�EM MY BUDEM OPUSKATX PODROBNOSTI� SWQZANNYE S PREDELXNY�
MI PEREHODAMI� KOTORYE BYLI RAZOBRANY PRI WYWODE URAWNENIQ POPERE�NYH
KOLEBANIJ STRUNY�

�� uSLOWIE MALOSTI KOLEBANIJ W DANNOM SLU�AE SWQZANO TOLXKO S GRANICEJ
PRIMENIMOSTI ZAKONA gUKA� w OB�EM SLU�AE T � k �x� ux�ux� I MY PRIHODIM
K KWAZILINEJNOMU URAWNENI�

�k �x� ux�ux�x � �utt � F �x� t��
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kINETI�ESKAQ �NERGIQ WSEJ STRUNY RAWNA

K �
�

�

lZ
�

� �x� �ut �x� t��
� dx� ����

pOTENCIALXNAQ �NERGIQ POPERE�NYH KOLEBANIJ STRUNY� IME��EJ
PRI t � t� FORMU u �x� t�� � u� �x�� RAWNA RABOTE� KOTORU� NADO SOWER�
�ITX� �TOBY STRUNA PERE�LA IZ POLOVENIQ RAWNOWESIQ W POLOVENIE
u� �x�� pUSTX FUNKCIQ u �x� t� DAET PROFILX STRUNY W MOMENT t� PRI�
�EM

u �x� �� � �� u �x� t�� � u� �x��

�LEMENT dx POD DEJSTWIEM RAWNODEJSTWU��EJ SIL NATQVENIQ

T
u

x

����
x�dx

� T
u

x

����
x

� T uxx dx

ZA WREMQ dt PROHODIT PUTX ut �x� t� dt� rABOTA� PROIZWODIMAQ WSEJ
STRUNOJ ZA WREMQ dt� RAWNA���

lZ
�

T� uxx ut dx

��� dt �

���T� ux ut

����l
�

�
lZ

�

T� ux uxt dx

��� dt �

�

���� �

�

d

dt

lZ
�

T� �ux�
� dx� T� ux ut

����l
�

��� dt�

iNTEGRIRUQ PO t OT � DO t�� POLU�AEM

� �

�

lZ
�

T� �ux�
� dx

����t�
�

�

t�Z
�

T� ux ut

����l
�

dt �

� � �

�

lZ
�

T� �ux �x� t���
� dx �

t�Z
�

T� ux ut

����l
�

dt�

nETRUDNO WYQSNITX SMYSL POSLEDNEGO SLAGAEMOGO PRAWOJ �ASTI
�TOGO RAWENSTWA� dEJSTWITELXNO� T� uxjx�� ESTX WELI�INA NATQVENIQ
NA KONCE STRUNY x � �� ut ��� t� dt
 PEREME�ENIE �TOGO KONCA� A INTE�
GRAL

t�Z
�

T� ux utjx�� dt ����

PREDSTAWLQET RABOTU� KOTORU� NADO ZATRATITX NA PEREME�ENIE KONCA
x � �� aNALOGI�NYJ SMYSL IMEET SLAGAEMOE� SOOTWETSTWU��EE x � l�

� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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eSLI KONCY STRUNY ZAKREPLENY� TO RABOTA NA NIH BUDET RAWNA NUL�
�PRI �TOM u ��� t� � �� ut ��� t� � ��� sLEDOWATELXNO� PRI PEREME�ENII
ZAKREPLENNOJ NA KONCAH STRUNY IZ POLOVENIQ RAWNOWESIQ u � � W PO�
LOVENIE u� �x� RABOTA NE ZAWISIT OT SPOSOBA PEREWODA STRUNY W �TO
POLOVENIE I RAWNA

� �

�

lZ
�

T� �u
�
� �x��

� dx� ����

POTENCIALXNOJ �NERGII STRUNY W MOMENT t � t� S OBRATNYM ZNAKOM�
tAKIM OBRAZOM� POLNAQ �NERGIQ STRUNY RAWNA

E �
�

�

lZ
�

�T� �ux�
� � � �x� �ut�

�� dx� ����

sOWER�ENNO ANALOGI�NO MOVET BYTX POLU�ENO WYRAVENIE DLQ POTEN�
CIALXNOJ �NERGII PRODOLXNYH KOLEBANIJ STERVNQ�wPRO�EM� EGO MOVNO
POLU�ITX TAKVE� ISHODQ IZ FORMULY DLQ POTENCIALXNOJ �NERGII UPRU�
GOGO STERVNQ

U �
�

�
k

�
l � l�
l�

��

l��

GDE l�
 NA�ALXNAQ DLINA STERVNQ� l
 KONE�NAQ DLINA� oTS�DA NEPO�
SREDSTWENNO SLEDUET

U �
�

�

lZ
�

k �ux�
� dx�

�� wYWOD URAWNENIQ �LEKTRI�ESKIH KOLEBANIJ W PROWODAH�
pROHOVDENIE �LEKTRI�ESKOGO TOKA PO PROWODU S RASPREDELENNYMI PA�
RAMETRAMI HARAKTERIZUETSQ SILOJ TOKA i I NAPRQVENIEM v� KOTORYE
QWLQ�TSQ FUNKCIQMI POLOVENIQ TO�KI x I WREMENI t� pRIMENQQ ZAKON
oMA K U�ASTKU DLINOJ dx� MOVNO NAPISATX� �TO PADENIE NAPRQVENIQ
NA �LEMENTE PROWODA dx RAWNQETSQ SUMME �LEKTRODWIVU�IH SIL	

� vx dx � iR dx� itLdx� ����

GDE R I L
 SOPROTIWLENIE I KO�FFICIENT SAMOINDUKCII� RASS�ITAN�
NYE NA EDINICU DLINY�

kOLI�ESTWO �LEKTRI�ESTWA� PRITEKA��EE NA �LEMENT PROWODA dx
ZA WREMQ dt�

�i �x� t�� i �x� dx� t�� dt � � ix dx dt ����

RAWNO SUMME KOLI�ESTWA �LEKTRI�ESTWA� NEOBHODIMOGO DLQ ZARQDKI �LE�
MENTA dx� I KOLI�ESTWA� TERQ��EGOSQ WSLEDSTWIE NESOWER�ENSTWA IZO�
LQCII	

C �v �x� t� dt�� v �x� t�� dx �Gdx � v dt � �Cvt �Gv� dx dt� ����



x �� prostej	ie zada�i ��

GDE C I G
 KO�FFICIENTY EMKOSTI I UTE�KI� RASS�ITANNYE NA EDI�
NICU DLINY� PRI�EM WELI�INU POTERX MY S�ITAEM PROPORCIONALXNOJ
NAPRQVENI� W RASSMATRIWAEMOJ TO�KE PROWODA�

iZ FORMUL ���� 
 ���� POLU�AEM SISTEMU

ix � C vt �Gv � ��

vx � L it �R i � ��

�
����

NAZYWAEMU� SISTEMOJ T EL E G R AF NYH URAWNENIJ ���
	TOBY POLU�ITX ODNO URAWNENIE� OPREDELQ��EE FUNKCI� i� PRO�

DIFFERENCIRUEM PERWOE RAWENSTWO ���� PO x� WTOROE
 PO t� UMNOVIW
EGO Na C� pROIZWEDQ WY�ITANIE W PREDPOLOVENII POSTOQNSTWA KO�F�
FICIENTOW� NAJDEM

ixx �Gvx � CL itt � CR it � ��

zAMENQQ vx EGO ZNA�ENIEM IZ WTOROGO URAWNENIQ ����� POLU�AEM URAW�
NENIE DLQ SILY TOKA

ixx � CL itt � �CR�GL� it �GR i� ����

aNALOGI�NO WYGLQDIT URAWNENIE DLQ NAPRQVENIQ	

vxx � CLvtt � �CR �GL� vt �GRv� ����

uRAWNENIE ���� �ILI ����� NAZYWAETSQ TELEGRAFNYM URAWNENIEM�
eSLI MOVNO PRENEBRE�X POTERQMI �EREZ IZOLQCI� I ESLI SOPROTIWLE�
NIE O�ENX MALO �G �� R �� ��� TO MY PRIHODIM K IZWESTNOMU URAWNENI�
KOLEBANIJ

vtt � a�vxx


a �

r
�

LC

�
� ����

�� pOPERE�NYE KOLEBANIQ MeMBRANY� mEMBRANOJ NAZYWAETSQ
PLOSKAQ PLENKA� NE SOPROTIWLQ��AQSQ IZGIBU I SDWIGU� rASSMOTRIM
MEMBRANU� NATQNUTU� NA PLOSKIJ KONTUR C� bUDEM IZU�ATX POPE�
RE�NYE KOLEBANIQ MEMBRANY� W KOTORYH SME�ENIE PERPENDIKULQRNO
K PLOSKOSTI MEMBRANY�

pUSTX ds
 �LEMENT DUGI NEKOTOROGO KONTURA� WZQTOGO NA POWERH�
NOSTI MEMBRANY I PROHODQ�EGO �EREZ TO�KU M �x� y�� nA �TOT �LE�
MENT DEJSTWUET NATQVENIE� RAWNOE T ds� wEKTOR T WSLEDSTWIE OTSUT�
STWIQ SOPROTIWLENIQ IZGIBU I SDWIGU LEVIT W KASATELXNOJ PLOSKOSTI K
MGNOWENNOJ POWERHNOSTI MEMBRANY I PERPENDIKULQREN K �LEMENTU ds�
mOVNO POKAZATX� �TO OTSUTSTWIE SOPROTIWLENIQ SDWIGU PRIWODIT K TO�
MU� �TO WELI�INA NATQVENIQ NE ZAWISIT OT NAPRAWLENIQ �LEMENTA ds�
TAK �TO WEKTOR NATQVENIQ T � T �x� y� z� QWLQETSQ FUNKCIEJ x� y I

�� �TI URAWNENIQ QWLQ�TSQ PRIBLIVENNYMI W RAMKAH TEORII �LEKTROMAG�
NITNOGO POLQ� POSKOLXKU ONI NE U�ITYWA�T �LEKTROMAGNITNYH KOLEBANIJ W
SREDE� OKRUVA��EJ PROWOD�

��
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t� �TI SWOJSTWA WEKTORA T SLUVAT MATEMATI�ESKIM WYRAVENIEM OT�

rIS� �

SUTSTWIQ SOPROTIWLENIQ IZGIBU I
SDWIGU�

bUDEM IZU�ATX MALYE KOLE�
BANIQ MEMBRANY� PRENEBREGAQ
KWADRATAMI PERWYH PROIZWODNYH
ux I uy� GDE FUNKCIQ u �x� y� t�
OPREDELQET FORMU MEMBRANY W
MoMENT WREMENI t� iZ �TOGO PRED�
POLOVENIQ SRAZU VE SLEDUET� �TO
Th�x� y� t� 
 PROEKCIQ NATQVENIQ
NA PLOSKOSTX �x� y�
RAWNA ABSO�

L�TNOJ WELI�INE NATQVENIQ� w SAMOM DELE� PRI L�BOJ ORIENTACII
DUGI ds UGOL �� MEVDU WEKTOROM T I PLOSKOSTX� �x� y� NE PREWOSHO�
DIT UGLa �� OBRAZUEMOGO NORMALX� K POWERHNOSTI MEMBRANY W TO�KE
�x� y� S OSX� z� pO�TOMU

cos �� � cos � �
�q

� � u�x � u�y

�� ��

T� E� cos �� �� �� I

Th �x� y� z� t� � T cos �� �� T �x� y� z� t�� ����

wERTIKALXNAQ SOSTAWLQ��AQ NATQVENIQ� O�EWIDNO� RAWNA

Tu � T
u

n
�

wYDELIM NA POWERHNOSTI MEMBRANY �LEMENT PLO�ADI� PROEKCIQ
KOTOROGO NA PLOSKOSTX �x� y� QWLQETSQ PRQMOUGOLXNIKOM ABCD SO
STORONAMI� PARALLELXNYMI OSQM KOORDINAT �RIS� ��� nA �TOT �LEMENT
DEJSTWUET SILA NATQVENIQ� RAWNAQ

T� �
I

ABCD

T ds� ����

w SILU OTSUTSTWIQ PEREME�ENIQ WDOLX OSEJ x I y PROEKCII T� NA
�TI OSI RAWNY NUL�	

T �x �

CZ
B

T �x�� y� t� dy �
DZ
A

T �x�� y� t� dy �

�

y�Z
y�

fT �x�� y� t�� T �x�� y� t� g dy � ��
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aNALOGI�NO

T �y �

x�Z
x�

fT �x� y�� t�� T �x� y�� t� g dx � ��

pOLXZUQSX TEOREMOJ O SREDNEM I U�ITYWAQ PROIZWOL W WYBORE PLO�ADI
ABCD� POLU�AEM

T �x� y�� t� � T �x� y�� t��

T �x�� y� t� � T �x�� y� t��

�
����

T� E� NATQVENIE T NE MENQETSQ PRI IZMENENII x I y I MOVET ZAWISETX
LI�X OT t �

pLO�ADX KAKOGO�LIBO �LEMENTA MEMBRANY W MOMENT WREMENI t
RAWNA W NA�EM PRIBLIVENIIZ Z

dx dy

cos �
�

Z Z q
� � u�x � u�y dx dy

��
Z Z

dx dy� ����

sLEDOWATELXNO� W PROCESSE KOLEBANIJ NE PROISHODIT RASTQVENIQ�
OTKUDA W SILU ZAKONA gUKA WYTEKAET NEZAWISIMOSTX NATQVENIJ OT WRE�
MENI� tAKIM OBRAZOM� MY USTANOWILI� �TO NATQVENIE NE ZAWISIT OT
PEREMENNYH x� y I t	

T �x� y� t� � const � T�� ����

pEREJDEM K WYWODU URAWNENIQ KOLEBANIJ MEMBRANY� wOSPOLXZUEM�
SQ TEOREMOJ O PRIRA�ENII KOLI�ESTWA DWIVENIQ�pUSTX S�
 PROEKCIQ
NA PLOSKOSTX �x� y� NEKOTOROGO U�ASTKA MEMBRANY� A C�
 GRANICA S��
pRIRAWNIWAQ IZMENENIE KOLI�ESTWA DWIVENIQ IMPULXSU WERTIKALXNYH
SOSTAWLQ��IH SIL NATQVENIQ I WNE�NIH DEJSTWU��IH SIL S PLOT�
NOSTX� F �x� y� t�� POLU�AEM URAWNENIE KOLEBANIJ MEMBRANY W INTE�
GRALXNOJ FORMEZ Z
S

�ut �x� y� t��� ut �x� y� t��� � �x� y� dx dy �

�

t�Z
t�

Z
C�

T�
u

n
ds dt�

t�Z
t�

Z Z
S�

F dx dy dt� ����

GDE � �x� y�
 POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX MEMBRANY� A F �x� y� t�

PLOTNOSTX WNE�NEJ SILY �NA EDINICU PLO�ADI��
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dLQ PEREHODA K DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI� PREDPOLOVIM� �TO
FUNKCIQ u �x� y� t� IMEET NEPRERYWNYE WTORYE PROIZWODNYE� s POMO�

�X� TEOREMY oSTROGRADSKOGO
gAUSSA �� KONTURNYJ INTEGRAL PRE�
OBRAZUETSQ W POWERHNOSTNYJ	Z

C�

u

n
ds �

Z Z
S�

�uxx � uyy� dx dy�

WSLEDSTWIE �EGO INTEGRALXNOE URAWNENIE KOLEBANIJ PRIWODITSQ K WIDU

t�Z
t�

Z Z
S�

f�utt � T� �uxx � uyy�� F �x� y� t�g dx dy dt � ��

pOLXZUQSX TEOREMOJ O SREDNEM� PROIZWOLXNOSTX� WYBORA S� I PROME�
VUTKA WREMENI �t�� t��� DELAEM ZAKL��ENIE O TOVDESTWENNOM RAWEN�
STWE NUL� WYRAVENIQ W FIGURNYH SKOBKAH� tAKIM OBRAZOM� PRIHODIM
K DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI� KOLEBANIJ MEMBRANY

�utt � T� �uxx � uyy� � F �x� y� t�� ����

dLQ ODNORODNOJ MEMBRANY URAWNENIE KOLEBANIJ MOVNO ZAPISATX W WIDE

utt � a� �uxx � uyy� � f �x� y� t�

�
a� �

T�
�

�
� ����

GDE f �x� y� t�
 PLOTNOSTX SILY� RASS�ITANNAQ NA EDINICU MASSY MEM�
BRANY�

	� uRAWNENIQ GIDRODINAMIKI I AKUSTIKI� dLQ HARAKTE�
RISTIKI DWIVENIQ VIDKOSTI POLXZU�TSQ FUNKCIQMI v� �x� y� z� t��
v� �x� y� z� t�� v� �x� y� z� t�� PREDSTAWLQ��IMI KOMPONENTY WEKTORA
SKOROSTI v W TO�KE �x� y� z� W MOMENT t ��JLEROWY PEREMENNYE�� wE�
LI�INAMI� HARAKTERIZU��IMI DWIVENIE VIDKOSTI� QWLQ�TSQ TAKVE
PLOTNOSTX � �x� y� z� t�� DAWLENIE p �x� y� z� t� I PLOTNOSTX WNE�NIH
DEJSTWU��IH SIL F �x� y� z� t� �ESLI ONI IME�TSQ�� RASS�ITANNAQ NA
EDINICU MASSY�

rASSMOTRIM NEKOTORYJ OB�EM VIDKOSTI T I PODS�ITAEM DEJSTWU�
��IE NA NEGO SILY� pRENEBREGAQ SILAMI TRENIQ� OBUSLOWLENNYMI WQZ�
KOSTX�� T� E� RASSMATRIWAQ IDEALXNU� VIDKOSTX� POLU�IM DLQ REZULX�
TIRU��EJ SIL DAWLENIQ WYRAVENIE W WIDE POWERHNOSTNOGO INTEGRALA

�
Z Z
S

pn dS� ����

GDE S
 POWERHNOSTX OB�EMA T � n
 EDINI�NYJ WEKTOR WNE�NEJ NOR�

�� sM�� sMIRN O W w� i� kURS WYS�EJ MATEMATIKI� t� II� m�� ��
� s� ��
�
bUD A K b� m�� fOMIN s� w� kRATNYE INTEGRALY I RQDY� M�� ���
�



x �� prostej	ie zada�i ��

MALI� fORMULA oSTROGRADSKOGO
gAUSSA �� DAET

�
Z Z
S

pn dS � �
ZZZ
T

grad p d�� ����

pRI WY�ISLENII USKORENIQ KAKOJ�LIBO TO�KI VIDKOSTI NEOBHODI�
MO U�ESTX PEREME�ENIE SAMOJ TO�KI� pUSTX x � x �t�� y � y �t�� z �
� z �t�
 URAWNENIE TRAEKTORII �TOJ TO�KI� wY�ISLIM PROIZWODNU�
SKOROSTI PO WREMENI	

dv

dt
�
v

t
�
v

x
�x�

v

y
�y �

v

z
�z �

�
v

t
�
v

x
v� �

v

y
v� �

v

z
v� �

v

t
� �vr�v�

GDE

r � i


x
� j



y
� k



z
�

tAKAQ PROIZWODNAQ PO WREMENI� U�ITYWA��AQ DWIVENIE �ASTICY SRE�
DY �SUBSTANCII�� NAZYWAETSQ S U B S T A NC I O N AL XN O J ILI MATERI�
ALXNOJ� uRAWNENIE DWIVENIQ VIDKOSTI WYRAVAET OBY�NU� SWQZX MEV�
DU USKORENIEM �ASTIC I DEJSTWU��IMI NA NIH SILAMIZZZ

T

�
dv

dt
d� � �

ZZZ
T

grad p d� �

ZZZ
T

�F d�� ����

GDE POSLEDNIJ INTEGRAL PREDSTAWLQET SOBOJ RAWNODEJSTWU��U� WNE��
NIH SIL� PRILOVENNYH K OB�EMU T � oTS�DA W SILU PROIZWOLXNOSTI
OB�EMA T POLU�AEM URAWNENIE DWIVENIQ IDEALXNOJ VIDKOSTI W FOR�
ME �JLERA	

vt � �vr�v � � �

�
grad p� F� ����

pEREJDEM K WYWODU URAWNENIQ NEPRERYWNOSTI� eSLI WNUTRI T NET
NIKAKIH ISTO�NIKOW ILI STOKOW� TO IZMENENIE W EDINICU WREMENI KO�
LI�ESTWA VIDKOSTI� ZAKL��ENNOJ WNUTRI T � RAWNO POTOKU �EREZ GRA�
NICU S

d

dt

ZZZ
T

� dt � �
Z Z
S

�vn dS� ����

�� w SAMOM DELE� pn � p cos �n� x� i � p cos �n� y� j � p cos �n� z�k� GDE
i� j� k	 EDINI�NYE WEKTORY W SISTEME KOORDINAT �x� y� z��Z Z

S

p cos �n� x�dx �

ZZZ
T

�p

�x
d� I T� D�
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pREOBRAZOWANIE POWERHNOSTNOGO INTEGRALA W OB�EMNYJ DAETZZZ
T

�
�

t
� div �v

�
d� � ��

tAK KAK �TO RAWENSTWO SPRAWEDLIWO DLQ SKOLX UGODNO MALYH OB�EMOW�
TO OTS�DA SLEDUET UR A WN E N I E N E P R ERYWN O STI

�

t
� div��v� � ��

ILI

�

t
� v grad�� � divv � �� ����

k URAWNENIQM ���� I ���� SLEDUET PRISOEDINITX TERMODINAMI�ESKOE
UR A WN E N I E c O S T O QN I Q� KOTOROE MY ZDESX WOZXMEM W WIDE

p � f ����

sLEDOWATELXNO� MY POLU�AEM SISTEMU PQTI URAWNENIJ S PQTX� NE�
IZWESTNYMI FUNKCIQMI vx� vy� vz� p I �� eSLI BY URAWNENIE SOSTO�
QNIQ SODERVALO TEMPERATURU� TO NUVNO BYLO BY DOBAWITX E�E URAW�
NENIE TEPLOPERENOSA �SM� pRILOVENIE IV�� tAKIM OBRAZOM� SISTEMA
URAWNENIJ

v

t
� �vr�v � F� �

�
gradp�

�

t
� div��v� � ��

p � f ���

���������������
����

PREDSTAWLQET ZAMKNUTU� SISTEMU URAWNENIJ GIDRODINAMIKI�
pRIMENIM URAWNENIQ GIDRODINAMIKI K PROCESSU RASPROSTRANENIQ

ZWUKA W GAZE� sDELAEM SLEDU��IE DOPU�ENIQ	 �� WNE�NIE SILY OTSUT�
STWU�T� �� PROCESS RASPROSTRANENIQ ZWUKA QWLQETSQ ADIABATI�ESKIM�
PO�TOMU URAWNENIEM SOSTOQNIQ SLUVIT ADIABATA pUASSONA

p

p�
�

�
�

��

�
 �
� �

cp
cv

�
�

GDE �� I p�
NA�ALXNAQ PLOTNOSTX I NA�ALXNOE DAWLENIE� cp I cv

TEPLOEMKOSTI PRI POSTOQNNOM DAWLENII I POSTOQNNOM OB�EME� �� KOLE�
BANIQ GAZA MALY� MOVNO PRENEBREGATX WYS�IMI STEPENQMI SKOROSTEJ�
GRADIENTOW SKOROSTEJ I IZMENENIQ PLOTNOSTI�

nAZOWEM KO ND E N S AC I E J GAZA WELI�INU s �x� y� z� t�� RAWNU�
OTNOSITELXNOMU IZMENENI� PLOTNOSTI	

s �x� y� z� t� �
�� ��
��

� ����



x �� prostej	ie zada�i ��

OTKUDA

� � �� �� � s�� ����

uRAWNENIQ GIDRODINAMIKI PRI SDELANNYH PREDPOLOVENIQH PRI�
NIMA�T WID

vt � � �

��
gradp�

�t � �� divv � ��

p � p� �� � s�
 �� p� �� � �s��

����������� ����

TAK KAK

�

�
grad p �

�

��
��� s� � � �� gradp �

�

��
gradp� � � � �

div �v � v grad�� � divv � �� divv � � � � �

GDE TO�KAMI OBOZNA�ENY �LENY WTOROGO I WYS�EGO PORQDKOW MALOSTI�
wWEDQ OBOZNA�ENIE a� � �p����� PEREPI�EM SISTEMU ���� W SLEDU��EM
WIDE	

vt � � a� grad s�

st � div v � ��

�
�����

pRIMENQQ K PERWOMU URAWNENI� ����� OPERATOR DIWERGENCII I MENQQ
PORQDOK DIFFERENCIROWANIQ� BUDEM IMETX

div
v

t
�



t
div v � � a� div �grad s� � � a�r�s � � a��s�

GDE

r� � � �
�

x�
�

�

y�
�

�

z�


 OP E R ATOR lAP L A S A� iSPOLXZUQ WTOROE URAWNENIE ������ POLU�A�
EM URAWNENIE KOLEBANIJ

�s �
�

a�
stt� ����

ILI

a� �sxx � syy � szz� � stt�

oTS�DA I IZ ���� POLU�AEM URAWNENIE DLQ PLOTNOSTI

a� ��xx � �yy � �zz� � �tt� �����

uRAWNENIQ ���� I ����� QWLQ�TSQ URAWNENIQMI KOLEBANIJ� wWEDEM
TEPERX P O T EN C I A L S K O R O S T E J I POKAVEM� �TO ON UDOWLETWORQET
TOMU VE URAWNENI� KOLEBANIJ ����� �TO I KONDENSACIQ�
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iZ URAWNENIQ

vt � � a� grad s

SLEDUET

v �x� y� z� t� � v �x� y� z� ��� a� grad

�� tZ
�

s dt

�A � ����

GDE v �x� y� z� ��
 NA�ALXNOE RASPREDELENIE SKOROSTEJ� eSLI POLE SKO�
ROSTEJ W NA�ALXNYJ MOMENT POTENCIALXNO	

vjt�� � � gradf �x� y� z�� ����

TO IMEET MESTO SOOTNO�ENIE

v � � grad

��f �x� y� z� � a�
tZ

�

s dt

�� � � gradU� ����

KOTOROE OZNA�AET� �TO SU�ESTWUET POTENCIAL SKOROSTEJ U �x� y� z� t��
zNANIQ POTENCIALA SKOROSTEJ DOSTATO�NO DLQ OPISANIQ WSEGO PROCESSA

DWIVENIQ ��	

v � � gradU�

s �
�

a�
Ut�

����� ����

pODSTAWIW �TI ZNA�ENIQ W URAWNENIE NEPRERYWNOSTI

st � div v � ��

POLU�IM URAWNENIE KOLEBANIJ DLQ POTENCIALA

a� �Uxx � Uyy � Uzz� � Utt�

ILI

Utt � a��U� ����

dLQ DAWLENIQ p I SKOROSTI v TAKVE MOVNO POLU�ITX URAWNENIE KOLE�
BANIJ WIDA ����� NAZYWAEMOE �ASTO U R A WN E N I EM A KU S TI KI�

�� iZ FORMULY ��� WIDNO� �TO POTENCIAL U OPREDELEN S TO�NOSTX� DO
SLAGAEMOGO� QWLQ��EGOSQ PROIZWOLXNOJ FUNKCIEJ t� iZ URAWNENIQ vt �

� � a� grad s I SOOTNO�ENIQ ��� SLEDUET grad
�
s� �

a�
Ut

�
� � � T� E� s �

�
�

a�
Ut PRI SOOTWETSTWU��EJ NORMIROWKE POTENCIALA U �



x �� prostej	ie zada�i ��

pRI RE�ENII ZADA� DLQ DWUMERNOGO I ODNOMERNOGO SLU�AEW NADO W

URAWNENII ���� OPERATOR lAPLASA ZAMENITX OPERATOROM
�

x�
�

�

y�
I

�

x�
SOOTWETSTWENNO� pOSTOQNNAQ

a �

r
�p�
��

IMEET RAZMERNOSTX SKOROSTI I� KAK BUDET POKAZANO W x �� QWLQETSQ SKO�
ROSTX� RASPROSTRANENIQ ZWUKA�

wY�ISLIM SKOROSTX ZWUKA W WOZDUHE PRI NORMALXNOM ATMOSFER�
NOM DAWLENII� w �TOM SLU�AE � � ���� �� � �������� G�SM�� p� �
� ����� KG�SM�� SLEDOWATELXNO�

a �

r
�p�
��

� ��� M�S�

w SLU�AE KOLEBANIJ GAZA W OGRANI�ENNOJ OBLASTI NA EE GRANICE
DOLVNY BYTX ZADANY OPREDELENNYE GRANI�NYE USLOWIQ� eSLI GRANICA
PREDSTAWLQET SOBOJ TWERDU� NEPRONICAEMU� STENKU� TO NORMALXNAQ
SOSTAWLQ��AQ SKOROSTI RAWNA NUL�� �TO PRIWODIT K USLOWIQM

U

n

����
	

� � ILI
s

n

����
	

� �� ����


� gRANI�NYE I NA�ALXNYE USLOWIQ� pRI MATEMATI�ESKOM
OPISANII FIZI�ESKOGO PROCESSA NADO PREVDE WSEGO POSTAWITX ZADA�U�
T� E� SFORMULIROWATX USLOWIQ� DOSTATO�NYE DLQ ODNOZNA�NOGO OPREDE�
LENIQ PROCESSA�

dIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ S OBYKNOWENNYMI I� TEM BOLEE� S
�ASTNYMI PROIZWODNYMI IME�T� WOOB�E GOWORQ� BES�ISLENNOE MNOVE�
STWO RE�ENIJ� pO�TOMU W TOM SLU�AE� KOGDA FIZI�ESKAQ ZADA�A PRIWO�
DITSQ K URAWNENI� S �ASTNYMI PROIZWODNYMI� DLQ ODNOZNA�NOJ HARAK�
TERISTIKI PROCESSA NEOBHODIMO K URAWNENI� PRISOEDINITX NEKOTORYE
DOPOLNITELXNYE USLOWIQ�

w SLU�AE OBYKNOWENNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ ��GO PO�
RQDKA RE�ENIE MOVET BYTX OPREDELENO NA�ALXNYMI USLOWIQMI� T� E�
ZADANIEM ZNA�ENIJ FUNKCII I EE PERWOJ PROIZWODNOJ PRI �NA�ALXNOM�
ZNA�ENII ARGUMENTA �ZADA�A kO�I�� wSTRE�A�TSQ I DRUGIE FORMY DO�
POLNITELXNYH USLOWIJ� KOGDA� NAPRIMER� ZADA�TSQ ZNA�ENIQ FUNKCII
W DWUH TO�KAH �ZADA�A O CEPNOJ LINII�� dLQ URAWNENIQ S �ASTNYMI
PROIZWODNYMI WOZMOVNY TAKVE RAZLI�NYE FORMY DOPOLNITELXNYH
USLOWIJ�

rASSMOTRIM SNA�ALA PROSTEJ�U� ZADA�U O POPERE�NYH KOLEBANI�
QH STRUNY� ZAKREPLENNOJ NA KONCAH� w �TOJ ZADA�E u �x� t� DAET OTKLO�
NENIE STRUNY OT OSI x� eSLI KONCY STRUNY � � x � l ZAKREPLENY� TO



�� urawneniq giperboli�eskogo tipa �gl� II

DOLVNY WYPOLNQTXSQ �G R AN I � NY E U SL O WI Q�

u ��� t� � �� u �l� t� � �� ����

tAK KAK PROCESS KOLEBANIJ STRUNY ZAWISIT OT EE NA�ALXNOJ FORMY I
RASPREDELENIQ SKOROSTEJ� TO SLEDUET ZADATX �NA�ALXNYE USLOWIQ�	

u �x� t�� � � �x��

ut �x� t�� � � �x��

�
����

tAKIM OBRAZOM� DOPOLNITELXNYE USLOWIQ SOSTOQT IZ GRANI�NYH I NA�
�ALXNYH USLOWIJ� GDE � �x� I � �x�
 ZADANNYE FUNKCII TO�KI� w
DALXNEJ�EM MY POKAVEM� �TO �TI USLOWIQ WPOLNE OPREDELQ�T RE�ENIE
URAWNENIQ KOLEBANIJ STRUNY

utt � a�uxx� ����

eSLI KONCY STRUNY DWIVUTSQ PO ZADANNOMU ZAKONU� TO GRANI�NYE USLO�
WIQ ���� PRINIMA�T DRUGOJ WID	

u ��� t� � �� �t��

u �l� t� � �� �t��

�
�����

GDE �� �t� I �� �t�
 ZADANNYE FUNKCII WREMENI t� aNALOGI�NO STA�
WITSQ ZADA�A DLQ PRODOLXNYH KOLEBANIJ STRUNY ILI PRUVINY�

wOZMOVNY I DRUGIE TIPY GRANI�NYH USLOWIJ� rASSMOTRIM� NA�
PRIMER� ZADA�U O PRODOLXNYH KOLEBANIQH PRUVINY� ODIN KONEC KO�
TOROJ ZAKREPLEN �TO�KA PODWESA�� A DRUGOJ SWOBODEN� zAKON DWIVENIQ
SWOBODNOGO KONCA NE ZADAN I ZA�ASTU� QWLQETSQ ISKOMOJ FUNKCIEJ�

w TO�KE PODWESA x � � OTKLONENIE

u ��� t� � ��

NA SWOBODNOM KONCE x � l NATQVENIE PRUVINY

T �l� t� � k
u

x

����
x�l

����

RAWNO NUL� �NET WNE�NIH SIL�� TAK �TO MATEMATI�ESKAQ FORMULIROWKA
USLOWIQ SWOBODNOGO KONCA IMEET WID

ux �l� t� � ��

eSLI KONEC x � � DWIVETSQ PO OPREDELENNOMU ZAKONU � �t�� A PRI x � l
ZADANA SILA �� �t�� TO

u ��� t� � � �t�� ux �l� t� � � �t�

�
� �t� �

�

k
�� �t�

�
�

tIPI�NYM QWLQETSQ TAKVE USLOWIE UPRUGOGO ZAKREPLENIQ� SKAVEM� DLQ
x � l	

k ux �l� t� � ��u �l� t��
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ILI

ux �l� t� � �hu �l� t�
�
h �

�

k

�
� ����

PRI KOTOROM KONEC x � l MOVET PEREME�ATXSQ� NO UPRUGAQ SILA ZA�
KREPLENIQ WYZYWAET NA �TOM KONCE NATQVENIE� STREMQ�EESQ WERNUTX
SMESTIW�IJSQ KONEC W PREVNEE POLOVENIE� �TA SILA� SOGLASNO ZAKO�
NU gUKA� PROPORCIONALXNA SME�ENI� u �l� t�� KO�FFICIENT PROPORCI�
ONALXNOSTI � NAZYWAETSQ KO�FFICIENTOM VESTKOSTI ZAKREPLENIQ�

eSLI TO�KA �SISTEMA�� OTNOSITELXNO KOTOROJ IMEET MESTO UPRUGOE
ZAKREPLENIE� PEREME�AETSQ I EE OTKLONENIE OT NA�ALXNOGO POLOVENIQ
DAETSQ FUNKCIEJ � �t�� TO GRANI�NOE USLOWIE PRINIMAET WID

ux �l� t� � �h �u �l� t�� � �t��� h �
�

k

 �� ����

uSLOWIE UPRUGOGO ZAKREPLENIQ NA LEWOM KONCE x � � IMEET WID

ux ��� t� � h �u ��� t�� � �t��� h 
 �

�FORMALXNO MOVNO S�ITATX� �TO ���� IMEET MESTO I PRI x � �� NO
h � ��� sLEDUET OTMETITX� �TO W SLU�AE VESTKOGO ZAKREPLENIQ ��
WELIKO�� KOGDA DAVE NEBOLX�IE SDWIGI KONCA WYZYWA�T BOLX�IE NA�
TQVENIQ� GRANI�NOE USLOWIE ���� PEREHODIT W USLOWIE u �l� t� � � �t�
�� � 
� PRI � �t� � � �t�� w SLU�AE MQGKOGO ZAKREPLENIQ �� MALO��
PRI KOTOROM BOLX�IE SDWIGI KONCA WYZYWA�T SLABYE NATQVENIQ� GRA�
NI�NOE USLOWIE PEREHODIT W USLOWIE SWOBODNOGO KONCA

ux �l� t� � � �� � ���

w DALXNEJ�EM MY BUDEM GOWORITX O TREH OSNOWNYH TIPAH GRANI��
NYH USLOWIJ	

GRANI�NOE USLOWIE ��GO RODA u ��� t� � � �t�
 ZADANNYJ REVIM�

GRANI�NOE USLOWIE ��GO RODA ux ��� t� � � �t�
 ZADANNAQ SILA�

GRANI�NOE USLOWIE ��GO RODA ux ��� t� � h �u ��� t�� � �t��
 UPRUGOE
ZAKREPLENIE�

aNALOGI�NO ZADA�TSQ GRANI�NYE USLOWIQ I NA WTOROM KONCE x �
� l� eSLI FUNKCII� ZADAWAEMYE W PRAWOJ �ASTI �� �t�� � �t� ILI � �t���
RAWNY NUL�� TO GRANI�NYE USLOWIQ NAZYWA�TSQ O D N OR OD NYMI�

kOMBINIRUQ RAZLI�NYE PERE�ISLENNYE TIPY GRANI�NYH USLOWIJ�
MY POLU�IM �ESTX TIPOW PROSTEJ�IH KRAEWYH ZADA��

bOLEE SLOVNOE GRANI�NOE USLOWIE IMEET MESTO� NAPRIMER� PRI
UPRUGOM ZAKREPLENII� NE POD�INQ��EMSQ ZAKONU gUKA� KOGDA NATQVE�
NIE NA KONCE QWLQETSQ NELINEJNOJ FUNKCIEJ SME�ENIQ u �l� t�� TAK �TO

ux �l� t� �
�

k
F �u �l� t��� ����
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�TO GRANI�NOE USLOWIE W OTLI�IE OT RASSMOTRENNYH WY�E QWLQETSQ NE�
LINEJNYM� wOZMOVNY� DALEE� SOOTNO�ENIQ MEVDU SME�ENIQMI I NATQ�
VENIQMI NA RAZNYH KONCAH SISTEMY� nAPRIMER� W ZADA�AH O KOLEBANII
KOLXCA� KOGDA x � � I x � l PREDSTAWLQ�T ODNU I TU VE FIZI�ESKU�
TO�KU� GRANI�NYE USLOWIQ PRINIMA�T WID

u �l� t� � u ��� t�� ux ��� t� � ux �l� t�� ����

T� E� SWODQTSQ K TREBOWANIQM NEPRERYWNOSTI u I ux� pROIZWODNYE
PO t MOGUT TAKVE WHODITX W GRANI�NYE USLOWIQ� eSLI KONEC PRUVI�
NY ISPYTYWAET SOPROTIWLENIE SREDY� PROPORCIONALXNOE SKOROSTI EGO
DWIVENIQ �K KONCU PRUVINY PRIKREPLENA PLASTINKA� PLOSKOSTX KOTO�
ROJ PERPENDIKULQRNA OSI PRUVINY�� TO GRANI�NOE USLOWIE PRINIMAET
WID

k ux �l� t� � ��ut �l� t�� ����

eSLI K KONCU x � l PRUVINY PRIKREPLEN GRUZ MASSY m� TO PRI x � l
DOLVNO WYPOLNQTXSQ USLOWIE

mutt �l� t� � � k ux �l� t� �mg� ����

dLQ POPERE�NYH KOLEBANIJ STRUNY WSE GRANI�NYE USLOWIQ ZAPISYWA�
�TSQ W TOJ VE FORME S ZAMENOJ k NA T��

w DALXNEJ�EM MY OGRANI�IMSQ RASSMOTRENIEM TREH PROSTEJ�IH
TIPOW GRANI�NYH USLOWIJ� PROWODQ OSNOWNOE IZLOVENIE NA PRIMERE
PERWOGO TIPA GRANI�NOGO USLOWIQ I OTME�AQ LI�X POPUTNO OSOBENNO�
STI� SWQZANNYE SO WTORYM I TRETXIM USLOWIQMI�

sFORMULIRUEM P ER W U� KR A E W U� Z A D A� U DLQ URAWNENIQ ����
nAJTI FUNKCI� u �x� t�� OPREDELENNU� W OBLASTI � � x � l�

t � �� UDOWLETWORQ��U� URAWNENI�

utt � a�uxx � f �x� t� DLQ � � x � l� t 
 ��

GRANI�NYM

u ��� t� � �� �t��

u �l� t� � �� �t�
�t 
 �� �� �����

I NA�ALXNYM USLOWIQM

u �x� �� � � �x��

ut �x� �� � � �x�
�� � x � l�� ������

aNALOGI�NO STAWITSQ ZADA�A DLQ URAWNENIQ �����
eSLI NA OBOIH KONCAH BERUTSQ GRANI�NYE USLOWIQ ��GO ILI ��GO

RODA� TO SOOTWETSTWU��IE ZADA�I NAZYWA�T WTO R OJ ILI TR E T X E J
KR A E WYMI Z AD A� AMI� eSLI GRANI�NYE USLOWIQ PRI x � � I x � l

�� mY NE OSTANAWLIWAEMSQ NA SLU�AE� KOGDA GRANI�NYE USLOWIQ ZADANY NA
OTREZKE � � t � t��



x �� prostej	ie zada�i ��

IME�T RAZLI�NYE TIPY� TO TAKIE KRAEWYE ZADA�I NAZYWA�T SME�AN�
NYMI� NE PROWODQ BOLEE PODROBNOJ IH KLASSIFIKACII�

oBRATIMSQ TEPERX K RASSMOTRENI� PREDELXNYH SLU�AEW POSTA�
WLENNOJ ZADA�I� wLIQNIE GRANI�NYH USLOWIJ W TO�KE M�� DOSTATO�NO
UDALENNOJ OT GRANICY� NA KOTOROJ ONI ZADANY� SKAZYWAETSQ �EREZ DO�
STATO�NO BOLX�OJ PROMEVUTOK WREMENI�

eSLI NAS INTERESUET QWLENIE W TE�ENIE MALOGO PROMEVUTKA WRE�
MENI� KOGDA WLIQNIE GRANIC E�E NESU�ESTWENNO� TO WMESTO POLNOJ ZA�
DA�I MOVNO RASSMATRIWATX PREDELXNU� Z AD A� U S N A� A L XNYMI
U S L O W I QMI DLQ NEOGRANI�ENNOJ OBLASTI�

nAJTI RE�ENIE UpAWNENIQ

utt � a�uxx � f �x� t� DLQ � 
 � x �
� t 
 �

S NA�ALXNYMI USLOWIQMI

u �x� �� � � �x��

ut �x� �� � � �x�

�
PRI � 
 � x �
� ����

�TU ZADA�U �ASTO NAZYWA�T Z AD A� E J kO�I�
eSLI VE MY IZU�AEM QWLENIE WBLIZI ODNOJ GRANICY I WLIQNIE

GRANI�NOGO REVIMA NA WTOROJ GRANICE NE IMEET SU�ESTWENNOGO ZNA�
�ENIQ NA PROTQVENII INTERESU��EGO NAS PROMEVUTKA WREMENI� TO MY
PRIHODIM K POSTANOWKE ZADA�I NA POLUOGRANI�ENOJ PRQMOJ � � x �
�
KOGDA POMIMO URAWNENIQ DANY DOPOLNITELXNYE USLOWIQ

u ��� t� � � �t�� t � ��

u �x� �� � � �x��

ut �x� �� � � �x��

�
� � x �
�

����� ����

hARAKTER QWLENIQ DLQ MOMENTOW WREMENI� DOSTATO�NO UDALENNYH
OT NA�ALXNOGO MOMENTA t � �� WPOLNE OPREDELQETSQ GRANI�NYMI ZNA�
�ENIQMI� TAK KAK WLIQNIE NA�ALXNYH USLOWIJ BLAGODARQ TRENI�� PRI�

SU�EMU WSQKOJ REALXNOJ SISTEME� S TE�ENIEM WREMENI OSLABEWAET ���
zADA�I �TOGO TIPA WSTRE�A�TSQ OSOBENNO �ASTO W SLU�AQH� KOGDA SI�
STEMA WOZBUVDAETSQ PERIODI�ESKIM GRANI�NYM REVIMOM� DEJSTWU��
�IM DLITELXNOE WREMQ� tAKIE ZADA�I �BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ� �NA
USTANOWIW�IJSQ REVIM� FORMULIRU�TSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

nAJTI RE�ENIE IZU�AEMOGO URAWNENIQ DLQ � � x � l I t 
 �

PRI GRANI�NYH USLOWIQH

u ��� t� � �� �t��

u �l� t� � �� �t��

�
����

�� uRAWNENIE KOLEBANIJ S U�ETOM TRENIQ� PROPORCIONALXNOGO SKOROSTI�
IMEET WID

utt � a�uxx � �ut �� � ���

pODROBNEE O POSTANOWKE ZADA� BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ PRI � � � SM� x �� P� 
�



�� urawneniq giperboli�eskogo tipa �gl� II

aNALOGI�NO STAWITSQ ZADA�A BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ DLQ POLUOGRANI�
�ENNOJ PRQMOJ�

w DALXNEJ�EM MY BUDEM RASSMATRIWATX POMIMO OSNOWNYH KRAEWYH
ZADA� TAKVE PREDELXNYE ZADA�I	

�� ZADA�I W BESKONE�NOJ OBLASTI� KOGDA ODNA ILI OBE GRANICY NA�
HODQTSQ W BESKONE�NOSTI�

�� ZADA�I BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ �NA USTANOWIW�IJSQ REVIM�� KO�
GDA RASSMATRIWAETSQ RE�ENIE� OPREDELENNOE W TE�ENIE BESKONE�NOGO
PROMEVUTKA WREMENI�

�� rEDUKCIQ OB�EJ ZADA�I� pRI RE�ENII SLOVNOJ ZADA�I ESTE�
STWENNO STREMITXSQ SWESTI EE RE�ENIE K RE�ENI� BOLEE PROSTYH ZADA��
s �TOJ CELX� PREDSTAWIM RE�ENIE OB�EJ KRAEWOJ ZADA�I W WIDE SUMMY
RE�ENIJ RQDA �ASTNYH KRAEWYH ZADA��

pUSTX ui �x� t� �i � �� �� � � � � n� 
 FUNKCII� UDOWLETWORQ��IE
URAWNENIQM

�ui
t�

� a�
�ui
x�

� f i �x� t� ����

PRI � � x � l� t 
 � I DOPOLNITELXNYM USLOWIQM

ui ��� t� � �i� �t��

ui �l� t� � �i� �t��

ui �x� �� � �i �x��

ui
t

�x� �� � �i �x��

�����������������
����

o�EWIDNO� �TO IMEET MESTO SUPERPOZICIQ RE�ENIJ� T� E� FUNKCIQ

u��� �x� t� �

nX
i��

ui �x� t� ����

UDOWLETWORQET ANALOGI�NOMU URAWNENI� S PRAWOJ �ASTX�

f ��� �x� t� �

nX
i��

f i �x� t� ����

I DOPOLNITELXNYM USLOWIQM� PRAWYE �ASTI KOTORYH SUTX FUNKCII

�
���
k �t� �

nX
i��

�ik �t� �k � �� ���

���� �x� �
nX
i��

�i �x��

���� �x� �

nX
i��

�i �x��

�������������������
����
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uKAZANNYJ PRINCIP SUPERPOZICII OTNOSITSQ� O�EWIDNO� NE TOLX�
KO K DANNOJ ZADA�E� NO I K L�BOMU LINEJNOMU URAWNENI� S LINEJNYMI
DOPOLNITELXNYMI USLOWIQMI� �TIM SWOJSTWOM MY W DALXNEJ�EM NEOD�
NOKRATNO BUDEM POLXZOWATXSQ�

rE�ENIE OB�EJ KRAEWOJ ZADA�I

utt � a�uxx � f �x� t�

�� � x � l� t 
 ���

u ��� t� � �� �t��

u �l� t� � �� �t��

u �x� �� � � �x��

ut �x� �� � � �x�

�������������������
����

MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDE SUMMY

u �x� t� � u� �x� t� � u� �x� t� � u� �x� t� � u
 �x� t�� ����

GDE u�� u�� u�� u

RE�ENIQ SLEDU��IH �ASTNYH KRAEWYH ZADA�	

�ui
t�

� a�
�ui
x�

�i � �� �� ���

�u

t�

� a�
�u

x�

� f �x� t�

�� � x � l� t 
 ���

u���� t� � �� u���� t� � ���t�� u���� t� � �� u
��� t� � ��

u��l� t� � �� u��l� t� � �� u��l� t� � ���t�� u
�l� t� � ��

u��x� �� � ��x�� u��x� �� � �� u��x� �� � �� u
�x� �� � ��

u�t�x� �� � ��x�� u�t�x� �� � �� u�t�x� �� � �� u
t�x� �� � ��

���������
����

mY OGRANI�IMSQ ZDESX �TOJ FORMALXNOJ REDUKCIEJ DLQ TOGO� �TOBY HA�
RAKTERIZOWATX �ASTNYE KRAEWYE ZADA�I� SOSTAWLQ��IE OSNOWNYE �TA�
PY PRI RE�ENII OB�EJ ZADA�I� aNALOGI�NAQ REDUKCIQ MOVET BYTX
PROIZWEDENA I DLQ PREDELXNYH SLU�AEW OB�EJ KRAEWOJ ZADA�I�

�� pOSTANOWKA KRAEWYH ZADA� DLQ SLU�AQ MNOGIH PEREMEN�
NYH� mY PODROBNO RASSMOTRELI POSTANOWKU KRAEWYH ZADA� DLQ SLU�AQ
ODNOJ NEZAWISIMOJ GEOMETRI�ESKOJ PEREMENNOJ x �I WREMENI t�� eSLI
�ISLO GEOMETRI�ESKIH PEREMENNYH n 
 � �NAPRIMER� n � ��� TO PERWAQ
KRAEWAQ ZADA�A STAWITSQ SOWER�ENNO SHODNYM OBRAZOM�

tREBUETSQ NAJTI FUNKCI� u �M� t� � u �x� y� z� t�� OPREDELeNNU�
PRI t � � WNUTRI ZADANNOJ OBLASTI T S GRANICEJ �� UDOWLETWoRQ�
��U� PRI t 
 � WNUTRI T URAWNENI�

utt � a��u� f �M� t� �M �x� y� z� � T� t 
 ��� ����

GRANI�NOMU USLOWI� NA �

uj
�
� � �P� t� �P �x� y� z� � �� t � ��� ����

 a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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GDE � �x� y� z� t� � FUNKCIQ� ZADANNAQ NA �� I NA�ALXNYM USLOWIQM

u �M� �� � � �M��

ut �M� �� � � �M�

�
�M �x� y� z� � T �� ����

rAZLOVENIE OB�EJ KRAEWOJ ZADA�I NA RQD BOLEE PROSTYH PROISHODIT
ANALOGI�NO PRED�ESTWU��EMU� oTMETIM� �TO WOZMOVNA TAKVE POSTA�
NOWKA PREDELXNYH KRAEWYH ZADA� DLQ NEOGRANI�ENNOJ OBLASTI� POLU�
PROSTRANSTWA I T� D�

�� tEOREMA EDINSTWENNOSTI� pRI RE�ENII KRAEWYH ZADA� NA�
DO UBEDITXSQ W TOM� �TO	

�� DOPOLNITELXNYE USLOWIQ DOSTATO�NY DLQ WYDELENIQ ODNOZNA��
NOGO RE�ENIQ� �TO DOSTIGAETSQ DOKAZATELXSTWOM T E O R EMY E D I N ST �
W E N N O S TI�

�� DOPOLNITELXNYE USLOWIQ NE PEREOPREDELQ�T ZADA�U� T� E� SRE�
DI NIH NET NESOWMESTNYH USLOWIJ� �TO DOSTIGAETSQ DOKAZATELXSTWOM
T E O R EMY S U�E ST W O W A N I Q� DOKAZATELXSTWO SU�ESTWOWANIQ RE�E�
NIQ OBY�NO TESNO SWQZANO S METODOM NAHOVDENIQ RE�ENIQ�

w NASTOQ�EM PUNKTE NAMI BUDET DOKAZANA SLEDU��AQ TE O R EM A
ED I N S T W E N N O S TI�

wOZMOVNO SU�ESTWOWANIE TOLXKO ODNOJ FUNKCII u �x� t�� OPRE�
DELeNNOJ W OBLASTI � � x � l� t � � I UDOWLETWORQ��EJ URAWNENI�

� �x�
�u

t�
�



x

�
k �x�

u

x

�
� F �x� t� �� �x� 
 �� k �x� 
 ��� ����

� � x � l� t 
 ��

NA�ALXNYM I GRANI�NYM USLOWIQM

u �x� �� � � �x�� ut �x� �� � � �x��

u ��� t� � �� �t�� u �l� t� � �� �t��

�
����

ESLI WYPOLNENY USLOWIQ	
�� FUNKCIQ u �x� t� I PROIZWODNYE� WHODQ�IE W URAWNENIE �����

A TAKVE PROIZWODNAQ uxt NEPRERYWNY NA OTREZKE � � x � l PRI t �
� ��

�� KO�FFICIENTY � �x� I k �x� NEPRERYWNY NA OTREZKE � � x � l�
dOPUSTIM� �TO SU�ESTWUET DWA RE�ENIQ RASSMATRIWAEMOJ ZADA�I	

u� �x� t�� u� �x� t��

I RASSMOTRIM RAZNOSTX v �x� t� � u� �x� t�� u� �x� t��
fUNKCIQ v �x� t�� O�EWIDNO� UDOWLETWORQET ODNORODNOMU URAWNE�

NI�

�
�v

t�
�



x

�
k
v

x

�
����



x �� prostej	ie zada�i ��

I ODNORODNYM DOPOLNITELXNYM USLOWIQM

v �x� �� � �� v ��� t� � ��

vt �x� �� � �� v �l� t� � ��

�
����

A TAKVE USLOWI� � TEOREMY�
dOKAVEM� �TO FUNKCIQ v �x� t� TOVDESTWENNO RAWNA NUL��
rASSMOTRIM FUNKCI�

E �t� �
�

�

lZ
�

�k �vx�
� � � �vt�

�� dx ����

I POKAVEM� �TO ONA NE ZAWISIT OT t� fIZI�ESKIJ SMYSL FUNKCII E �t�
O�EWIDEN	 �TO POLNAQ �NERGIQ STRUNY W MOMENT WREMENI t� pRODIF�
FERENCIRUEM E �t� PO t� WYPOLNQQ PRI �TOM DIFFERENCIROWANIE POD

ZNAKOM INTEGRALA ��	

dE �t�

dt
�

lZ
�

�kvxvxt � �vtvtt� dx�

iNTEGRIRUQ PO �ASTQM PERWOE SLAGAEMOE PRAWOJ �ASTI� BUDEM IMETX

lZ
�

kvxvxt dx � �kvxvt�
l
� �

lZ
�

vt �kvx�x dx� ����

pODSTANOWKA OBRA�AETSQ W NULX W SILU GRANI�NYH USLOWIJ �IZ
v ��� t� � � SLEDUET vt ��� t� � � I ANALOGI�NO DLQ x � l�� oTS�DA

dE �t�

dt
�

lZ
�

��vtvtt � vt �kvx�x� dx �

lZ
�

vt ��vtt � �kvx�x� dx � ��

T� E� E �t� � const� u�ITYWAQ NA�ALXNYE USLOWIQ� POLU�AEM

E �t� � const � E ��� �
�

�

lZ
�

�k �vx�
� � � �vt�

��t�� dx � �� ����

TAK KAK

v �x� �� � �� vt �x� �� � ��

�� dLQ DIFFERENCIROWANIQ POD ZNaKOM INTEGRALA DOSTATO�NO� �TOBY PO�
LU�AEMOE PRI �TOM PODYNTEGRALXNOE WYRAVENIE BYLO NEPRERYWNO NA OTREZ�
KE � � x � l PRI t � �� �TO TREBOWANIE W NA�EM SLU�AE WYPOLNENO� TAK
KAK FUNKCIQ v �x� t� UDOWLETWORQET USLOWI� � TEOREMY� a � �x� I k �x� 	
USLOWI� ��

�



�� urawneniq giperboli�eskogo tipa �gl� II

pOLXZUQSX FORMULOJ ���� I POLOVITELXNOSTX� k I �� ZAKL��AEM� �TO

vx �x� t� � �� vt �x� t� � ��

OTKUDA I SLEDUET TOVDESTWO

v �x� t� � const � C�� ����

iSHODQ IZ NA�ALXNOGO USLOWIQ� NAHODIM

v �x� �� � C� � ��

TEM SAMYM DOKAZANO� �TO

v �x� t� � �� ����

sLEDOWATELXNO� ESLI SU�ESTWUET DWE FUNKCII	 u� �x� t� I u� �x� t��
UDOWLETWORQ��IE WSEM USLOWIQM TEOREMY� TO u� �x� t� � u� �x� t��

dLQ WTOROJ KRAEWOJ ZADA�I FUNKCIQ v � u� � u� UDOWLETWORQET
GRANI�NYM USLOWIQM

vx ��� t� � �� vx �l� t� � �� ����

I PODSTANOWKA W FORMULE ���� TAKVE OBRA�AETSQ W NULX� dALXNEJ�AQ
�ASTX DOKAZATELXSTWa TEOREMY OSTAETSQ BEZ IZMENENIJ�

dLQ TRETXEJ KRAEWOJ ZADA�I DOKAZATELXSTWO TREBUET NEKOTOROGO
WIDOIZMENENIQ� rASSMATRIWAQ PO�PREVNEMU DWA RE�ENIQ	 u� I u�� PO�
LU�AEM DLQ IH RAZNOSTI v �x� t� � u� � u� URAWNENIe ���� I GRANI�NYE
USLOWIQ

vx ��� t�� h�v ��� t� � � �h� � ���

vx �l� t� � h�v �l� t� � � �h� � ���

�
����

pREDSTAWIM PODSTANOWKU W ���� W WIDE

�kvxvt�
l
� � � k

�



t
�h�v

� �l� t� � h�v
� ��� t���

iNTEGRIRUQ
dE

dt
W PREDELAH OT NULQ DO t� POLU�AEM

E �t��E ��� �

tZ
�

lZ
�

vt ��vtt � �kvx�x� dx dt�

� k

�

�
h� �v

� �l� t�� v� �l� ��� � h� �v
� ��� t�� v� ��� ���

�
�

OTKUDA W SILU URAWNENIQ I NA�ALXNYH USLOWIJ SLEDUET

E �t� � � k

�
�h� v

� �l� t� � h� v
� ��� t�� � �� ����



x �� prostej	ie zada�i ��

tAK KAK WWIDU NEOTRICATELXNOSTI PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII ZNA�ENIQ
E �t� � �� TO

E �t� � �� ����

A SLEDOWATELXNO� I

v �x� t� � �� ����

iZLOVENNYJ ZDESX METOD DOKAZATELXSTWA TEOREMY EDINSTWENNO�
STI� OSNOWANNYJ NA ISPOLXZOWANII WYRAVENIQ POLNOJ �NERGII� �IROKO
PRIMENQETSQ PRI DOKAZATELXSTWE TEOREM EDINSTWENNOSTI W RAZLI�NYH
OBLASTQH MATEMATI�ESKOJ FIZIKI� NAPRIMER W TEORII �LEKTROMAGNIT�
NYH POLEJ� TEORII UPRUGOSTI I GIDRODINAMIKE�

dOKAZATELXSTWO EDINSTWENNOSTI DRUGIH KRAEWYH ZADA� �ZADA�I
kO�I I ZADA�I BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ� BUDET DANO W DALXNEJ�EM W
SOOTWETSTWU��EM MESTE�

zA D A � I

�� dOKAZATX� �TO URAWNENIE MALYH KRUTILXNYH KOLEBANIJ STERVNQ IME�
ET WID

�tt � a��xx� a �

r
GJ

k
�

GDE � ESTX UGOL POWOROTA SE�ENIQ STERVNQ S ABSCISSOJ x� G	MODULX SDWI�
GA� J 	 POLQRNYJ MOMENT INERCII POPERE�NOGO SE�ENIQ� A k	MOMENT INER�
CII EDINICY DLINY STERVNQ� dATX FIZI�ESKU� INTERPRETACI� GRANI�NYH
USLOWIJ �� � I ��GO RODA DLQ �TOGO URAWNENIQ�

�� aBSOL�TNO GIBKAQ ODNORODNAQ NITX ZAKREPLENA NA ODNOM IZ KONCOW I
POD DEJSTWIEM SWOEGO WESA NAHODITSQ W WERTIKALXNOM POLOVENII RAWNOWESIQ�
wYWESTI URAWNENIE MALYH KOLEBANIJ NITI�

oTWET�
��u

�t�
� a�

�

�x

h
�l� x�

�u

�x

i
� a� � g�

GDE u �x� t� 	 SME�ENIE TO�KI� l	 DLINA NITI� g	USKORENIE SILY TQVESTI�
� tQVeLAQ ODNORODNAQ NITX DLINY l� PRIKREPLeNNAQ WERHNIM KONCOM

�x � �� K WERTIKALXNOJ OSI� WRA�AETSQ WOKRUG �TOJ OSI S POSTOQNNOJ UGLO�
WOJ SKOROSTX� �� wYWESTI URAWNENIE MALYH KOLEBANIJ NITI OKOLO SWOEGO
WERTIKALXNOGO POLOVENIQ RAWNOWESIQ�

oTWET�
��u

�t�
� a�

�

�x

h
�l� x�

�u

�x

i
� ��u� GDE a� � g�

�� wYWESTI URAWNENIE POPERE�NYH KOLEBANIJ STRUNY W SREDE� SOPROTI�
WLENIE KOTOROJ PROPORCIONALXNO PERWOJ STEPENI SKOROSTI�

oTWET� vtt � a�vxx � h�vt� a� �

r
T�
�
�

�� wYWESTI GRANI�NYE USLOWIQ DLQ URAWNENIQ PRODOLXNYH KOLEBANIJ
UPRUGOGO STERVNQ �PRUVINY� W SLU�AE� KOGDA WERHNIJ KONEC STERVNQ ZAKREP�
LEN VeSTKO� A K NIVNEMU PODWE�EN GRUZ P � ESLI�



�� urawneniq giperboli�eskogo tipa �gl� II

A� ZA POLOVENIE RAWNOWESIQ PRINIMAETSQ NAPRQVENNOE SOSTOQNIE STERV�
NQ POD DEJSTWIEM NEPODWIVNOGO GRUZA P � PODWE�ENNOGO K NIVNEMU KONCU
�STATI�ESKOE RASTQVENIE��

B� ZA POLOVENIE RAWNOWESIQ PRINIMAETSQ NENAPRQVENNOE SOSTOQNIE
STERVNQ �NAPRIMER� W NA�ALXNYJ MOMENT IZ�POD GRUZA UBIRAETSQ PODSTAW�
KA I GRUZ NA�INAET RASTQGIWATX STERVENX��

�� nAPISATX URAWNENIE I USLOWIQ� OPREDELQ��IE PROCESS KRUTILXNYH
KOLEBANIJ STERVNQ� K OBOIM KONCAM KOTOROGO PRIKREPLENY �KIWY�

oTWET� pRI x � �� x � l DOLVNY WYPOLNQTXSQ GRANI�NYE USLOWIQ
WIDA

�tt ��� t� � ��� �x ��� t�� �tt �l� t� � ���� �x �l� t��

�� w NEKOTOROJ TO�KE x � x� STRUNY �� � x � l� PODWE�EN GRUZ MASSY
M � wYWESTI USLOWIQ SOPRQVENIQ W TO�KE x � x��

��k KONCU x � l UPRUGOGO STERVNQ� UPRUGO ZAKREPLeNNOGO W TO�KE x � ��
PODWE�EN GRUZ MASSY M � nAPISATX URAWNENIE I USLOWIQ� OPREDELQ��IE PRO�
DOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ� PREDPOLAGAQ� �TO NA NEGO� KROME TOGO� DEJSTWUET
WNE�NQQ SILA� rASSMOTRETX DWA SLU�AQ�

A� SILA RASPREDELENA PO STERVN� S PLOTNOSTX� F �x� t��
B� SILA SOSREDOTO�ENA W TO�KE x � x� I RAWNA F� �t��
�� rASSMOTRETX PROCESS MALYH KOLEBANIJ IDEALXNOGO GAZA W CILINDRI�

�ESKOJ TRUBKE� wYWESTI SNA�ALA OSNOWNYE URAWNENIQ GIDRODINAMIKI� A ZA�
TEM� PREDPOLAGAQ PROCESS ADIABATI�ESKIM� DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE�
�� DLQ PLOTNOSTI �� �� DAWLENIQ p� �� POTENCIALA U SKOROSTI �ASTIC GA�
ZA� � SKOROSTI v� �� SME�ENIQ u �ASTIC� pRIWESTI PRIMERY REALIZACII
GRANI�NYH USLOWIJ �� � I ��GO TIPOW DLQ �TIH URAWNENIJ�

��� uSTANOWITX SOOTNO�ENIQ PODOBIQ MEVDU PROCESSAMI MEHANI�ESKIH�
AKUSTI�ESKIH I �LEKTRI�ESKIH KOLEBANIJ �SM� pRILOVENIE VI K GL� II��

��� pRIWESTI PRIMERY GRANI�NYH USLOWIJ �� � I ��GO RODA DLQ TELE�
GRAFNYH URAWNENIJ�

��� rASSMOTRETX ZADA�U O PRODOLXNYH KOLEBANIQH NEODNORODNOGO
STERVNQ �k � k� PRI x 	 x�� k � k� PRI x � x�� I WYWESTI USLOWIQ SO�
PRQVENIQ W TO�KE STYKA ODNORODNYH �ASTEJ STERVNQ �PRI x � x���

�� dATX FIZI�ESKU� INTERPReTACI� GRANI�NOGO USLOWIQ

�ux ��� t� � ut ��� t� � ��

��� pRIWESTI PRIMER MEHANI�ESKOJ MODELI� DLQ KOTOROJ REALIZOWALOSX
BY URAWNENIE

utt � a�uxx � but � cu�

xxxxxxxxx �� mETOD RASPROSTRANQ	�IHSQ WOLN
�� fORMULA dALAMBERA� iZU�ENIE METODOW POSTROENIQ RE�ENIJ

KRAEWYH ZADA� DLQ URAWNENIJ GIPERBOLI�ESKOGO TIPA MY NA�INAEM S
ZADA�I S NA�ALXNYMI USLOWIQMI DLQ NEOGRANI�ENNOJ STRUNY	

utt � a�uxx � �� ���

u �x� �� � � �x��

ut �x� �� � � �x��

�
���



x �� metod rasprostranq
�ihsq woln ��

pREOBRAZUEM �TO URAWNENIE K KANONI�ESKOMU WIDU� SODERVA�EMU SME�
�ANNU� PROIZWODNU� �SM� GL� I�� uRAWNENIE HARAKTERISTIK

dx� � a� dt� � �

RASPADAETSQ NA DWA URAWNENIQ	

dx� a dt � �� dx� a dt � ��

INTEGRALAMI KOTORYH QWLQ�TSQ PRQMYE

x� a t � C�� x� a t � C��

wWEDQ� KAK OBY�NO� NOWYE PEREMENNYE

� � x� a t� � � x� a t�

URAWNENIE KOLEBANIJ STRUNY PREOBRAZUEM K WIDU

u�� � �� ���

nAJDEM OB�IJ INTEGRAL POSLEDNEGO URAWNENIQ�o�EWIDNO� DLQ WSQ�
KOGO RE�ENIQ URAWNENIQ ���

u� ��� �� � f� ����

GDE f� ���
 NEKOTORAQ NEPRERYWNAQ FUNKCIQ TOLXKO PEREMENNOGO ��
iNTEGRIRUQ �TO RAWENSTWO PO � PRI FIKSIROWANNOM �� POLU�AEM

u ��� �� �

Z
f� ��� d� � f� ��� � f� ��� � f� ���� ���

GDE f� I f� QWLQ�TSQ FUNKCIQMI TOLXKO PEREMENNYH � I �� oBRAT�
NO� KAKOWY BY NI BYLI DWAVDY DIFFERENCIRUEMYE FUNKCII f� I f��
FUNKCIQ u ��� ��� OPREDELQEMAQ FORMULOJ ���� PREDSTAWLQET SOBOJ RE�
�ENIE URAWNENIQ ���� tAK KAK WSQKOE RE�ENIE URAWNENIQ ��� MOVET
BYTX PREDSTAWLENO W WIDE ��� PRI SOOTWETSTWU��EM WYBORE f� I f��
TO FORMULA ��� QWLQETSQ OB�IM INTEGRALOM �TOGO URAWNENIQ� sLEDO�
WATELXNO� FUNKCIQ

u �x� t� � f� �x� at� � f� �x� at� ���

QWLQETSQ OB�IM INTEGRALOM URAWNENIQ ����
dOPUSTIM� �TO RE�ENIE RASSMATRIWAEMOJ ZADA�I SU�ESTWUET� TO�

GDA ONO DAETSQ FORMULOJ ���� oPREDELIM FUNKCII f� I f� TAKIM OBRA�
ZOM� �TOBY UDOWLETWORQLISX NA�ALXNYE USLOWIQ	

u �x� �� � f� �x� � f� �x� � � �x�� ���

ut �x� �� � af �� �x�� af �� �x� � � �x�� ���

iNTEGRIRUQ WTOROE RAWENSTWO� POLU�AEM

f� �x�� f� �x� �
�

a

xZ
x�

� ��� d� � C�
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GDE x� I C
 POSTOQNNYE� iZ RAWENSTW

f� �x� � f� �x� � � �x��

f� �x�� f� �x� �
�

a

xZ
x�

� ��� d� � C

NAHODIM

f� �x� �
�

�
� �x� �

�

�a

xZ
x�

� ��� d��
C

�
�

f� �x� �
�

�
� �x� � �

�a

xZ
x�

� ��� d�� C

�
�

�������������������
���

tAKIM OBRAZOM� MY OPREDELILI FUNKCII f� I f� �EREZ ZADANNYE
FUNKCII � I �� PRI�EM RAWENSTWA ��� DOLVNY IMETX MESTO DLQ L�BOGO

ZNA�ENIQ ARGUMENTA ��� pODSTAWIW W ��� NAJDENNYE ZNA�ENIQ f� I f��
POLU�IM

u �x� t� �
� �x� at� � � �x � at�

�
�

�

�a

���
x�atZ
x�

� ��� d� �
x�atZ
x�

� ��� d�

���
ILI

u �x� t� �
� �x� at� � � �x� at�

�
�

�

�a

x�atZ
x�at

� ��� d�� ���

fORMULU ���� NAZYWAEMU� FORMULOJ dALAMBERA� MY POLU�ILI�
PREDPOLAGAQ SU�ESTWOWANIE RE�ENIQ POSTAWLENNOJ ZADA�I� �TA FOR�
MULA DOKAZYWAET EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ� w SAMOM DELE� ESLI BY SU�
�ESTWOWALO WTOROE RE�ENIE ZADA�I ���
 ���� TO ONO BY PREDSTAWLQLOSX
FORMULOJ ��� I SOWPADALO S PERWYM RE�ENIEM�

nETRUDNO UBEDITXSQ� �TO FORMULA ��� UDOWLETWORQET �W PREDPO�
LOVENII DWUKRATNOJ DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCII � I ODNOKRATNOJ
DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCII �� URAWNENI� I NA�ALXNYM USLOWIQM�
tAKIM OBRAZOM� IZLOVENNYJ METOD DOKAZYWAET KAK EDINSTWENNOSTX�
TAK I SU�ESTWOWANIE RE�ENIQ POSTAWLENNOJ ZADA�I�

�� w FORMULE ��� FUNKCII f� I f� OPREDELENY NEODNOZNA�NO� eSLI OT f�
OTNQTX� A K f� PRIBAWITX NEKOTORU� POSTOQNNU� C�� TO u NE IZMENITSQ� w
FORMULE ��� POSTOQNNAQ C NE OPREDELQETSQ �EREZ � I �� ODNAKO MY MOVEM
EE OTBROSITX� NE MENQQ ZNA�ENIQ u� pRI SLOVENII f� I f� SLAGAEMYE C��
I �C�� WZAIMNO UNI�TOVA�TSQ�



x �� metod rasprostranq
�ihsq woln ��

�� fIZI�ESKAQ INTERPRETACIQ� fUNKCIQ u �x� t�� OPREDELQE�
MAQ FORMULOJ ���� PREDSTAWLQET PROCESS RASPROSTRANENIQ NA�ALXNOGO
OTKLONENIQ I NA�ALXNOJ SKOROSTI� eSLI FIKSIROWATX t � t�� TO FUNK�

rIS� 

CIQ u �x� t�� DAET PROFILX STRUNY W MO�
MENT t�� FIKSIRUQ x � x�� POLU�IM FUNK�
CI� u �x�� t�� DA��U� PROCESS DWIVENIQ
TO�KI x � x� �RIS� ��� pREDPOLOVIM� �TO
NABL�DATELX� NAHODIW�IJSQ W TO�KE x � �
W MOMENT t � �� DWIVETSQ SO SKOROSTX� a W
POLOVITELXNOM NAPRAWLENII�wWEDEM SISTE�
MU KOORDINAT� SWQZANNU� S NABL�DATELEM�
POLAGAQ x� � x� at� t� � t� w �TOJ PODWIV�
NOJ SISTEME KOORDINAT FUNKCIQ u �x� t� �
� f �x � at� BUDET OPREDELQTXSQ FORMULOJ
u � f �x�� I NABL�DATELX WSE WREMQ BUDET
WIDETX TOT VE PROFILX� �TO I W NA�ALXNYJ
MOMENT� sLEDOWATELXNO� FUNKCIQ u �x� t� �
� f �x� at� PREDSTAWLQET NEIZMENNYJ PRO�
FILX f �x�� PEREME�A��IJSQ WPRAWO �W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII
OSI x� SO SKOROSTX� a �RASPROSTRANQ��U�SQ ILI BEGU�U� WOLNU��
fUNKCIQ f �x � at� PREDSTAWLQET� O�EWIDNO� WOLNU� RASPROSTRANQ��
�U�SQ WLEWO �W OTRICATELXNOM NAPRAWLENII OSI x� SO SKOROSTX� a�
tAKIM OBRAZOM� OB�EE RE�ENIE ��� ZADA�I kO�I DLQ BESKONE�NOJ STRU�
NY ESTX SUPERPOZICIQ DWUH WOLN f� �x� at� � f� �x� at�� ODNA IZ KOTO�
RYH RASPROSTRANQETSQ WPRAWO SO SKOROSTX� a� A WTORAQ
 WLEWO S TOJ
VE SKOROSTX�� pRI �TOM

f� �x� at� �
�

�
� �x� at� � � �x� at��

f� �x� at� �
�

�
� �x� at����x� at��

GDE

��x� �
�

�a

xZ
x�

� ��� d��

dLQ WYQSNENIQ HARAKTERA RE�ENIQ ��� UDOBNO POLXZOWATXSQ PLOS�
KOSTX� SOSTOQNIJ �x� t�� ILI F A Z O W OJ P L O S K O S T X�� pRQMYE x�
� at � const I x� at � const QWLQ�TSQ HARAKTERISTIKAMI URAWNENIQ
���� fUNKCIQ u � f �x� at� WDOLX HARAKTERISTIKI x� at � const SO�
HRANQET POSTOQNNOE ZNA�ENIE� FUNKCIQ u � f �x� at� POSTOQNNA WDOLX
HARAKTERISTIKI x� at � const�

pREDPOLOVIM� �TO f �x� OTLI�NA OT NULQ TOLXKO W INTERWALE
�x�� x�� I RAWNA NUL� WNE �TOGO INTERWALA� pROWEDEM HARAKTERISTIKI
x� at � x� I x� at � x� �EREZ TO�KI �x�� �� I �x�� ��� ONI RAZBIWA�T



�� urawneniq giperboli�eskogo tipa �gl� II

POLUPLOSKOSTX �x� t 
 �� NA TRI OBLASTI	 I� II� I III �RIS� �� a�� fUNKCIQ
u� f �x� at� OTLI�NA OT NULQ TOLXKO W OBLASTI II� GDE x� � x� at � x�
I HARAKTERISTIKI x � at � x� I x � at � x� PREDSTAWLQ�T PEREDNIJ
I ZADNIJ FRONTY RASPROSTRANQ��EJSQ WPRAWO WOLNY�

rIS� �

rASSMOTRIM TEPERX NEKOTORU� FIKSIROWANNU� TO�KU �x�� t��
I PROWEDEM IZ NEE OBE HARAKTERISTIKI x � at � x� � at� I x �

rIS� �

� at � x� � at�� KOTORYE PERESEKUT
OSX x W TO�KAH x� � x� � at�� t �
� � I x� � x� � at�� t � �� zNA�
�ENIE FUNKCII u � f� �x � at� �
� f� �x � at� W TO�KE �x�� t�� RAW�
NO u �x�� t�� � f� �x�� � f� �x��� T� E�
OPREDELQETSQ ZNA�ENIQMI FUNKCIJ
f� �x� I f� �x� W TO�KAH �x�� ��
I �x�� ��� QWLQ��IHSQ WER�INAMI
TREUGOLXNIKA MPQ �RIS� �� B��
OBRAZOWANNOGO DWUMQ HARAKTERISTI�
KAMI I OSX� x� �TOT TREUGOLX�
NIK NAZYWAETSQ H AR AK T E R I STI �
� E S KIM TR E U G OL X N I K OM TO��
KI �x�� t��� iZ FORMULY ��� WID�
NO� �TO OTKLONENIE u �x�� t�� TO�KI
STRUNY W MOMENT t� ZAWISIT TOLX�
KO OT ZNA�ENIJ NA�ALXNOGO OTKLONE�
NIQ W WER�INAH P �x� � at�� �� I
Q �x� � at�� �� HARAKTERISTI�ESKO�
GO TREUGOLXNIKA MPQ I OT ZNA�E�
NIJ NA�ALXNOJ SKOROSTI NA STORONE

PQ� �TO STANOWITSQ OSOBENNO QSNYM� ESLI FORMULU ��� ZAPISATX W
WIDE

u �M� �
� �P � � � �Q�

�
�

�

�a

Z
PQ

� ��� d�� ����
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nA�ALXNYE DANNYE� ZADANNYE WNE PQ� NE OKAZYWA�T WLIQNIQ NA
ZNA�ENIQ u �x� t� W TO�KE M �x�� t��� eSLI NA�ALXNYE USLOWIQ ZADANY
NE NA WSEJ BESKONE�NOJ PRQMOJ� A NA OTREZKE P�Q�� TO ONI ODNOZNA�NO
OPREDELQ�T RE�ENIE WNUTRI HARAKTERISTI�ESKOGO TREUGOLXNIKA� OSNO�
WANIEM KOTOROGO QWLQETSQ OTREZOK P�Q��

�� pRIMERY� rE�ENIE ��� MOVNO PREDSTAWITX W WIDE SUMMY u �
� u� �x� t� � u� �x� t�� GDE

u� �x� t� �
�

�
�� �x � at� � � �x � at��� ����

u� �x� t� � � �x� at����x� at� �
�

�a

x�atZ
x�at

� ��� d�� ����

eSLI NA�ALXNAQ SKOROSTX RAWNA NUL� ���x� � ��� TO OTKLONENIE u �
� u��x� t� ESTX SUMMA LEWOJ I PRAWOJ BEGU�IH WOLN� PRI�EM NA�ALXNAQ
FORMA KAVDOJ WOLNY OPREDELQETSQ FUNKCIEJ ���� �x�� RAWNOJ POLOWI�
NE NA�ALXNOGO OTKLONENIQ� eSLI VE � �x� � �� TO u � u� �x� t� PRED�
STAWLQET WOZMU�ENIE STRUNY� SOZDAWAEMOE NA�ALXNOJ SKOROSTX��

pRIM E R �� rASSMOTRIM RASPROSTRANENIE NA�ALXNOGO OTKLO�
NENIQ� ZADANNOGO W WIDE RAWNOBEDRENNOGO TREUGOLXNIKA� tAKOJ NA�
�ALXNYJ PROFILX MOVNO POLU�ITX� ESLI OTTQNUTX STRUNU W SERE�

rIS� 


DINE OTREZKA �x�� x��� nA RIS� �
DANY POSLEDOWATELXNYE POLOVENIQ
STRUNY �EREZ PROMEVUTKI WREME�
NI �t � �x� � x�����a�� nAGLQD�
NOE PREDSTAWLENIE O HARAKTERE PRO�
CESSA RASPROSTRANENIQ MOVNO PO�
LU�ITX S POMO�X� FAZOWOJ PLOS�
KOSTI �x� t�� pROWEDEM HARAKTERI�
STIKI �EREZ TO�KI P �x�� �� I
Q �x�� ��� ONI RAZOBX�T POLUPLOS�
KOSTX ��
 � x � 
� t � �� NA
�ESTX OBLASTEJ �RIS� ��� oTKLONE�
NIE u� �x� t� W L�BOJ TO�KE �x� t�
DAETSQ FORMULOJ ����� pO�TOMU W OBLASTQH I� III� V OTKLONENIE RAWNO
NUL�� TAK KAK HARAKTERISTI�ESKIJ TREUGOLXNIK L�BOJ TO�KI IZ �TIH
OBLASTEJ NE IMEET OB�IH TO�EK S OTREZKOM �x�� x��� NA KOTOROM ZADA�
NY NA�ALXNYE USLOWIQ� w OBLASTI II RE�ENIEM QWLQETSQ PRAWAQ WOLNA
u � ���� �x � at�� W OBLASTI IV
 LEWAQ WOLNA u � ���� �x � at�� A W
OBLASTI VI RE�ENIE ESTX SUMMA LEWOJ I PRAWOJ WOLN�

pRIM E R �� pUSTX NA�ALXNOE OTKLONENIE � �x� � �� A NA�ALXNAQ
SKOROSTX OTLI�NA OT NULQ TOLXKO NA OTREZKE �x�� x��� GDE ONA PRINIMA�
ET POSTOQNNOE ZNA�ENIE ��	 � �x� � �� PRI x� � x � x�� � �x� � � PRI
x 
 x� I x � x�� w �TOM SLU�AE RE�ENIEM QWLQETSQ FUNKCIQ u� �x� t��
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wY�ISLIM FUNKCI� ��x�� WYBRAW PRI �TOM x� � � �RIS� ��	

� �x� �
�

�a

xZ
�

� ��� d� �

�����
� PRI x � x��

�x � x������a PRI x� � x � x��

�x� � x������a PRI x 
 x��

����

rE�ENIE u� �x� t� ESTX RAZNOSTX PRAWOJ I LEWOJ WOLN S PROFILEM
��x�� pOSLEDOWATELXNYE POLOVENIQ �TIH WOLN �EREZ PROMEVUTKI WRE�

rIS� �

MENI �t� �x��x�����a� IZOBRAVENY
NA RIS� �� pROFILX STRUNY DLQ t �
� ��t IMEET FORMU TRAPECII� RAS�
�IRQ��EJSQ RAWNOMERNO S TE�ENI�
EM WREMENI� eSLI � �x� OTLI�NO OT
POSTOQNNOJ NA �x�� x��� TO IZMENITSQ
LI�X PROFILX ��x��

dLQ WYQSNENIQ HARAKTERA RE�E�
NIQ WOSPOLXZUEMSQ FAZOWOJ PLOSKO�
STX� �x� t� �SM� RIS� ��� nAPI�EM

WYRAVENIQ DLQ u �x� t� W RAZLI�NYH OBLASTQH FAZOWOJ PLOSKOSTI�
w OBLASTI I �x� at 
 x��

� �x� at� � � �x� at� � const� u �x� t� � ��

w OBLASTI V �x� at � x��

� �x� at� � � �x� at� � �� u �x� t� � ��

w OBLASTI III �x� at � x�� x� at 
 x��

� �x� at� � const �
x� � x�

�a
���

��x� at� � �� u �x� t� �
x� � x�

�a
���

w OBLASTI II �x� � x� at � x�� x� at 
 x��

� �x� at� �
x� � x�

�a
���

��x� at� �
x� at� x�

�a
��� u �x� t� �

x� � �x� at�

�a
���

w OBLASTI IV �x� � x� at � x�� x� at � x��

� �x� at� �
x� at� x�

�a
���

��x� at� � �� u �x� t� �
x� at� x�

�a
���
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w OBLASTI VI �x� at 
 x�� x� at � x��

� �x� at� �
x� at� x�

�a
���

��x� at� �
x� at� x�

�a
��� u �x� t� � t���

rIS� �

pRIM E R �� rASSMOTRIM ZADA�U O KOLEBANIQH STRUNY POD DEJ�
STWIEM SOSREDOTO�ENNOGO IMPULXSA� sOOB�AQ W NA�ALXNYJ MOMENT TO��
KAM STRUNY �x� x ��x� POSTOQNNU� SKOROSTX �� �NAPRIMER� UDARQQ
STRUNU MOLOTO�KOM�� MY PRIKLADYWAEM K �TOMU U�ASTKU IMPULXS I �
RAWNYJ IZMENENI� KOLI�ESTWA DWIVENIQ PRI t � �� TAK �TO I �
� ��x��� GDE � 
 LINEJNAQ PLOTNOSTX STRUNY� tAKIM OBRAZOM� MY
DOLVNY RE�ITX ZADA�U O KOLEBANIQH STRUNY S NULEWYM NA�ALXNYM OT�
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KLONENIEM I NA�ALXNOJ SKOROSTX� � � I��� � �� NA INTERWALE �x� x�
��x�� � � � WNE �TOGO INTERWALA� ZDESX I� � I��x
PLOTNOSTX IM�
PULXSA� aNALIZ RE�ENIQ �TOJ ZADA�I BYL DAN WY�E PRI RE�ENII PRI�
MERA �� oTKLONENIE� WYZYWAEMOE IMPULXSOM� RASPREDELENNYM NA IN�
TERWALE �x� x��x�� PREDSTAWLQET SOBOJ PRI t 
 �x���a� TRAPECI� S
NIVNIM OSNOWANIEM �at��x I WERHNIM 
 �at��x� sOWER�AQ PRE�

rIS� ��

DELXNYJ PEREHOD PRI �x	 �� I � const�
WIDIM� �TO OTKLONENIQ BUDUT RAWNY NU�
L� WNE �x � at� x � at� I I���a�� WNU�
TRI �TOGO INTERWALA� mOVNO USLOWNO GO�
WORITX� �TO �TI OTKLONENIQ WYZYWA�TSQ
TO�E�NYM IMPULXSOM I �

rASSMOTRIM FAZOWU� PLOSKOSTX
�x� t� I PROWEDEM �EREZ TO�KU �x�� t�� OBE
HARAKTERISTIKI	

x� at � x� � at�� x� at � x� � at�

�RIS� ���� oNI OPREDELQ�T DWA UGLA �� I ��� NAZYWAEMYE SO�
OTWETSTWENNO W E R HN IM I N IVNIM H AR A KT E R I S TI � E S K IMI
U G L AMI DLQ TO�KI �x�� t���

dEJSTWIE TO�E�NOGO IMPULXSA W TO�KE �x�� t�� WYZYWAET OTKLONE�

NIE� RAWNOE
�

�a

I

�
WNUTRI WERHNEGO HARAKTERISTI�ESKOGO UGLA I NUL�

WNE EGO�
�� nEODNORODNOE URAWNENIE� rASSMOTRIM ZADA�U kO�I DLQ NE�

ODNORODNOGO URAWNENIQ KOLEBANIJ

�

a�
utt � uxx � f �x� t�� �
 � x �
� t 
 ��

u �x� �� � � �x��

ut �x� �� � � �x��

�
� 
 � x �
�

����������� ����

pUSTX wf �x� t� ��
 RE�ENIE WSPOMOGATELXNOJ ZADA�I kO�I

�

a�
�wf �tt � �wf �xx� �
 � x �
� t 
 �� ����

wf �x� � � �� � ��

wf
t

�x� � � �� � f �x� ���

����� t � �� �
 � x �
� ����

fORMULA dALAMBERA ��� DAET

wf �x� t� �� � wf �x� t� � � �� �
�

�a

x�a �t���Z
x�a �t���

f ��� �� d�� ����
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pEREPI�EM FORMULU dALAMBERA ��� W WIDE

u �x� t� �
w�
t

�x� t� �� � w �x� t� ��� ����

GDE

w �x� t� �� �
�

�a

x�atZ
x�at

� ��� d�� w� �x� t� �� �
�

�a

x�atZ
x�at

� ��� d�

QWLQ�TSQ RE�ENIQMI ZADA�I ���� 
 ���� PRI � � � I f � ��x�� f �
� ��x� SOOTWETSTWENNO� TAK KAK NEPOSREDSTWENNOE DIFFERENCIROWANIE
POKAZYWAET� �TO

w�
t

�x� t� �� �


t

�

�a

x�atZ
x�at

� ��� d� �
� �x� at� � � �x� at�

�
�

dOKAVEM� �TO SPRAWEDLIWA SLEDU��AQ LEMMA�
rE�ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ ���� S NULEWYMI NA�ALXNYMI

DANNYMI ut �x� �� � �� u �x� �� � � IMEET WID

u �x� t� � a�
tZ

�

wf �x� t� �� d�� ����

dIFFERENCIRUQ FUNKCI� ���� I U�ITYWAQ USLOWIQ ���� DLQ
wf �x� t� ��� NAHODIM

ut �x� t� � a� wf �x� t� t� � a�
tZ

�

wf
t

�x� t� �� d� �

� a�
tZ

�

wf
t

�x� t� �� d��

utt �x� t� � a�
wf
t

�x� t� t� � a�
tZ

�

�wf
t�

�x� t� �� d� � ����

� a�
tZ

�

�wf
t�

�x� t� �� d� � a� f �x� t��

uxx �x� t� � a�
tZ

�

�wf
x�

�x� t� �� d� �

tZ
�

�wf
t�

�x� t� �� d��

oTS�DA WIDNO� �TO FUNKCIQ ���� UDOWLETWORQET URAWNENI� ����� iZ
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FORMUL ���� I ���� SRAZU SLEDUET� �TO RE�ENIE ZADA�I ���� W SILU ����
I ���� MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

u �x� t� �
w�
t

�x� t� �� � w �x� t� �� � a�
tZ

�

wf �x� t� �� d�� ����

pOLXZUQSX WYRAVENIEM ���� DLQ wf � POLU�AEM

u �x� t� �
� �x � at� � � �x � at�

�
�

�

�a

x�atZ
x�at

� ��� d� �

�
a

�

tZ
�

x�a �t���Z
x�a �t���

f ��� �� d� d�� ����

pRQMAQ PODSTANOWKA ���� W ���� POKAZYWAET� �TO FUNKCIQ ���� W
SAMOM DELE QWLQETSQ RE�ENIEM ZADA�I ����� ESLI SU�ESTWU�T PROIZ�
WODNYE ����x�� ���x� I f�x�

iZ FORMULY ���� SLEDUET� �TO FUNKCIQ wf UDOWLETWORQET URAW�
NENI� PRI t � � � ESLI f DIFFERENCIRUEMA PO x� T� E� PREDSTAWLENIE
���� WOZMOVNO PRI TEH VE USLOWIQH� PRI KOTORYH RE�ENIE ZADA�I kO�I
SU�ESTWUET�

fORMULA ���� POKAZYWAET� �TO RE�ENIE OB�EJ ZADA�I ���� MOVET
BYTX SRAZU NAPISANO� ESLI IMEETSQ RE�ENIE WSPOMOGATELXNOJ ZADA�I
����
 ����� aNALOGI�NAQ FORMULA IMEET MESTO I DLQ RE�ENIQ ZADA�I
kO�I W NEOGRANI�ENNOM PROSTRANSTWE �SM� GL� V��

�� uSTOJ�IWOSTX RE�ENIJ� rE�ENIE URAWNENIQ ��� ODNOZNA��
NO OPREDELENO NA�ALXNYMI USLOWIQMI ���� dOKAVEM� �TO �TO RE�ENIE
MENQETSQ NEPRERYWNO PRI NEPRERYWNOM IZMENENII NA�ALXNYH USLOWIJ�

kAKOW BY NI BYL PROMEVUTOK WREMENI ��� t�� I KAKOWA BY NI
BYLA STEPENX TO�NOSTI �� NAJDETSQ TAKOE 	��� t��� �TO WSQKIE DWA
RE�ENIQ URAWNENIQ ��� u��x� t� I u��x� t� W TE�ENIE PROMEVUTKA WRE�
MENI t� BUDUT RAZLI�ATXSQ MENX�E �EM NA �	

ju� �x� t�� u� �x� t�j � � �� � t � t���

ESLI TOLXKO NA�ALXNYE ZNA�ENIQ�����
u� �x� �� � �� �x��

u�
t

�x� �� � �� �x�
I

�����
u� �x� �� � �� �x��

u�
t

�x� �� � �� �x�

OTLI�A�TSQ DRUG OT DRUGA MENX�E �EM NA 		

j�� �x� t�� �� �x� t�j � 	� j�� �x� t�� �� �x� t�j � 	�

dOKAZATELXSTWO �TOJ TEOREMY �REZWY�AJNO PROSTO� fUNKCII u� �x� t�
I u� �x� t� SWQZANY SO SWOIMI NA�ALXNYMI ZNA�ENIQMI FORMULOJ ����
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TAK �TO

ju� �x� t�� u� �x� t�j � j�� �x � at�� �� �x� at�j
�

�

�
j�� �x � at�� �� �x� at�j

�
�

�

�a

x�atZ
x�at

j�� ��� � �� ���j d��

OTKUDA POLU�AEM

ju� �x� t�� u� �x� t�j � 	

�
�
	

�
�

�

�a
	 � �at � 	 �� � t���

�TO I DOKAZYWAET NA�E UTWERVDENIE� ESLI POLOVITX

	 �
�

� � t�
�

wSQKIJ FIZI�ESKI OPREDELENNYJ PROCESS� RAZWIWA��IJSQ WO WRE�
MENI� DOLVEN HARAKTERIZOWATXSQ FUNKCIQMI� NEPRERYWNO ZAWISQ�IMI
OT NA�ALXNYH DANNYH� eSLI BY NE BYLO �TOJ NEPRERYWNOJ ZAWISIMO�
STI� TO DWA SU�ESTWENNO RAZLI�NYH PROCESSA MOGLI BY SOOTWETSTWO�
WATX PRAKTI�ESKI ODINAKOWYM SISTEMAM NA�ALXNYH USLOWIJ �RAZLI�
�IE KOTORYH LEVIT W PREDELAH TO�NOSTI IZMERENIJ�� pROCESSY TAKOGO
TIPA NELXZQ S�ITATX OPREDELENNYMI �FIZI�ESKI� NA�ALXNYMI USLOWI�
QMI� iZ PREDYDU�EJ TEOREMY SLEDUET� �TO PROCESS KOLEBANIJ STRUNY
NE TOLXKO MATEMATI�ESKI� NO I FIZI�ESKI OPREDELEN NA�ALXNYMI USLO�
WIQMI�

eSLI RE�ENIE MATEMATI�ESKOJ ZADA�I NEPRERYWNO ZAWISIT OT DO�
POLNITELXNYH USLOWIJ �OT NA�ALXNYH� GRANI�NYH DANNYH I OT PRAWOJ
�ASTI URAWNENIQ
 OT ISHODNYH DANNYH ZADA�I�� TO GOWORQT� �TO ZADA�
�A U S T O J� I W A�

w SWQZI S IZU�ENIEM FIZI�ESKI DETERMINIROWANNYH QWLENIJ
WWODITSQ PONQTIE KORREKTNOSTI� gOWORQT� �TO M AT EM ATI � E S K A Q
Z A D A � A P O ST A WL E N A K OR R E K TN O� ESLI	 �� RE�ENIE ZADA�I SU�
�ESTWUET� �� ZADA�A IMEET EDINSTWENNOE RE�ENIE� �� RE�ENIE ZADA�I
NEPRERYWNO ZAWISIT OT ISHODNYH DANNYH �USTOJ�IWO��

oTMETIM� �TO NEKORREKTNO POSTAWLENNYE ZADA�I �ASTO WSTRE�A�
�TSQ W PRILOVENIQH I K IH �ISLU OTNOSQTSQ MNOGIE HORO�O IZWESTNYE
MATEMATI�ESKIE ZADA�I�

pRIWEDEM PRIMER NEKORREKTNO POSTAWLENNOJ ZADA�I� RE�ENIE KO�
TOROJ NEUSTOJ�IWO�

fUNKCIQ u �x� y�� QWLQ��AQSQ RE�ENIEM URAWNENIQ lAPLASA
uxx � uyy � �� ODNOZNA�NO OPREDELQETSQ SWOIMI NA�ALXNYMI USLOWI�
QMI u �x� �� � � �x�� uy �x� �� � � �x� ��� rASSMOTRIM FUNKCII

u��� �x� y� � � I u��� �x� y� �
�

�
sin�x � ch�y�

�� �TI USLOWIQ MATEMATI�ESKI ODNOZNA�NO OPREDELQ�T RE�ENIE URAWNE�
NIQ lAPLASA� w SAMOM DELE� ZADANIE uy �x� �� �KWIWALENTNO vx �x� ��� GDE

� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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UDOWLETWORQ��IE URAWNENI� lAPLASA� fUNKCIQ u��� �x� y� ZAWISIT OT
� KAK OT PARAMETRA� nA�ALXNYE ZNA�ENIQ

u��� �x� �� � �� u��� �x� �� � � �x� �
�

�
sin�x�

u
���
y �x� �� � �� u

���
y �x� �� � � �x� � �

RAZLI�A�TSQ SKOLX UGODNO MALO PRI DOSTATO�NO BOLX�IH �� oDNAKO

PRI �TOM RE�ENIE u��� �x� y� MOVET STATX SKOLX UGODNO BOLX�IM� KA�
KOWO BY NI BYLO FIKSIROWANNOE ZNA�ENIE y� sLEDOWATELXNO� ZADA�A S
NA�ALXNYMI USLOWIQMI DLQ URAWNENIQ lAPLASA QWLQETSQ NEKORREKTNO
POSTAWLENNOJ�

eSTESTWENNO WOZNIKAET WOPROS� MOGUT LI NEKORREKTNO POSTAWLENNYE ZA�
DA�I WOOB�E SOOTWETSTWOWATX KAKIM�LIBO ZADA�AM MATEMATI�ESKOJ FIZIKI�
a TAKVE� KAKU� NAU�NU� CENNOSTX MOVET PREDSTAWLQTX PRIBLIVENNOE RE�E�
NIE NEKORREKTNO POSTAWLENNYH ZADA�� POSKOLXKU MALYM O�IBKAM W USLOWIQH
ZADA� MOGUT SOOTWETSTWOWATX BOLX�IE O�IBKI RE�ENIQ�

pODOBNYE SOMNENIQ WOZNIKA�T W SWQZI S TEM� �TO W SKAZANNOM WY�E
PODRAZUMEWAETSQ� �TO W KA�ESTWE PRIBLIVENNOGO RE�ENIQ ZADA�I BERETSQ
TO�NOE RE�ENIE ZADA�I� SOOTWETSTWU��EE PRIBLIVENNYM USLOWIQM�

pRIWEDEM PRIMER NEKORREKTNO POSTAWLENNOJ ZADA�I� IME��EJ WAVNOE
PRAKTI�ESKOE ZNA�ENIE�

rASSMOTRIM ZADA�U O NAHOVDENII PROIZWODNOJ z �x� � df�dx PO RAW�
NOMERNYM PRIBLIVENNYM ZNA�ENIQM DLQ f �x�� pUSTX MERA TO�NOSTI PRI

ZADANII �f �x� I OPREDELENII �z �x� ZADANA KAK

max j �f �x�� f �x�j I max j�z �x�� z �x�j�
o�EWIDNO� �TO �TA ZADA�A S TO�KI ZRENIQ PRIWEDENNOJ WY�E TERMINOLOGII
NEUSTOJ�IWA �NEKORREKTNO POSTAWLENA�� w SAMOM DELE� ESLI �f �x� � f �x� �

� � cos�x� GDE � � � MALO� TO max j �f �x�� f �x�j � � TOVE MAL� oDNAKO ESLI
MY W KA�ESTWE PRIBLIVENNOGO ZNA�ENIQ �z �x� WYBRALI BY TO�NU� PROIZWOD�

NU� DLQ FUNKCII �f �x�� TO

�z� �x� � �f � �x�� �� sin�x I max j�z �x�� z �x�j � ���

�� PRI FIKSIROWANNOM � I BOLX�OM � MOVET BYTX KAK UGODNO BOLX�IM
�ISLOM� oDNAKO HORO�O IZWESTNO� �TO W KA�ESTWE PRIBLIVENNOGO ZNA�ENIQ

PROIZWODNOJ BERETSQ RAZNOSTNOE OTNO�ENIE
�f �x� h�� �f �x�

h
� KOTOROE PRED�

STAWLQET ISHODNU� PROIZWODNU� S KAK UGODNO MALOJ POGRE�NOSTX�� ESLI
TOLXKO h I ��h DOSTATO�NO MALY� pONQTNO PRI �TOM� �TO DLQ POLU�ENIQ

HORO�EGO PRIBLIVENIQ DLQ df�dx PO PRIBLIVENNOMU ZNA�ENI� DLQ �f �x�
POGRE�NOSTX � DOLVNA BYTX DOSTATO�NO MALA�

iTAK� W PRIWEDENNOM PRIMERE� NESMOTRQ NA NEUSTOJ�IWOSTX ZADA�I�
MOVNO UKAZATX METOD POLU�ENIQ SKOLX UGODNO TO�NYH PRIBLIVENIJ DLQ IS�
KOMOGO RE�ENIQ PO DOSTATO�NO TO�NYM PRIBLIVENNYM USLOWIQM ZADA�I�

v �x� y� 	FUNKCIQ� GARMONI�ESKI SOPRQVENNAQ DLQ u �x� y�� �TIM S TO�NO�
STX� DO POSTOQNNOJ ODNOZNA�NO OPREDELQETSQ ANALITI�ESKAQ FUNKCIQ� DEJ�
STWITELXNOJ �ASTX� KOTOROJ QWLQETSQ FUNKCIQ u �x� y� �SM� GL� IV� x �� P� ���



x �� metod rasprostranq
�ihsq woln ��

pODOBNOE POLOVENIE TIPI�NO DLQ MNOGIH NEKORREKTNO POSTAWLENNYH

ZADA� ���
nEKORREKTNO POSTAWLENNYE ZADA�I �ASTO WSTRE�A�TSQ W FIZIKE PRI

IZU�ENII OB�EKTOW� NEDOSTUPNYH NEPOSREDSTWENNOMU ISSLEDOWANI� �IZMERE�
NI��� w �TIH SLU�AQH PRIHODITSQ DELATX ZAKL��ENIQ O HARAKTERISTIKAH
�z TAKIH OB�EKTOW PO IH KOSWENNYM �FIZI�ESKI DETERMINIROWANNYM� PRO�
QWLENIQM �u� DOSTUPNYM DLQ �KSPERIMENTALXNYH IZMERENIJ I SWQZANNYM
S �z FUNKCIONALXNOJ ZAWISIMOSTX� WIDA Az � u� w REZULXTATE MY PRI�
HODIM K ZADA�E OBRABOTKI NABL�DENIJ� KOTORAQ QWLQETSQ OBRATNOJ ZADA�EJ
I SOSTOIT W OPREDELENII HARAKTERISTIK �z OB�EKTOW PO DANNYM �u �KS�
PERIMENTA� mNOGIE IZ �TIH ZADA� QWLQ�TSQ NEKORREKTNO POSTAWLENNYMI� w
�ASTNOSTI� PRIWEDENNAQ WY�E ZADA�A kO�I DLQ URAWNENIQ lAPLASA IMEET NE�
POSREDSTWENNOE OTNO�ENIE K OBRATNOJ ZADA�E GRAWIMETRII �OB OPREDELENII
FORMY TELA PO SOZDAWAEMOJ IM ANOMALII SILY TQVESTI�� pRIWEDENNYJ WY�
�E PRIMER O WY�ISLENII PROIZWODNOJ PO PRIBLIVENNYM ZNA�ENIQM FUNKCII
TIPI�EN DLQ MNOGIH �KSPERIMENTOW� GDE IZMERENIQ PROWODQTSQ PO PRINCIPU
NAKOPLENIQ�

oTMETIM TEPERX SLEDU��EE OBSTOQTELXSTWO�o�EWIDNO� �TO FUNK�
CIQ u �x� t�� OPREDELQEMAQ FORMULOJ ���� MOVET BYTX RE�ENIEM URAW�
NENIQ ��� TOLXKO W TOM SLU�AE� ESLI FUNKCIQ � �x� DIFFERENCIRUEMA�
A FUNKCIQ � �x� DIFFERENCIRUEMA DWAVDY� iZ SKAZANNOGO QSNO� �TO
FUNKCII� IZOBRAVENNYE NA RIS� �� I ��� NE MOGUT QWLQTXSQ RE�ENI�
EM URAWNENIQ ���� TAK KAK ONI NE WS�DU DWAVDY DIFFERENCIRUEMY�

rIS� �� rIS� ��

bOLEE TOGO� MOVNO UTWERVDATX� �TO RE�ENIQ URAWNENIQ KOLEBANIJ�
UDOWLETWORQ��EGO USLOWIQM ���� NE SU�ESTWUET� ESLI FUNKCII � �x� I
� �x� NE IME�T NUVNYH PROIZWODNYH� dEJSTWITELXNO� POWTORQQ RAS�
SUVDENIQ� PRIWED�IE NAS K FORMULE ���� MY MOVEM UTWERVDATX� �TO
ESLI SU�ESTWUET RE�ENIE URAWNENIQ KOLEBANIJ� TO ONO DOLVNO PRED�
STAWLQTXSQ FORMULOJ ���� eSLI VE FUNKCII � �x�� � �x� NE DIFFEREN�
CIRUEMY DOSTATO�NOE �ISLO RAZ� TO FORMULA ��� OPREDELQET FUNKCI��
NE UDOWLETWORQ��U� URAWNENI� ���� T� E� NE SU�ESTWUET RE�ENIQ �TOJ
ZADA�I�

�� lA W R E N T X E W M� M� o NEKOTORYH NEKORREKTNYH ZADA�AH MATEMATI�E�
SKOJ FIZIKI� nOWOSIBIRSK� ����� tIHO NO W a� n� o RE�ENII NEKORREKTNO
POSTAWLENNYH ZADA� I METODE REGULQRIZACII �� dan sssr� ����� t� ����
� �� s� ���	��� tIH O NO W a� n� o REGULQRIZACII NEKORREKTNO POSTAWLEN�
NYH ZADA� �� tAM VE� t� ���� � �� s� �	��� tIHO NO W a� n� o NELINEJNYH
URAWNENIQH PERWOGO RODA �� tAM VE� ����� t� ���� � �� s� ����	�����

��



�� urawneniq giperboli�eskogo tipa �gl� II

oDNAKO ESLI NEMNOGO IZMENITX NA�ALXNYE USLOWIQ� ZAMENIW IH
DIFFERENCIRUEMYMI FUNKCIQMI � �x� I � �x�� TO �TIM NA�ALXNYM
FUNKCIQM UVE BUDET SOOTWETSTWOWATX RE�ENIE URAWNENIQ ���� kROME
TOGO� ZAMETIM� �TO PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY NASTOQ�EGO PUNKTA
MY FAKTI�ESKI DOKAZALI� �TO FUNKCII� OPREDELQEMYE FORMULOJ ����
NEPRERYWNO ZAWISQT OT NA�ALXNYH FUNKCIJ � �x� I � �x� �NEZAWISIMO
OT TOGO� DIFFERENCIRUEMY �TI FUNKCII ILI NET�� tAKIM OBRAZOM� ESLI
NEKOTORYM FUNKCIQM � �x�� � �x� NE SOOTWETSTWUET RE�ENIE URAWNE�
NIQ KOLEBANIJ� UDOWLETWORQ��EE USLOWIQM ���� TO FUNKCIQ� OPREDELQ�
EMAQ FORMULOJ ���� QWLQETSQ PREDELOM RE�ENIJ URAWNENIQ KOLEBANIJ
S NEMNOGO SGLAVENNYMI NA�ALXNYMI USLOWIQMI�

pOLU�ENNYE TAKIM PREDELXNYM PEREHODOM FUNKCII NAZYWA�T�
SQ O B O B� E N NYMI R E� E N I QMI� pONQTIE OBOB�ENNYH RE�ENIJ�

IGRA��EE BOLX�U� ROLX W FIZIKE� BYLO WWEDENO s� l� sOBOLEWYM ���
	� pOLUOGRANI�ENNAQ PRQMAQ I METOD PRODOLVENIJ� rAS�

SMOTRIM ZADA�U O RASPROSTRANENII WOLN NA POLUOGRANI�ENNOJ PRQMOJ
x � �� �TA ZADA�A IMEET OSOBENNO WAVNOE ZNA�ENIE PRI IZU�ENII PRO�
CESSOW OTRAVENIQ WOLN OT KONCA I STAWITSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ KOLEBANIJ

a�uxx � utt PRI � � x �
� t 
 ��

UDOWLETWORQ��EE GRANI�NOMU USLOWI�

u ��� t� � � �t� �ILI ux ��� t� � � �t��� t � ��

I NA�ALXNYM USLOWIQM

u �x� �� � � �x��

ut �x� �� � � �x�

�
�� � x �
��

rASSMOTRIM SNA�ALA SLU�AJ ODNORODNOGO GRANI�NOGO USLOWIQ

u ��� t� � � �ILI ux ��� t� � ���

T� E� ZADA�U O RASPROSTRANENII NA�ALXNOGO WOZMU�ENIQ NA STRUNE S
ZAKREPLENNYM KONCOM x � � �ILI SWOBODNYM KONCOM��

oTMETIM SLEDU��IE DWE LEMMY O SWOJSTWAH RE�ENIJ URAWNENIQ
KOLEBANIJ� OPREDELENNYH NA BESKONE�NOJ PRQMOJ�

�� eSLI NA�ALXNYE DANNYE W ZADA�E O RASPROSTRANENII KOLEBANIJ
NA NEOGRANI�ENNOJ PRQMOJ �ZADA�A ���� ���� QWLQ�TSQ NE�ETNYMI
FUNKCIQMI OTNOSITELXNO NEKOTOROJ TO�KI x�� TO SOOTWETSTWU�
��EE RE�ENIE W �TOJ TO�KE x� RAWNO NUL��

�� eSLI NA�ALXNYE DANNYE W ZADA�E O RASPROSTRANENII KOLEBA�
NIJ NA NEOGRANI�ENNOJ PRQMOJ �ZADA�A ���� ���� QWLQ�TSQ �ETNYMI

�� sM� PODROBNEE� sO B O L E W s� l� uRAWNENIQ MATEMATI�ESKOJ FIZIKI�
M�� ����� pETR O W S KI J i� g� lEKCII OB URAWNENIQH S �ASTNYMI PROIZWOD�
NYMI� m�� ����� sM� TAKVE dOPOLNENIE III�
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FUNKCIQMI OTNOSITELXNO NEKOTOROJ TO�KI x�� TO PROIZWODNAQ PO
x SOOTWETSTWU��EGO RE�ENIQ W �TOJ TO�KE RAWNA NUL��

dOKAVEM LEMMU �� pRIMEM x� ZA NA�ALO KOORDINAT� x� � �� w
�TOM SLU�AE USLOWIQ NE�ETNOSTI NA�ALXNYH DANNYH ZAPI�UTSQ W WIDE

� �x� � �� ��x�� � �x� � �� ��x��
fUNKCIQ u �x� t�� OPREDELQEMAQ FORMULOJ ���� PRI x � � I t 
 � RAWNA

u ��� t� �
� �at� � � ��at�

�
�

�

�a

atZ
�at

� ��� d� � ��

TAK KAK PERWOE SLAGAEMOE RAWNO NUL� W SILU NE�ETNOSTI � �x�� A WTO�
ROE RAWNO NUL�� POSKOLXKU INTEGRAL OT NE�ETNOJ FUNKCII W PREDELAH�
SIMMETRI�NYH OTNOSITELXNO NA�ALA KOORDINAT� WSEGDA RAWEN NUL��

aNALOGI�NO DOKAZYWAETSQ LEMMA �� uSLOWIQ �ETNOSTI NA�ALXNYH
DANNYH IME�T WID

� �x� � � ��x�� � �x� � � ��x��
zAMETIM� �TO PROIZWODNAQ �ETNOJ FUNKCII QWLQETSQ FUNKCIEJ NE�ET�
NOJ	

�� �x� � ��� ��x��
iZ FORMULY ��� SLEDUET

ux ��� t� �
�� �at� � �� ��at�

�
�

�

�a
�� �at�� � ��at�� � �� t 
 ��

TAK KAK PERWOE SLAGAEMOE RAWNO NUL� W SILU NE�ETNOSTI �� �x�� A WTO�
ROE
 W SILU �ETNOSTI � �x� ���

pRIWEDENNOE WY�E DOKAZATELXSTWO FAKTI�ESKI OPIRAETSQ NA FOR�
MULU dALAMBERA I NE SWQZANO S DWUKRATNOJ DIFFERENCIRUEMOSTX�
FUNKCII u �x� t�� tEM SAMYM DOKAZANO� �TO LEMMA � WERNA DLQ L��
BYH FUNKCIJ� PREDSTAWIMYH FORMULOJ dALAMBERA� A LEMMA �
 DLQ
FUNKCIJ TOGO VE WIDA S DIFFERENCIRUEMOJ FUNKCIEJ � �x�� T� E� DLQ
OBOB�ENNYH RE�ENIJ ZADA�I ���
����

pRI POMO�I �TIH DWUH LEMM MOVNO RE�ITX SLEDU��U� ZADA�U�
tREBUETSQ NAJTI RE�ENIE URAWNENIQ ���� UDOWLETWORQ��EE NA�

�ALXNYM USLOWIQM

u �x� �� � � �x��

ut �x� �� � � �x��

�
� � x �
� ����

�� �TI DWE LEMMY QWLQ�TSQ SLEDSTWIEM TOGO� �TO ESLI NA�ALXNYE USLO�
WIQ �ETNY �ILI NE�ETNY�� TO I PRI t � � FUNKCIQ u �x� t�� OPREDELQEMAQ
FORMULOJ dALAMBERA� OBLADAET TEM VE SWOJSTWOM �PREDOSTAWLQEM �ITATEL�
DOKAZATX �TO�� gEOMETRI�ESKI O�EWIDNO� �TO NE�ETNAQ NEPRERYWNAQ FUNKCIQ
I PROIZWODNAQ �ETNOJ DIFFERENCIRUEMOJ FUNKCII RAWNY NUL� PRI x � ��
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I GRANI�NOMU USLOWI�

u ��� t� � �� t 
 �

�PERWAQ KRAEWAQ ZADA�A��
rASSMOTRIM FUNKCII � �x� I ��x�� QWLQ��IESQ NE�ETNYM PRO�

DOLVENIEM � �x� I � �x�� WHODQ�IH W USLOWIE ����	

� �x� �

�
� �x� DLQ x 
 ��

�� ��x� DLQ x � ��

� �x� �

�
� �x� DLQ x 
 ��

�� ��x� DLQ x � ��

fUNKCIQ

u �x� t� �
� �x� at� � � �x� at�

�
�

�

�a

x�atZ
x�at

���� d�

OPREDELENA DLQ WSEH x I t 
 �� w SILU LEMMY �

u ��� t� � ��

kROME TOGO� �TA FUNKCIQ UDOWLETWORQET PRI t � � I x 
 � SLEDU��IM
NA�ALXNYM USLOWIQM	

u �x� �� � � �x� � � �x��

ut �x� �� � � �x� � � �x��

�
x 
 ��

tAKIM OBRAZOM� RASSMATRIWAQ POLU�ENNU� FUNKCI� u �x� t� TOLXKO
DLQ x � �� t � �� MY POLU�IM FUNKCI�� UDOWLETWORQ��U� WSEM USLO�
WIQM POSTAWLENNOJ ZADA�I�

wOZWRA�AQSX K PREVNIM FUNKCIQM� MOVNO NAPISATX

u �x� t� �

�������������������������������������

� �x� at� � � �x� at�

�
�

�
�

�a

x�atZ
x�at

� ��� d� DLQ t �
x

a
� x 
 ��

� �x� at�� � �at� x�

�
�

�
�

�a

x�atZ
at�x

� ��� d� DLQ t 

x

a
� x 
 ��

����
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w OBLASTI t � x�a WLIQNIE GRANI�NYH USLOWIJ NE SKAZYWAETSQ� I WYRA�
VENIE DLQ u �x� t� SOWPADAET S RE�ENIEM ��� DLQ BESKONE�NOJ PRQMOJ�

aNALOGI�NO� ESLI PRI x � � MY IMEEM SWOBODNYJ KONEC	

ux ��� t� � ��

TO� WZQW �ETNOE PRODOLVENIE FUNKCIJ � �x� I � �x�

� �x� �

�
� �x� DLQ x 
 ��

� ��x� DLQ x � ��

� �x� �

�
� �x� DLQ x 
 ��

� ��x� DLQ x � ��

POLU�IM RE�ENIE URAWNENIQ KOLEBANIJ

u �x� t� �
� �x� at� � � �x� at�

�
�

�

�a

x�atZ
x�at

���� d��

ILI

u �x� t� �

�����������������������������

� �x � at� � � �x � at�

�
�

�

�a

x�atZ
x�at

� ��� d� DLQ t �
x

a
�

� �x � at�� � �at� x�

�
�

�
�

�a

���
x�atZ
�

� ��� d� �

at�xZ
�

� ��� d�

��� DLQ t 

x

a
�

UDOWLETWORQ��EE W OBLASTI x � � NA�ALXNYM USLOWIQM ��� I GRANI��
NOMU USLOWI� ux ��� t� � ��

w DALXNEJ�EM PRI RE�ENII RAZLI�NYH ZADA� NAM �ASTO PRIDETSQ
POLXZOWATXSQ METODOM PRODOLVENIQ NA BESKONE�NU� OBLASTX NA�ALX�
NYH DANNYH� OPREDELENNYH NA NEKOTOROJ �ASTI �TOJ OBLASTI�

pO�TOMU MY E�E RAZ SFORMULIRUEM POLU�ENNYE REZULXTATY W WIDE
SLEDU��IH DWUH PRAWIL�

dLQ RE�ENIQ ZADA�I NA POLUOGRANI�ENNOJ PRQMOJ S GRANI�NYM
USLOWIEM u ��� t� � � NA�ALXNYE DANNYE NADO PRODOLVITX NA WS� PRQ�
MU� NE�ETNO�

dLQ RE�ENIQ ZADA�I NA POLUOGRANI�ENNOJ PRQMOJ S GRANI�NYM
USLOWIEM ux ��� t� � � NA�ALXNYE DANNYE NADO PRODOLVITX NA WS�
PRQMU� �ETNO�

rASSMOTRIM DWA PRIMERA� pUSTX NA�ALXNYE DANNYE NA POLUOGRA�
NI�ENNOJ PRQMOJ� ZAKREPLENNOJ PRI x � �� OTLI�NY OT NULQ TOLXKO W



�� urawneniq giperboli�eskogo tipa �gl� II

INTERWALE �a� b�� � � a � b� W KOTOROM NA�ALXNOE OTKLONENIE� DAWAE�
MOE FUNKCIEJ � �x�� IZOBRAVAETSQ RAWNOBEDRENNYM TREUGOLXNIKOM�
A � �x� � �� rE�ENIE �TOJ ZADA�I BUDET POLU�ENO� ESLI NA�ALXNYE
DANNYE NE�ETNO PRODOLVITX NA BESKONE�NU� PRQMU�� pROCESS RAS�

rIS� ��

PROSTRANENIQ WOLN IZO�
BRAVEN NA RIS� ��� wNA�
�ALE PROCESS PROISHODIT
TAK VE� KAK I NA NEOGRA�
NI�ENNOJ PRQMOJ� zADAN�
NOE OTKLONENIE RAZBIWA�
ETSQ NA DWE WOLNY� DWIVU�
�IESQ W RAZNYE STORONY
S POSTOQNNOJ SKOROSTX��
PRI�EM �TO PRODOLVAET�
SQ DO TEH POR� POKA WOLNA�
IDU�AQ NALEWO� NE DOJDET
DO TO�KI x � � �RIS� ����
w �TOT MOMENT S LEWOJ
STORONY �x � ��� NA KO�
TOROJ PROISHODILI ANALO�
GI�NYE PROCESSY� K TO��
KE x � � PODHODIT WOLNA
S �OBRATNOJ FAZOJ�� w PO�
SLEDU��IE MOMENTY PRO�
ISHODIT OTRAVENIE WOLNY
OT ZAKREPLENNOGO KONCA�
�TO IZOBRAVENO W DETA�

LQH NA RIS� ��� pROFILX OTRAVA��EJSQ WOLNY UKORA�IWAETSQ� OTKLO�
NENIQ IS�EZA�T� ZATEM OTKLONENIQ POQWLQ�TSQ S OBRATNYM ZNAKOM� I�
NAKONEC� OTRAVENNAQ WOLNA POJDET WPRAWO ZA U�ED�EJ TUDA WOLNOJ S
TOJ VE SKOROSTX�� tAKIM OBRAZOM� PRI OTRAVENII WOLNY OT ZAKREP�
LENNOGO KONCA STRUNY EE OTKLONENIE MENQET ZNAK�

rASSMOTRIM WTOROJ PRIMER� pUSTX NA POLUOGRANI�ENNOJ PRQMOJ
x � �� ZAKREPLENNOJ PRI x � �� NA�ALXNOE OTKLONENIE WS�DU RAWNO NU�
L�� A NA�ALXNAQ SKOROSTX � �x� OTLI�NA OT NULQ TOLXKO W INTERWALE
�x�� x�� �� � x� � x��� PRI�EM ZDESX � �x� � const� pRODOLVIM NE�ET�
NO NA�ALXNYE DANNYE� oT KAVDOGO INTERWALA �x�� x�� I ��x�� �x��
RASPROSTRANQ�TSQ OTKLONENIQ� PODOBNYE OTKLONENIQM� IZOBRAVENNYM
NA RIS� ��� kAK WIDNO IZ RISUNKA� W NA�ALXNOJ STADII W OBLASTI x 
 �
PROCESS IDET TAK VE� KAK I NA BESKONE�NOJ PRQMOJ� zATEM PROISHODIT
OTRAVENIE OT ZAKREPLENNOGO KONCA� I� NAKONEC� WOLNA S PROFILEM W WI�
DE RAWNOBEDRENNOJ TRAPECII S POSTOQNNOJ SKOROSTX� DWIVETSQ WPRA�
WO�

iZU�ENIE OTRAVENIQ OT SWOBODNOGO KONCA PROWODITSQ ANALOGI�NO�
TOLXKO NA�ALXNYE DANNYE NUVNO PRODOLVATX �ETNO� TAK �TO OTRAVE�
NIE WOLNY OT SWOBODNOGO KONCA BUDET PROISHODITX NE S IZMENENNOJ� A
S TOJ VE FAZOJ�
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mY RASSMOTRELI ZADA�I S ODNORODNYMI GRANI�NYMI USLOWIQMI

rIS� �

u ��� t� � � �t� � �

ILI

ux ��� t� � � �t� � ��

w OB�EM SLU�AE NEODNO�
RODNYH GRANI�NYH USLOWIJ
RE�ENIE PREDSTAWLQETSQ W WI�
DE SUMMY� KAVDOE SLAGAEMOE
KOTOROJ UDOWLETWORQET TOLX�
KO ODNOMU IZ POSTAWLENNYH
USLOWIJ �LIBO GRANI�NOMU�
LIBO NA�ALXNOMU��

oBRATIMSQ TEPERX K RE�
�ENI� URAWNENIQ PRI NULE�
WYH NA�ALXNYH I ZADANNOM
GRANI�NOM USLOWIQH	

�u �x� �� � �� �ut �x� �� � ��

�u ��� t� � � �t�� t 
 ��

o�EWIDNO� �TO GRA�
NI�NYJ REVIM WYZOWET WOL�
NU� RASPROSTRANQ��U�SQ WDOLX STRUNY NAPRAWO SO SKOROSTX� a� �TO

rIS� ��

PODSKAZYWAET NAM ANALITI�ESKU� FORMU RE�ENIQ

�u �x� t� � f �x� at��

oPREDELIM FUNKCI� f IZ GRANI�NOGO USLOWIQ

�u ��� t� � f ��at� � � �t��

OTKUDA

f �z� � �
�
� z

a

�
�
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TAK �TO

�u �x� t� � �

�
� x� at

a

�
� �

�
t� x

a

�
�

oDNAKO �TA FUNKCIQ OPREDELENA LI�X W OBLASTI x � at � �� TAK KAK
� �t� OPREDELENA DLQ t � �� nA RIS� �� �TA OBLASTX IZOBRAVAETSQ ZA�
�TRIHOWANNOJ �ASTX� FAZOWOJ PLOSKOSTI�

	TOBY NAJTI �u �x� t� DLQ WSEH ZNA�ENIJ ARGUMENTOW� PRODOLVIM
FUNKCI� � �t� NA OTRICATELXNYE ZNA�ENIQ t� POLAGAQ � �t� � � DLQ
t � �� tOGDA FUNKCIQ

�u �x� t� � �
�
t� x

a

�
BUDET OPREDELENA DLQ WSEH ZNA�ENIJ ARGUMENTOW I BUDET UDOWLETWORQTX
NULEWYM NA�ALXNYM USLOWIQM�

sUMMA �TOJ FUNKCII I FUNKCII ����� OPREDELENNOJ W NA�ALE NA�
STOQ�EGO PUNKTA� PREDSTAWLQET RE�ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I DLQ
ODNORODNOGO URAWNENIQ KOLEBANIJ� dLQ POLUOGRANI�ENNOJ STRUNY

u �x� t� �

�������������������������������������

� �x� at� � � �x� at�

�
�

�
�

�a

x�atZ
x�at

� ��� d� DLQ t �
x

a
�

�
�
t� x

a

�
�
� �x� at�� � �at� x�

�
�

�
�

�a

x�atZ
at�x

� ��� d� DLQ t 

x

a
�

����

aNALOGI�NO MOVET BYTX POSTROENO RE�ENIE WTOROJ KRAEWOJ ZADA�
�I� o TRETXEJ KRAEWOJ ZADA�E SM� P� �� S� ���

mY OGRANI�IMSQ ZDESX RE�ENIEM KRAEWOJ ZADA�I DLQ ODNORODNOGO
URAWNENIQ KOLEBANIJ�

rE�ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ SM� W P� ��

� zADA�I DLQ OGRANI�ENNOGO OTREZKA� rASSMOTRIM KRAEWYE

ZADA�I DLQ OGRANI�ENNOGO OTREZKA ��� l�� bUDEM ISKATX RE�ENIE URAW�
NENIQ

utt � a�uxx�

UDOWLETWORQ��EE GRANI�NYM USLOWIQM

u ��� t� � �� �t��

u ��� t� � �� �t��

�
t � ��
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I NA�ALXNYM USLOWIQM

u �x� �� � � �x��

ut �x� �� � � �x��

�
� � x � l�

rASSMOTRIM PREDWARITELXNO SLU�AJ ODNORODNYH GRANI�NYH USLO�
WIJ

u ��� t� � u �l� t� � ��

bUDEM ISKATX RE�ENIE ZADA�I W �TOM SLU�AE METODOM PRODOLVENIQ�
PREDPOLAGAQ WOZMOVNOSTX SLEDU��EGO PREDSTAWLENIQ	

u �x� t� �
� �x� at� � � �x� at�

�
�

�

�a

x�atZ
x�at

���� d��

GDE � I �
FUNKCII� PODLEVA�IE OPREDELENI�� nA�ALXNYE USLOWIQ

u �x� �� � � �x� � � �x��

ut �x� �� � � �x� � � �x��

�
� � x � l�

OPREDELQ�T ZNA�ENIQ � I � W INTERWALE ��� l��

rIS� ��

	TOBY UDOWLETWORITX NULEWYM GRANI�NYM USLOWIQM� NALOVIM NA
FUNKCII � �x� I ��x� TREBOWANIQ NE�ETNOSTI OTNOSITELXNO TO�EK
x � �� x � l	

� �x� � �� ��x�� � �x� � �� ��l� x��

��x� � ����x�� ��x� � ����l� x��
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sOPOSTAWLQQ �TI RAWENSTWA� POLU�AEM

� �x�� � � �x� � �l� �x� � �x�
I ANALOGI�NO DLQ ��x�� T� E� � I � QWLQ�TSQ PERIODI�ESKIMI FUNK�
CIQMI S PERIODOM �l�

nETRUDNO WIDETX� �TO USLOWIQ NE�ETNOSTI OTNOSITELXNO NA�ALA
KOORDINAT I USLOWIQ PERIODI�NOSTI OPREDELQ�T PRODOLVENIE � �x� I
��x� NA WSEJ PRQMOJ �
 � x � 
� pODSTAWLQQ IH W FORMULU ����
POLU�AEM RE�ENIE ZADA�I�

nA RIS� �� SOWME�ENY FAZOWAQ PLOSKOSTX �x� t� I PLOSKOSTX �x� u��
W KOTOROJ DANO NA�ALXNOE OTKLONENIE I EGO PRODOLVENIE� nA FAZOWOJ
PLOSKOSTI �TRIHOWKOJ WYDELENY POLOSY� WNUTRI KOTORYH OTKLONENIE
OTLI�NO OT NULQ �SM� RIS� ��� zNAKI �PL�S� I �MINUS�� STOQ�IE W
�TIH POLOSAH� UKAZYWA�T NA ZNAK �FAZU� OTKLONENIQ �W WIDE RAWNO�
BEDRENNOGO TREUGOLXNIKA�� pOLXZUQSX RIS� ��� LEGKO PREDSTAWITX SEBE
PROFILX OTKLONENIQ W L�BOJ MOMENT t� tAK� W MOMENT t � �l�a MY PO�
LU�IM OTKLONENIQ� SOWPADA��IE S NA�ALXNYMI� tAKIM OBRAZOM� FUNK�
CIQ u �x� t� BUDET PERIODI�ESKOJ FUNKCIEJ t S PERIODOM T � �l�a �SM�
S� ����

rASSMOTRIM TEPERX ZADA�U O RASPROSTRANENII GRANI�NOGO REVI�
MA� bUDEM ISKATX RE�ENIE URAWNENIQ

utt � a�uxx

S NULEWYMI NA�ALXNYMI USLOWIQMI

u �x� �� � � �x� � ��

ut �x� �� � � �x� � �

I GRANI�NYMI USLOWIQMI

u ��� t� � � �t��

u �l� t� � ��

�
t 
 ��

iZ REZULXTATOW P� � WYTEKAET� �TO PRI t � l�a RE�ENIEM SLUVIT FUNK�
CIQ

u �x� t� � ��
�
t� x

a

�
� GDE �� �t� �

�
� �t�� t 
 ��

�� t � ��

oDNAKO �TA FUNKCIQ NE UDOWLETWORQET GRANI�NOMU USLOWI�

u �l� t� � � PRI t 
 l�a�

rASSMOTRIM �OTRAVENNU�� WOLNU� IDU�U� NALEWO I IME��U�
PRI x � l OTKLONENIE� RAWNOE ���t� l�a�� eE ANALITI�ESKOE WYRAVENIE
DAETSQ FORMULOJ

��

�
t� l

a
� l � x

a

�
� ��

�
t� �l

a
�
x

a

�
�
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lEGKO UBEDITXSQ� �TO RAZNOSTX DWUH WOLN

��
�
t� x

a

�
� ��

�
t� �l

a
�
x

a

�
ESTX RE�ENIE URAWNENIQ PRI t � �l�a�

pRODOLVAQ �TOT PROCESS DALEE� POLU�IM RE�ENIE W WIDE RQDA

u �x� t� �

�X
n��

��

�
t� �nl

a
� x

a

�
�

�X
n��

��

�
t� �nl

a
�
x

a

�
� ����

SODERVA�EGO �DLQ KAVDOGO FIKSIROWANNOGO t� TOLXKO KONE�NOE �ISLO
OTLI�NYH OT NULQ �LENOW� IBO S KAVDYM NOWYM OTRAVENIEM ARGUMENT
UMENX�AETSQ NA �l�a� A FUNKCIQ �� �t� � � DLQ t � �� wYPOLNENIE GRA�
NI�NYH USLOWIJ PROWERQETSQ NEPOSREDSTWENNO� w SAMOM DELE� POLOVIM
x � � I WYDELIM IZ PERWOJ SUMMY OTDELXNO PERWOE SLAGAEMOE PRI n �
� �� RAWNOE � �t�� oSTALXNYE SLAGAEMYE PERWOJ I WTOROJ SUMM� SOOT�
WETSTWU��IE ODINAKOWYM ZNA�ENIQM n� WZAIMNO UNI�TOVA�TSQ� �TO
POKAZYWAET� �TO u ��� t� � � �t��

zAMENQQ n NA n� � I IZMENQQ W SWQZI S �TIM PREDELY SUMMIRO�
WANIQ� PREOBRAZUEM PERWU� SUMMU K WIDU

�X
n��

��

�
t� �nl

a
�

�l � x

a

�
�

pOLAGAQ TEPERX x � l� NEPOSREDSTWENNO UBEVDAEMSQ W TOM� �TO SLAGA�

EMYE PERWOJ I WTOROJ SUMM WZAIMNO UNI�TOVA�TSQ ���
fORMULA ���� IMEET PROSTOJ FIZI�ESKIJ SMYSL� fUNKCIQ

��
�
t� x

a

�
PREDSTAWLQET SOBOJ WOLNU� WOZBUVDAEMU� GRANI�NYM REVIMOM PRI
x � �� NEZAWISIMO OT WLIQNIQ KONCA x � l� KAK ESLI BY STRUNA BY�
LA BESKONE�NA �� � x �
�� sLEDU��IE SLAGAEMYE PREDSTAWLQ�T SO�
BOJ POSLEDOWATELXNYE OTRAVENIQ OT ZAKREPLENNOGO KRAQ x � l �WTORAQ
SUMMA� I OT KRAQ x � � �PERWAQ SUMMA��

aNALOGI�NO FUNKCIQ

u �x� t� �

�X
n��

��

�
t� ��n� �� l

a
�
x

a

�
�

�X
n��

��

�
t� ��n� �� l

a
� x

a

�
DAET RE�ENIE ODNORODNOGO URAWNENIQ S NULEWYMI NA�ALXNYMI USLOWI�
QMI

u �x� �� � �� ut �x� �� � �

�� nA�ALXNYE USLOWIQ TAKVE PROWERQ�TSQ NEPOSREDSTWENNO� TAK KAK ARGU�
MENTY WSEH FUNKCIJ OTRICATELXNY PRI t � � I WYRAVENIE ���� PRI t � �
RAWNO NUL��
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I GRANI�NYMI USLOWIQMI

u ��� t� � �� u �l� t� � � �t��

nA DOKAZATELXSTWE EDINSTWENNOSTI RE�ENIQ RASSMOTRENNOJ ZADA�I I
NEPRERYWNOJ ZAWISIMOSTI RE�ENIQ OT NA�ALXNYH I GRANI�NYH USLOWIJ
MY NE OSTANAWLIWAEMSQ�

�� dISPERSIQ WOLN� uRAWNENIE KOLEBANIJ STRUNY utt � a�uxx
DOPUSKAET RE�ENIE W WIDE BEGU�EJ WOLNY u � f �x � at� PROIZWOLX�
NOJ FORMY� oB�EE URAWNENIE GIPERBOLI�ESKOGO TIPA S POSTOQNNYMI
KO�FFICIENTAMI

�utt � a��uxx � b��ut � b��ux � �c�u � � ����

S POMO�X� UKAZANNOJ W GL� I PODSTANOWKI �u � u e�x��t� GDE � �
� ��� b��a

�� � � ���� b�� SWODITSQ K URAWNENI�
utt � a�uxx � cu � �� ����

GDE c � �c� �b����
� � �b���a�

�� pOKAVEM� �TO URAWNENIE ���� NE DOPUS�
KAET RE�ENIJ W WIDE PROIZWOLXNOJ BEGU�EJ WOLNY PRI c �� �� w SAMOM
DELE� PODSTAWLQQ u � f �x� at� W ����� NAHODIM a�f �� � a�f �� � cf � ��
OTKUDA W SILU PROIZWOLXNOSTI f SLEDUET c � ��

iMPULXS ILI SIGNAL PROIZWOLXNOJ FORMY MOVET BYTX RAZLOVENI�
EM W INTEGRAL fURXE PREDSTAWLEN W WIDE SUPERPOZICII GARMONI�ESKIH
WOLN WIDA

u �x� t� � ei ��t�kx��

GDE �
�ASTOTA� k � ����
 WOLNOWOE �ISLO ��
 DLINA WOLNY��
sKOROSTX� S KOTOROJ FAZA WOLNY � � �t� kx PEREME�AETSQ W PRO�

STRANSTWE� NAZYWAETSQ FAZOWOJ SKOROSTX� WOLNY I RAWNA� O�EWIDNO�
v � ��k� eSLI FAZOWAQ SKOROSTX GARMONI�ESKOJ WOLNY ZAWISIT OT �A�
STOTY� TO GOWORQT O DISPERSII WOLN� w �TOM SLU�AE GARMONI�ESKIE
SOSTAWLQ��IE SIGNALA SME�A�TSQ DRUG OTNOSITELXNO DRUGA� W REZULX�
TATE �EGO PROFILX SIGNALA ISKAVAETSQ�

o�EWIDNO� �TO ESLI URAWNENIE NE DOPUSKAET RE�ENIJ W WIDE WOLN
PROIZWOLXNOJ FORMY� TO FAZOWAQ SKOROSTX GARMONI�ESKOJ WOLNY ZAWI�
SIT OT �ASTOTY� T� E� IMEET MESTO DISPERSIQ�

pOKAVEM� �TO DLQ URAWNENIQ ���� IMEET MESTO DISPERSIQ PRI c �� ��

pODSTAWLQQ W ���� u � ei ��t�kx�� POLU�AEM URAWNENIE� SWQZYWA��EE �
I k	

�� � a�k� � c � ��

oTS�DA SLEDUET� �TO FAZOWAQ SKOROSTX

v �
�

k
�

�p
�� � c

a

ZAWISIT OT �ASTOTY� pRI USLOWII c � �� T� E� DLQ URAWNENIQ KOLEBA�
NIJ STRUNY utt � a�uxx� v � a NE ZAWISIT OT �ASTOTY I DISPERSIQ
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OTSUTSTWUET� uSLOWIE c � � NAZYWA�T TAKVE USLOWIEM OTSUTSTWIQ IS�
KAVENIQ�

w KA�ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM TELEGRAFNOE URAWNENIE �SM� x ��
P� ��

ixx � CL itt � �CR� LG� it �GR i�

pOLAGAQ i � ue��t� GDE � � ��� �CR � LG���CL�� POLU�AEM DLQ u
URAWNENIE

uxx � CLutt � �c u�

GDE �c � � �CR� LG�����CL�� oTS�DA WIDNO� �TO PRI CR �� LG SIG�
NAL PO KABEL� RASPROSTRANQETSQ S ISKAVENIEM� TAK KAK IMEET MESTO
DISPERSIQ WOLN� uSLOWIE

CR � LG� ILI
R

L
�

G

C
�

NAZYWAETSQ USLOWIEM OTSUTSTWIQ ISKAVENIQ W LINII� w �TOM SLU�AE
TELEGRAFNOE URAWNENIE DOPUSKAET RE�ENIE W WIDE ZATUHA��EJ WOLNY	

i �x� t� � e�
t f �x� at�� � �
R

L
�

G

C
� a �

�p
LC

�

GDE f
 PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ�
oTSUTSTWIE ISKAVENIQ WOLN PRI IH RASPROSTRANENII PO KABEL�

IMEET OSOBO WAVNOE ZNA�ENIE DLQ TELEFONNOJ I TELEGRAFNOJ SWQZI NA
BOLX�IH RASSTOQNIQH�

�� iNTEGRALXNOE URAWNENIE KOLEBANIJ� pRI WYWODE DIFFERENCI�
ALXNOGO URAWNENIQ KOLEBANIJ ��� W x � MY ISHODILI IZ ZAKONA SOHRANENIQ
KOLI�ESTWA DWIVENIQ� KOTORYJ PRIWEL NAS K URAWNENI� KOLEBANIJ W INTE�
GRALXNOJ FORME ���� dLQ TOGO �TOBY OT INTEGRALXNOGO URAWNENIQ PEREJTI K
DIFFERENCIALXNOMU� MY PREDPOLOVILI� �TO FUNKCIQ u �x� t� IMEET WTORYE
PROIZWODNYE� wSQKOE PREDPOLOVENIE OB OGRANI�ENII KLASSA RASSMATRIWAE�
MYH FUNKCIJ NEKOTORYM SWOJSTWOM OZNA�AET OTKAZ OT IZU�ENIQ FUNKCIJ�
NE OBLADA��IH PREDPOLAGAEMYM SWOJSTWOM� tAKIM OBRAZOM� PEREHODQ OT
INTEGRALXNOGO URAWNENIQ KOLEBANIJ K DIFFERENCIALXNOMU� MY ISKL��A�
EM IZ RASSMOTRENIQ PROCESSY KOLEBANIJ� NE UDOWLETWORQ��IH TREBOWANI�
DWUKRATNOJ DIFFERENCIRUEMOSTI�

pOKAVEM� �TO WS� TEORI� MOVNO RAZWITX W KLASSE NEPRERYWNYH
KUSO�NO�DIFFERENCIRUEMYH FUNKCIJ� ISHODQ IZ INTEGRALXNOGO URAWNENIQ
KOLEBANIJ

x�Z
x�

��
�u

�t

�
t�
�

�
�u

�t

�
t�

�
�d� �

t�Z
t�

��
k
�u

�x

�
x�
�

�
k
�u

�x

�
x�

�
d� �

x�Z
x�

t�Z
t�

F d� d��

����
�TOMU URAWNENI� MOVNO PRIDATX SLEDU��U� FORMU� rASSMOTRIM W PLOSKO�
STI �x� t� OBLASTX G� OGRANI�ENNU� KUSO�NO�GLADKOJ KRIWOJ C� I POKAVEM�
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�TO DLQ �TOJ OBLASTI IMEET MESTO INTEGRALXNOE SOOTNO�ENIEZ
C

�
�
�u

�t
dx � k

�u

�x
dt
�

�

Z Z
G

F dxdt � �� ����

dLQ ODNORODNOJ SREDY �TA FORMULA PRINIMAET WIDZ
C

�
�u

�t
dx� a�

�u

�x
dt
�

�

Z Z
G

f dx dt � �

�
f �

F

�

�
� �����

eSLI KRIWAQ C QWLQETSQ KONTUROM PRQMOUGOLXNIKA SO STORONAMI� PARAL�
LELXNYMI OSQM KOORDINAT� TO FORMULA ���� SOWPADAET S FORMULOJ �����
eSLI KRIWAQ C SOSTOIT IZ KUSKOW� PARALLELXNYH OSQM� TO OBLASTX G MOV�

rIS� �


NO PREDSTAWITX KAK SUMMU PRQMOUGOLX�
NIKOW� sUMMIRUQ KONTURNYE INTEGRALY�
SOOTWETSTWU��IE OTDELXNYM SLAGAEMYM�
MY POLU�IM� �TO SLAGAEMYE� OTNOSQ�IESQ
K WNUTRENNIM GRANICAM� WZAIMNO UNI�TO�
VA�TSQ� TAK KAK INTEGRIROWANIE PROIZ�
WODITSQ W PROTIWOPOLOVNYH NAPRAWLENI�
QH� A OSTA��IESQ SLAGAEMYE DADUT FOR�
MULU ����� pUSTX� DALEE� KRIWAQ C SO�
DERVIT DUGI �C� NE PARALLELXNYE OSQM
I NE QWLQ��IESQ LINIQMI RAZRYWA PO�
DYNTEGRALXNOJ FUNKCII� wOZXMEM SETKU
SO STORONAMI� PARALLELXNYMI OSQM KOOR�

DINAT� I RASSMOTRIM Q�EJKI SETKI� PERESEKA��IESQ S OBLASTX� G� oBOZNA�
�IM �EREZ G� SOWOKUPNOSTX �TIH Q�EEK I �EREZ C� 	 GRANICU OBLASTI G��
fORMULA ���� PRIMENIMA K G�� pEREHODQ K PREDELU PRI UMENX�A��IHSQ
RAZMERAH SETKI� NETRUDNO UBEDITXSQ W SPRAWEDLIWOSTI FORMULY ���� DLQ
PREDELXNOJ KRIWOJ C�

w SAMOM DELE� PERWOE SLAGAEMOE FORMULY ����� PRIMENENNOJ K OBLASTI
G�� SOSTOIT IZ SLAGAEMYH TIPAZ

�Cn

� �x� t�dx ILI

Z
�Cn

� �x� t�dt�

GDE � �x� t� 	NEPRERYWNAQ FUNKCIQ I �Cn 	 DUGA KONTURA C�� APPROKSIMI�

RU��AQ DUGU �C �RIS� �
��

pUSTX t � tn �x� 	 URAWNENIE LOMANOJ �Cn I t � t �x� 	URAWNENIE KRI�

WOJ �C� o�EWIDNO� �TO tn �x� RAWNOMERNO SHODITSQ K t �x� I

lim
n��

bZ
a

� �x� tn �x�� dx �

bZ
a

� �x� t �x��dx�

�TO I DOKAZYWAET ZAKONNOSTX PREDELXNOGO PEREHODA ���

�� pOSKOLXKU dx � � NA WERTIKALXNYH ZWENXQH LOMANOJ �Cn� TO W �TOJ
FORMULE t � tn �x� ESTX URAWNENIE GORIZONTALXNYH ZWENXEW KRIWOJ Cn�
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eSLI KRIWAQ C SODERVIT DUGI� QWLQ��IESQ LINIQMI RAZRYWA PODYN�
TEGRALXNOJ FUNKCII� TO FORMULA ���� SOHRANQET SILU� ESLI BRATX W KA�ESTWE
ZNA�ENIJ PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII EE PREDELXNYE ZNA�ENIQ S WNUTRENNEJ
STORONY OBLASTI G� tAKIM OBRAZOM� SPRAWEDLIWOSTX INTEGRALXNOJ FORMULY
���� DOKAZANA�

rASSMOTRIM SLEDU��U� ZADA�U�
nAJTI FUNKCI� u �x� t�� OPREDELENNU� I KUSO�NO�GLADKU� W OBLASTI

�� 	 x 	�� t � �� UDOWLETWORQ��U� URAWNENI�Z
C

�
�u

�t
dx� a�

�u

�x
dt
�

�

Z Z
G

f �x� t� dxdt � � �����

I NA�ALXNYM USLOWIQM

u �x� �� � � �x��

ut �x� �� � � �x��

GDE ��x� �KUSO�NO�GLADKAQ FUNKCIQ� A FUNKCII ��x� I f�x� t� KUSO�NO�
NEPRERYWNY� zDESX C 	 PROIZWOLXNYJ KUSO�NO�GLADKIJ KONTUR� LEVA�IJ

rIS� �� rIS� ��

W OBLASTI t � �� pOKAVEM� �TO �TA ZADA�A IMEET EDINSTWENNOE RE�ENIE�
OPREDELQEMOE FORMULOJ dALAMBERA�

dOPUSTIM� �TO FUNKCIQ u �x� t� PREDSTAWLQET RE�ENIE NA�EJ ZADA�I�
rASSMOTRIM TREUGOLXNIK ABM �RIS� ���� PRIMYKA��IJ K OSI t � �� S WER�
�INOJ W TO�KE M �x� t�� SO STORONAMI� QWLQ��IMISQ OTREZKAMI HARAKTE�
RISTIK x� at � const I x � at � const� I PRIMENIM K NEMU FORMULU ������
wDOLX OTREZKA AM IMEET MESTO RAWENSTWO dx�dt � a� TAK �TO

�u

�t
dx� a�

�u

�x
dt � a

�
�u

�t
dt �

�u

�x
dx

�
� adu�

wDOLX OTREZKA MB IMEET MESTO RAWENSTWO
dx

dt
� �a� TAK �TO

�u

�t
dx � a�

�u

�x
dt � � a

�
�u

�t
dt �

�u

�x
dx

�
� �a du�

sLEDOWATELXNO� PODYNTEGRALXNOE WYRAVENIE WDOLX HARAKTERISTIK QWLQETSQ
POLNYM DIFFERENCIALOM� pROIZWODQ INTEGRIROWANIE WDOLX OTREZKOW BM

� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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I MA� POLU�AEM
MZ
B

�
�u

�t
dx� a�

�u

�x
dt
�

� �a �u �M�� u �B���

AZ
M

�
�u

�t
dx� a�

�u

�x
dt
�

� a �u �A�� u �M���

TAK �TO FORMULA ����� PRINIMAET WID

u �M� �
u �B� � u �A�

�
�

�

�a

BZ
A

�u

�t
dx �

�

�a

Z Z
ABM

f dxdt�

ILI

u �x� t� �
� �x� at� � � �x� at�

�
�

�
�

�a

x�atZ
x�at

� ��� d� �
�

�a

tZ
�

d�

x�a �t���Z
x�a �t���

f ��� ��d�� ����

tAKIM OBRAZOM� ESLI RE�ENIE POSTAWLENNOJ ZADA�I SU�ESTWUET� TO ONO ODNO�
ZNA�NO OPREDELQETSQ SWOIMI NA�ALXNYMI ZNA�ENIQMI� w SLU�AE ODNORODNOGO
URAWNENIQ �f � �� �TA FORMULA SOWPADAET S FORMULOJ dALAMBERA� oTS�DA
SLEDUET TEOREMA EDINSTWENNOSTI DLQ RASSMATRIWAEMOJ ZADA�I�

s POMO�X� NEPOSREDSTWENNOJ PODSTANOWKI NETRUDNO UBEDITXSQ� �TO
FUNKCIQ TIPA

u �x� t� � f� �x� at� � f� �x� at� �

tZ
�

d�

x�a �t���Z
x�a �t���

f� ��� ��d��

GDE f� I f� 	 KUSO�NO�GLADKIE FUNKCII� A f� 	KUSO�NO�NEPRERYWNAQ FUNK�
CIQ� UDOWLETWORQET URAWNENI� ����� A TEM SAMYM I URAWNENI� ������ �TO
DOKAZYWAET TEOREMU SU�ESTWOWANIQ� rE�ENIQ ZADA�� RASSMOTRENNYH W P� � W
KA�ESTWE PRIMEROW� QWLQ�TSQ KUSO�NO�GLADKIMI FUNKCIQMI I OHWATYWA�TSQ
IZLOVENNOJ TEORIEJ�

oBRATIMSQ TEPERX K PERWOJ KRAEWOJ ZADA�E NA POLUOGRANI�ENNOJ PRQ�
MOJ� bUDEM ISKATX RE�ENIE URAWNENIQ ���� W NEKOTOROJ TO�KE M �x� t� DLQ
t � x�a �RIS� ���� tAK KAK W OBLASTI t 	 x�a �POD HARAKTERISTIKOJ x �
� at� WLIQNIE GRANI�NOGO REVIMA NE SKAZYWAETSQ� TO RE�ENIE OPREDELQETSQ
FORMULOJ ����� pRIMENIM FORMULU ����� K �ETYREHUGOLXNIKU MAA�B� W
KOTOROM MA� MB I AA� 	 OTREZKI HARAKTERISTIK� wYPOLNQQ INTEGRIRO�
WANIE WDOLX HARAKTERISTIK MA� AA� I BM � POLU�AEM

�au �M� � �au �A� � au �B�� au �A�� �

BZ
A�

�u

�t
dx�

Z Z
MAA�B

f dx dt�



x �� metod rasprostranq
�ihsq woln ��

pODSTAWIW S�DA KOORDINATY TO�EK M � A� B I A�� BUDEM IMETX

u �x� t� � u
�

�� t� x

a

�
�
u �x � at� ��� u �at� x� ��

�
�

�
�

�a

x�atZ
at�x

�u

�t

����
t��

dx �
�

�a

tZ
�

d�

x�a �t���Z
jx�a �t���j

f ��� ��d��

ILI

u �x� t� � �
�
t� x

a

�
�
� �x� at�� � �at� x�

�
�

�
�

�a

x�atZ
at�x

� ���d� �
�

�a

tZ
�

d�

x�a �t���Z
jx�a �t���j

f ��� ��d�
�
t �

x

a

�
� ����

iZ ���� NEPOSREDSTWENNO SLEDUET EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ RASSMATRIWAEMOJ
ZADA�I�

pRI f � � �TA FORMULA� KAK NETRUDNO ZAMETITX� SOWPADAET S FORMULOJ
��� x �� P� �� aNALOGI�NYM SPOSOBOM IZU�AETSQ I WTORAQ KRAEWAQ ZADA�A� A
TAKVE ZADA�I DLQ OGRANI�ENNOGO OTREZKA�

pRI IZU�ENII PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I MY WIDELI� �TO ZADANIQ DWUH NA�
�ALXNYH USLOWIJ

u �x� �� � � �x�� ut �x� �� � � �x�

I ODNOGO GRANI�NOGO USLOWIQ

u ��� t� � � �t�

DOSTATO�NO DLQ POLNOGO OPREDELENIQ RE�ENIQ� oTS�DA SLEDUET� �TO DOLVNO
SU�ESTWOWATX SOOTNO�ENIE� SWQZYWA��EE FUNKCII �� �� � I �� GDE � �t� �
� ux ��� t�� dIFFERENCIRUQ FORMULU ���� PO x I POLAGAQ x � �� POLU�AEM

� �t� �
�

a
f� �at�� ��� �t�� a�� �at�� g� ����

GDE DLQ PROSTOTY POLOVENO f � �� pOLXZUQSX FORMULOJ ����� MOVNO� NAPRI�
MER� TRETX� KRAEWU� ZADA�U SWESTI K PERWOJ KRAEWOJ ZADA�E�

��� rASPROSTRANENIE RAZRYWOW WDOLX HARAKTERISTIK� oBRATIM�
SQ K RASSMOTRENI� RAZRYWOW PROIZWODNYH RE�ENIJ URAWNENIQ ����� pOKA�

rIS� ��

VEM� �TO LINIQMI RAZRYWA PROIZWODNYH FUNK�
CIJ u �x� t�� UDOWLETWORQ��IH URAWNENI� �����
MOGUT BYTX TOLXKO LINII SEMEJSTW HARAKTERI�
STIK

x� at � const� x � at � const�

w SAMOM DELE� PUSTX NEKOTORAQ DIFFERENCIRUE�
MAQ KRIWAQ� OPREDELQEMAQ URAWNENIEM

x � x �t��

QWLQETSQ LINIEJ RAZRYWA PROIZWODNYH NEPRE�
RYWNOJ� KUSO�NO�DIFFERENCIRUEMOJ FUNKCII u �x� t�� pREDPOLOVIM DLQ

��
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OPREDELENNOSTI� �TO x �t� 	 WOZRASTA��AQ FUNKCIQ� pRIMENIM FORMULU
����� K PRQMOUGOLXNIKU ABCD �RIS� ����Z

BA�AD

�
�u

�t
dx� a�

�u

�x
dt
�

�

Z
DC�CB

�
�u

�t
dx� a�

�u

�x
dt
�

� ��

A TAKVE K KRIWOLINEJNYM TREUGOLXNIKAM �� � BAD I �� � BDC�Z
BA�AD

�
�u

�t
dx� a�

�u

�x
dt
�

�

Z
DB

�
�u

�t
x� � a�

�u

�x

�
�
dt � ��

Z
DC�CB

�
�u

�t
dx � a�

�u

�x
dt
�
�

Z
DB

�
�u

�t
x� � a�

�u

�x

�
�
dt � ��

GDE SKOBKI � ���� POKAZYWA�T� �TO NADO BRATX PREDELXNYE ZNA�ENIQ IZNUTRI
TREUGOLXNIKOW �� ILI ��� wY�ITAQ IZ SUMMY POSLEDNIH DWUH RAWENSTW
PRED�ESTWU��EE� POLU�IMZ

DB

n�
�u

�t
x� � a�

�u

�x

�
�
�

�
�u

�t
x� � a�

�u

�x

�
�

o
dt � ��

ILI� W SILU PROIZWOLXNOJ MALOSTI DUGI DB�h
�u

�t

i
x� � a�

h
�u

�x

i
� �� ����

GDE� KAK OBY�NO� SKOBKAMI OBOZNA�AETSQ WELI�INA RAZRYWA FUNKCII�

�f � � f� � f��

wOZXMEM PROIZWODNU� PO t OT ZNA�ENIQ FUNKCII u �x� t� WDOLX LINII
RAZRYWA PROIZWODNYH�

d

dt
u �x �t�� t� �

�
�u

�x

�
i
x� �

�
�u

�t

�
i

�i � �� ���

PRI�EM W KA�ESTWE ZNA�ENIQ PROIZWODNYH MOVNO BRATX PREDELXNYE ZNA�ENIQ
KAK IZ ��� TAK I IZ ��� rAZNOSTX PRAWYH �ASTEJ PRI i � � I i � � DAETh

�u

�t

i
� x�

h
�u

�x

i
� ��

sOPOSTAWLQQ �TO RAWENSTWO S RAWENSTWOM ���� I PREDPOLAGAQ� �TO PO KRAJ�

NEJ MERE ODIN IZ RAZRYWOW
h
�u

�t

i
�
h
�u

�x

i
OTLI�EN OT NULQ� WIDIM� �TO �TI

RAWENSTWA WOZMOVNY ODNOWREMENNO� ESLI DETERMINANT �TOJ SISTEMY RAWEN
NUL�� ����x� a�

� x�

���� � �x��� � a� � ��

ILI

x � �at � const�



x �� metod rasprostranq
�ihsq woln ��

tAKIM OBRAZOM� LINII RAZRYWA PROIZWODNYH RE�ENIQ URAWNENIQ KOLEBANIJ
QWLQ�TSQ HARAKTERISTIKAMI�

zA D A � I

�� nA�ERTITX PROFILX STRUNY DLQ RAZLI�NYH MOMENTOW WREMENI W SLE�
DU��IH SLU�AQH�

I� nE O G R A N I� E NN A Q S TR UNA ��� 	 x 	���
A� NA�ALXNAQ SKOROSTX RAWNA NUL� �� �x� � ��� A NA�ALXNYJ PROFILX

STRUNY ZADAN W WIDE RIS� ���
B� NA�ALXNOE OTKLONENIE RAWNO NUL�� A NA�ALXNAQ SKOROSTX IMEET PO�

STOQNNOE ZNA�ENIE ut �x� �� � �� NA U�ASTKE STRUNY �x�� x�� I RAWNA NUL�
WNE �TOGO U�ASTKA�

W� NA�ALXNYE USLOWIQ IME�T WID

� �x� � ��

� �x� �

���������
� PRI x 	 c�

h

�c�
x ��c � x� PRI c 	 x 	 �c�

� PRI x � �c�

II� pO LUO G R A N I� E NN A Q S TRU NA �� � x 	���
G� NA�ALXNAQ SKOROSTX RAWNA NUL� �� �x� � ��� A NA�ALXNOE OTKLONE�

NIE ZADANO W WIDE TREUGOLXNIKA� IZOBRAVENNOGO NA RIS� ��� kONEC STRUNY
ZAKREPLEN�

D� TA VE ZADA�A DLQ STRUNY SO SWOBODNYM KONCOM x � ��
E� NA�ALXNYE USLOWIQ IME�T WID

� �x� � �� � �x� �

���
� PRI � 	 x 	 c�

�� � const PRI c 	 x 	 �c�

� PRI x � �c�

KONEC STRUNY x � � ZAKREPLEN�
V� ANALOGI�NAQ ZADA�A DLQ STRUNY SO SWOBODNYM KONCOM x � ��
pROFILX STRUNY DLQ WSEH ZADA� �A	V SLEDUET NA�ERTITX DLQ MOMEN�

rIS� ��

TOW WREMENI

t� � �� tk �
c

�a
k �k � �� �� � � � � ���

oTMETITX DLQ ZADA� �A	V NA FAZOWOJ PLOSKOSTI
�x� t� ZONY� SOOTWETSTWU��IE RAZLI�NYM STADIQM
PROCESSA�

�� nAJTI RE�ENIE ZADA�I �A DLQ WSEH ZNA�ENIJ
PEREMENNYH x I t �FORMULY� WYRAVA��IE FUNKCI� u �x� t�� RAZLI�NY DLQ
RAZNYH ZON FAZOWOJ PLOSKOSTI��

� oPREDELITX OTKLONENIE W NEKOTOROJ TO�KE x�� t�� POLXZUQSX FAZOWOJ
PLOSKOSTX� �x� t� I PLOSKOSTX� �x� u�� W KOTOROJ �RIS� ��� ZADANY NA�ALX�
NYE OTKLONENIQ �� � ��� KAK DLQ SLU�AQ NEOGRANI�ENNOJ STRUNY� TAK I DLQ
SLU�AQ POLUOGRANI�ENNOJ STRUNY S ZAKREPLENNYM �ILI SWOBODNYM� KONCOM�
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�� w NA�ALE DLINNOJ CILINDRI�ESKOJ TRUBKI� ZAPOLNENNOJ GAZOM� NA�
HODITSQ POR�ENX� DWIVU�IJSQ PO PROIZWOLXNOMU ZAKONU x � f �t� SO SKORO�
STX� v � f � �t� 	 a� nA�ALXNOE SME�ENIE I SKOROSTX �ASTIC GAZA RAWNY NU�

rIS� ��

L�� nAJTI SME�ENIE GAZA W SE�ENII
S ABSCISSOJ x� rASSMOTRETX SLU�AJ
DWIVENIQ POR�NQ S POSTOQNNOJ SKO�
ROSTX� c 	 a� �TO MOVNO SKAZATX O
RE�ENII ZADA�I� ESLI NA�INAQ S NE�
KOTOROGO MOMENTA SKOROSTX POR�NQ
v � a� �SM� pRILOVENIE IV K GL� II��

�� pUSTX PO NEOGRANI�ENNOJ
STRUNE BEVIT WOLNA u�x� t� �
� f�x� at�� sOSTOQNIE STRUNY W
MOMENT t � � PRINQTX ZA NA�ALXNOE

I RE�ITX URAWNENIE KOLEBANIJ PRI SOOTWETSTWU��IH NA�ALXNYH USLOWIQH�
sRAWNITX S ZADA�EJ �A�

�� nEOGRANI�ENNYJ UPRUGIJ STERVENX POLU�EN SOEDINENIEM W TO�KE x �
� � DWUH STERVNEJ S HARAKTERISTIKAMI

k�� ��� a� �
p
k���� PRI x 	 ��

k�� ��� a� �
p
k���� PRI x � ��

A� pUSTX IZ OBLASTI x 	 � BEVIT WOLNA

u �x� t� � f
�
t� x

a

�
�

GDE f 	 ZADANNAQ FUNKCIQ� nAJTI KO�FFICIENTY OTRAVENIQ I PRELOMLENIQ
WOLNY PRI PROHOVDENII �EREZ TO�KU STYKA �x � ��� uSTANOWITX� PRI KAKIH
USLOWIQH OTRAVENNAQ WOLNA OTSUTSTWUET�

B� rE�ITX ANALOGI�NU� ZADA�U� ESLI ZADANO LOKALXNOE NA�ALXNOE OT�
KLONENIE

u �x� �� �

���
� PRI x 	 x��

� �x� PRI x� 	 x 	 x� 	 ��

� PRI x � x��

A NA�ALXNAQ SKOROSTX RAWNA NUL��
�� pUSTX W NEKOTOROJ TO�KE STRUNY x � x� PODWE�EN GRUZ MASSY M I

IZ OBLASTI x 	 � BEVIT WOLNA

u �x� t� � f
�
t� x

a

�
�

nAJTI WYRAVENIQ DLQ PRELOMLENNOJ I OTRAVENNOJ WOLN�
�� pOLUOGRANI�ENNAQ TRUBKA �x � ��� ZAPOLNENNAQ IDEALXNYM GAZOM�

IMEET NA ODNOM KONCE� x � �� SWOBODNO PEREME�A��IJSQ POR�ENX MASSY
M � w MOMENT WREMENI t � � POR�N� PRI POMO�I UDARA SOOB�A�T NA�ALX�
NU� SKOROSTX v�� iSSLEDOWATX PROCESS RASPROSTRANENIQ WOLNY W GAZE� ESLI
IZWESTNO� �TO NA�ALXNYE OTKLONENIQ I NA�ALXNAQ SKOROSTX �ASTIC GAZA RAW�
NY NUL��

uKAZANIE� rASSMOTRETX RE�ENIE URAWNENIQ KOLEBANIJ W OBLASTI x � ��
iSPOLXZOWATX GRANI�NOE USLOWIE

M utt ��� t� � S�p� ux ��� t�



x �� metod razdeleniq peremennyh ��

�p� 	 NA�ALXNOE DAWLENIE GAZA� S 	PLO�ADX POPERE�NOGO SE�ENIQ TRUBKI�
� � cp�cv� I NA�ALXNYE USLOWIQ NA GRANICE u ��� �� � �� ut ��� �� � v��

�� bESKONE�NAQ STRUNA� IME��AQ W TO�KE x � � SOSREDOTO�ENNU� MASSU
M � NAHODITSQ W POLOVENII RAWNOWESIQ� w NA�ALXNYJ MOMENT WREMENI t � �
UDAROM MOLOTO�KA MASSE M SOOB�AETSQ NA�ALXNAQ SKOROSTX v�� dOKAZATX�
�TO W MOMENT WREMENI t � � WOZMU�ENNAQ STRUNA IMEET WID� UKAZANNYJ NA
RIS� ��� GDE u� �x� t� I u� �x� t� OPREDELQ�TSQ FORMULAMI

u� �x� t� �

���
Mav�

�T

h
�� exp

�
�T

Ma�
�x� at�

�i
PRI x� at 	 �
�PRQMAQ WOLNA��

� PRI x� at � ��

u� �x� t� �

���
Mav�

�T

h
� � exp

�
� �T

Ma�
�x� at�

�i
PRI x� at 	 �
�OBRATNAQ WOLNA��

� PRI x� at � ��

uKAZANIE� wOSPOLXZOWATXSQ USLOWIEM

M
��u�
�t�

��� t� � M
��u�
�t�

��� t� � T
�u�
�x

��� t�� T
�u�
�x

��� t��

��� rE�ITX ZADA�U O RASPROSTRANENII �LEKTRI�ESKIH KOLEBANIJ W BES�
KONE�NOM PROWODE PRI USLOWII

G

C
�

R

L
I PRI PROIZWOLXNYH NA�ALXNYH USLOWIQH�

��� nAJTI RE�ENIE INTEGRALXNOGO URAWNENIQ KOLEBANIJ DLQ POLUOGRA�
NI�ENNOJ STRUNY PRI GRANI�NYH USLOWIQH ��GO RODA �SM� P� ���

��� nA KONCE x � � POLUOGRANI�ENNOGO STERVNQ UKREPLENA MEMBRANA�
OKAZYWA��AQ SOPROTIWLENIE PRODOLXNYM KOLEBANIQM STERVNQ� PROPORCI�
ONALXNOE SKOROSTI ut ��� t�� iSSLEDOWATX PROCESS KOLEBANIQ� ESLI ZADANY
NA�ALXNYE SME�ENIQ I ut �x� �� � � �x� � ��

xxxxxxxxx �� mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH
�� uRAWNENIE SWOBODNYH KOLEBANIJ STRUNY� mETOD R A Z�

D EL E N I Q P ER EM E N NYH� ILI M E TOD fUR X E� QWLQETSQ ODNIM IZ
NAIBOLEE RASPROSTRANENNYH METODOW RE�ENIQ URAWNENIJ S �ASTNYMI
PROIZWODNYMI� iZLOVENIE �TOGO METODA MY PROWEDEM DLQ ZADA�I O KO�
LEBANIQH STRUNY� ZAKREPLENNOJ NA KONCAH� rE�ENIE UKAZANNOJ ZADA�I
MY RASSMOTRIM S IS�ERPYWA��EJ PODROBNOSTX� I PRI DALXNEJ�EM IZ�
LOVENII KURSA BUDEM SSYLATXSQ NA �TOT PARAGRAF� OPUSKAQ POWTORENIQ
DOKAZATELXSTW�

iTAK� BUDEM ISKATX RE�ENIE URAWNENIQ

utt � a�uxx� ���

UDOWLETWORQ��EE ODNORODNYM GRANI�NYM USLOWIQM

u ��� t� � �� u �l� t� � � ���
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I NA�ALXNYM USLOWIQM

u �x� �� � � �x��

ut �x� �� � � �x��

�
���

uRAWNENIE ��� LINEJNO I ODNORODNO� PO�TOMU SUMMA �ASTNYH RE�ENIJ
TAKVE QWLQETSQ RE�ENIEM �TOGO URAWNENIQ� iMEQ DOSTATO�NO BOLX�OE
�ISLO �ASTNYH RE�ENIJ� MOVNO POPYTATXSQ PRI POMO�I SUMMIROWA�
NIQ IH S NEKOTORYMI KO�FFICIENTAMI NAJTI ISKOMOE RE�ENIE�

pOSTAWIM O S N O WN U� W S P OM O G AT E L XN U� Z AD A� U�
nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ

utt � a�uxx�

NE RAWNOE TOVDESTWENNO NUL�� UDOWLETWORQ��EE ODNORODNYM GRA�
NI�NYM USLOWIQM

u ��� t� � ��

u �l� t� � �

�
���

I PREDSTAWIMOE W WIDE PROIZWEDENIQ

u �x� t� � X �x�T �t�� ���

GDE X �x��FUNKCIQ TOLXKO PEREMENNOGO x� T �t��FUNKCIQ TOLXKO
PEREMENNOGO t�

pODSTAWLQQ PREDPOLAGAEMU� FORMU RE�ENIQ ��� W URAWNENIE ����
POLU�IM

X �� T �
�

a�
T ��X�

ILI� POSLE DELENIQ NA XT �

X �� �x�
X �x�

�
�

a�
T �� �t�
T �t�

� ���

	TOBY FUNKCIQ ��� BYLA RE�ENIEM URAWNENIQ ���� RAWENSTWO ���
DOLVNO UDOWLETWORQTXSQ TOVDESTWENNO� T� E� DLQ WSEH ZNA�ENIJ NEZA�
WISIMYH PEREMENNYH � � x � l� t 
 �� pRAWAQ �ASTX RAWENSTWA ���
QWLQETSQ FUNKCIEJ TOLXKO PEREMENNOGO t� A LEWAQ
TOLXKO x� fIK�
SIRUQ� NAPRIMER� NEKOTOROE ZNA�ENIE x I MENQQ t �ILI NAOBOROT��
POLU�IM� �TO PRAWAQ I LEWAQ �ASTI RAWENSTWA ��� PRI IZMENENII SWOIH
ARGUMENTOW SOHRANQ�T POSTOQNNOE ZNA�ENIE

X �� �x�
X �x�

�
�

a�
T �� �t�
T �t�

� ��� ���

GDE �
 POSTOQNNAQ� KOTORU� DLQ UDOBSTWA POSLEDU��IH WYKLADOK BE�
REM SO ZNAKOM �MINUS�� NI�EGO NE PREDPOLAGAQ PRI �TOM O EE ZNAKE�



x �� metod razdeleniq peremennyh ��

iZ SOOTNO�ENIQ ��� POLU�AEM OBYKNOWENNYE DIFFERENCIALXNYE
URAWNENIQ DLQ OPREDELENIQ FUNKCIJ X �x� I T �t�	

X �� �x� � �X �x� � �� X �x� �� �� ���

T �� �t� � a��T �t� � �� T �t� �� �� ���

gRANI�NYE USLOWIQ ��� DA�T

u ��� t� � X ���T �t� � ��

u �l� t� � X �l�T �t� � ��

oTS�DA SLEDUET� �TO FUNKCIQ X �x� DOLVNA UDOWLETWORQTX DOPOLNI�
TELXNYM USLOWIQM

X ��� � X �l� � �� ����

TAK KAK INA�E MY IMELI BY

T �t� � � I u �x� t� � ��

W TO WREMQ KAK ZADA�A SOSTOIT W NAHOVDENII NETRIWIALXNOGO RE�E�
NIQ� dLQ FUNKCII T �t� W OSNOWNOJ WSPOMOGATELXNOJ ZADA�E NIKAKIH
DOPOLNITELXNYH USLOWIJ NET�

tAKIM OBRAZOM� W SWQZI S NAHOVDENIEM FUNKCII X �x� MY PRIHO�
DIM K PROSTEJ�EJ Z AD A � E O S O B S T W E N NYH Z N A� E N I QH�

nAJTI TE ZNA�ENIQ PARAMETRA �� PRI KOTORYH SU�ESTWU�T NE�
TRIWIALXNYE RE�ENIQ ZADA�I

X �� �x� � �X �x� � ��

X ��� � X �l� � ��

�
����

A TAKVE NAJTI �TI RE�ENIQ�
tAKIE ZNA�ENIQ PARAMETRA � NAZYWA�TSQ S O B S T W E N NYMI

ZN A� E N I QM I� A SOOTWETSTWU��IE IM NETRIWIALXNYE RE�ENIQ

S O B S T W E N NYMI FUN K C I QMI Z A D A � I ����� sFORMULIROWANNU�
TAKIM OBRAZOM ZADA�U �ASTO NAZYWA�T Z A D A� E J �TURMA 

lIUW I L LQ�

rASSMOTRIM OTDELXNO SLU�AI� KOGDA PARAMETR � OTRICATELEN� RA�
WEN NUL� ILI POLOVITELEN�

�� pRI � � � ZADA�A NE IMEET NETRIWIALXNYH RE�ENIJ� dEJSTWI�
TELXNO� OB�EE RE�ENIE URAWNENIQ ��� IMEET WID

X �x� � C�e
p�� x � C�e

�p��x�

gRANI�NYE USLOWIQ DA�T

X ��� � C� � C� � ��

X �l� � C�e
� � C�e

�� � � �� � l
p
����
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T� E�

C� � �C� I C� �e
� � e��� � ��

nO W RASSMATRIWAEMOM SLU�AE � DEJSTWITELXNO I POLOVITELXNO� TAK
�TO e� � e�� �� �� pO�TOMU

C� � �� C� � �

I� SLEDOWATELXNO�

X �x� � ��

�� pRI � � � TAKVE NE SU�ESTWUET NETRIWIALXNYH RE�ENIJ� dEJ�
STWITELXNO� W �TOM SLU�AE OB�EE RE�ENIE URAWNENIQ ��� IMEET WID

X �x� � C�x� C��

gRANI�NYE USLOWIQ DA�T

X ��� � �C�x� C��x�� � C� � ��

X �l� � C�l � ��

T� E� C� � � I C� � � I� SLEDOWATELXNO�

X �x� � ��

�� pRI � 
 � OB�EE RE�ENIE URAWNENIQ MOVET BYTX ZAPISANO W
WIDE

X �x� � D� cos
p
�x�D� sin

p
�x�

gRANI�NYE USLOWIQ DA�T

X ��� � D� � ��

X �l� � D� sin
p
�l � ��

eSLI X �x� NE RAWNO TOVDESTWENNO NUL�� TO D� �� �� PO�TOMU

sin
p
�l � �� ����

ILI
p
� �

�n

l
�

GDE n
 L�BOE CELOE �ISLO� sLEDOWATELXNO� NETRIWIALXNYE RE�ENIQ
ZADA�I ���� WOZMOVNY LI�X PRI ZNA�ENIQH

� � �n �
��n
l

��
�

�TIM SOBSTWENNYM ZNA�ENIQM SOOTWETSTWU�T SOBSTWENNYE FUNKCII

Xn �x� � Dn sin
�n

l
x�



x �� metod razdeleniq peremennyh ��

GDE Dn
 PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ�
iTAK� TOLXKO PRI ZNA�ENIQH �� RAWNYH

�n �
��n
l

��
� ����

SU�ESTWU�T NETRIWIALXNYE RE�ENIQ ZADA�I ����

Xn �x� � sin
�n

l
x� ����

OPREDELQEMYE S TO�NOSTX� DO PROIZWOLXNOGO MNOVITELQ� KOTORYJ MY
POLOVILI RAWNYM EDINICE� �TIM VE ZNA�ENIQM �n SOOTWETSTWU�T RE�
�ENIQ URAWNENIQ ���

Tn �t� � An cos
�n

l
at�Bn sin

�n

l
at� ����

GDE An I Bn
PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE�
wOZWRA�AQSX K ZADA�E ���
 ���� ZAKL��AEM� �TO FUNKCII

un �x� t� � Xn �x�Tn �t� �
�
An cos

�n

l
at�Bn sin

�n

l
at

�
sin

�n

l
x ����

QWLQ�TSQ �ASTNYMI RE�ENIQMI URAWNENIQ ���� UDOWLETWORQ��IMI
GRANI�NYM USLOWIQM ��� I PREDSTAWIMYMI W WIDE PROIZWEDENIQ ���
DWUH FUNKCIJ� ODNA IZ KOTORYH ZAWISIT TOLXKO OT x� DRUGAQ
 OT t�
�TI RE�ENIQ MOGUT UDOWLETWORITX NA�ALXNYM USLOWIQM ��� NA�EJ IS�
HODNOJ ZADA�I TOLXKO DLQ �ASTNYH SLU�AEW NA�ALXNYH FUNKCIJ � �x�
I � �x��

oBRATIMSQ K RE�ENI� ZADA�I ���
 ��� W OB�EM SLU�AE� w SILU
LINEJNOSTI I ODNORODNOSTI URAWNENIQ ��� SUMMA �ASTNYH RE�ENIJ

u �x� t� �

�X
n��

un �x� t� �

�X
n��

�
An cos

�n

l
at�Bn sin

�n

l
at

�
sin

�n

l
x ����

TAKVE UDOWLETWORQET DANNOMU URAWNENI� I GRANI�NYM USLOWIQM ����
nA �TOM WOPROSE MY PODROBNEE OSTANOWIMSQ NESKOLXKO POZVE �SM� P� �
�TOGO PARAGRAFA�� nA�ALXNYE USLOWIQ POZWOLQ�T OPREDELITX An I
Bn� pOTREBUEM� �TOBY FUNKCIQ ���� UDOWLETWORQLA USLOWIQM ���	

u �x� �� � � �x� �

�X
n��

un �x� �� �

�X
n��

An sin
�n

l
x�

ut �x� �� � � �x� �

�X
n��

un
t

�x� �� �

�X
n��

�n

l
aBn sin

�n

l
x�

�������������
����
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iZ TEORII RQDOW fURXE IZWESTNO� �TO PROIZWOLXNAQ KUSO�NO�NEPRERYW�
NAQ I KUSO�NO�DIFFERENCIRUEMAQ FUNKCIQ f �x�� ZADANNAQ W PROME�

VUTKE � � x � l� RAZLAGAETSQ W RQD fURXE ��

f �x� �

�X
n��

bn sin
�n

l
x� ����

GDE

bn �
�

l

lZ
�

f ��� sin
�n

l
� d�� ����

eSLI FUNKCII � �x� I � �x� UDOWLETWORQ�T USLOWIQM RAZLOVENIQ W
RQD fURXE� TO

� �x� �

�X
n��

�n sin
�n

l
x� �n �

�

l

lZ
�

� ��� sin
�n

l
� d�� ����

� �x� �

�X
n��

�n sin
�n

l
x� �n �

�

l

lZ
�

� ��� sin
�n

l
� d�� ����

sRAWNENIE �TIH RQDOW S FORMULAMI ���� POKAZYWAET� �TO DLQ WYPOL�
NENIQ NA�ALXNYH USLOWIJ NADO POLOVITX

An � �n� Bn �
l

�na
�n� ����

�� oBY�NO RASSMATRIWA�TSQ PERIODI�ESKIE FUNKCII S PERIODOM �l

F �x� �
a�
�

�

�X
n��

�
an cos

�n

l
x� bn sin

�n

l
x
�
�

an �
�

l

�lZ
�l

F ��� cos
�n

l
� d�� bn �

�

l

�lZ
�l

F ��� sin
�n

l
� d��

eSLI FUNKCIQ F �x� NE�ETNA� TO an � �� TAK �TO

F �x� �

�X
n��

bn sin
�n

l
x� bn �

�

l

�lZ
�l

F ��� sin
�n

l
� d� �

�

l

lZ
�

F ��� sin
�n

l
� d��

eSLI FUNKCIQ F �x� ZADANA TOLXKO W PROMEVUTKE ��� l�� TO MY MOVEM PRO�
DOLVITX EE NE�ETNO I WESTI RAZLOVENIE W PROMEVUTKE OT �l DO �l� �TO I
PRIWODIT NAS K FORMULAM ���� I ����� �sM�� bUDA K b� m�� fOMIN s� w�
kRATNYE INTEGRALY I RQDY� M�� ���
��



x �� metod razdeleniq peremennyh ��

�EM POLNOSTX� OPREDELQETSQ FUNKCIQ ����� DA��AQ RE�ENIE ISSLEDU�
EMOJ ZADA�I�

mY OPREDELILI RE�ENIE W WIDE BESKONE�NOGO RQDA ����� eSLI RQD
���� RASHODITSQ ILI FUNKCIQ� OPREDELQEMAQ �TIM RQDOM� NE QWLQETSQ
DIFFERENCIRUEMOJ� TO ON� KONE�NO� NE MOVET PREDSTAWLQTX RE�ENIE
NA�EGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ�

w NASTOQ�EM PUNKTE MY OGRANI�IMSQ FORMALXNYM POSTROENIEM
RE�ENIQ� wYQSNENIE USLOWIJ� PRI KOTORYH RQD ���� SHODITSQ I PRED�
STAWLQET RE�ENIE� BUDET PROWEDENO W P� ��

�� iNTERPRETACIQ RE�ENIQ� oBRATIMSQ TEPERX K INTERPRE�
TACII POLU�ENNOGO RE�ENIQ� fUNKCI� un �x� t� MOVNO PREDSTAWITX W
WIDE

un �x� t� �
�
An cos

�n

l
at�Bn sin

�n

l
at

�
sin

�n

l
x �

� �n cos
�n

l
a �t� 	n� sin

�n

l
x� ����

GDE

�n �
p
A�
n �B�

n�
�n

l
a	n � � arctg

Bn

An
� ����

kAVDAQ TO�KA STRUNY x� SOWER�AET GARMONI�ESKIE KOLEBANIQ

un �x�� t� � �n cos
�n

l
a �t� 	n� sin

�n

l
x�

S AMPLITUDOJ

�n sin
�n

l
x��

dWIVENIE STRUNY TAKOGO TIPA NAZYWAETSQ S T O Q� E J W OL N OJ� tO�KI

x � m
l

n
�m � �� �� � � � � n� ��� W KOTORYH sin

�n

l
x � �� W TE�ENIE WSE�

GO PROCESSA OSTA�TSQ NEPODWIVNYMI I NAZYWA�TSQ U Z L AMI STOQ�EJ

WOLNY un �x� t�� tO�KI x �
�m� �

�n
l �m � �� �� � � � � n� ��� W KOTORYH

sin
�n

l
x � ��� SOWER�A�T KOLEBANIQ S MAKSIMALXNOJ AMPLITUDOJ �n

I NAZYWA�TSQ P U� N O ST QMI STOQ�EJ WOLNY�
pROFILX STOQ�EJ WOLNY W L�BOJ MOMENT WREMENI PREDSTAWLQET

SINUSOIDU

un �x� t� � Cn �t� sin
�n

l
x�

GDE

Cn �t� � �n cos�n �t� 	n�
�
�n �

�n

l
a
�
�
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w MOMENTY WREMENI t� PRI KOTORYH cos�n �t� 	n� � ��� OTKLONENIQ
DOSTIGA�T MAKSIMALXNYH ZNA�ENIJ� A SKOROSTX DWIVENIQ RAWNA NUL��
w MOMENTY WREMENI t� PRI KOTORYH cos�n �t � 	n� � �� OTKLONENIQ
RAWNY NUL�� A SKOROSTX DWIVENIQ MAKSIMALXNA� 	ASTOTY KOLEBANIJ
WSEH TO�EK STRUNY ODINAKOWY I RAWNY

�n �
�n

l
a� ����

	ASTOTY �n NAZYWA�TSQ S O B S T W E N NYMI � A ST O TAMI KOLEBANIJ
STRUNY� dLQ POPERE�NYH KOLEBANIJ STRUNY a� � T�� I� SLEDOWATELX�
NO�

�n �
�n

l

s
T

�
� ����

�NERGIQ n�J STOQ�EJ WOLNY �n�J G A RM ON I K I� DLQ SLU�AQ POPE�
RE�NYH KOLEBANIJ STRUNY RAWNA

En �
�

�

lZ
�

	
�

�
un
t

��

� T

�
un
x

��


dx �

�
��n
�

lZ
�

�
���

n sin
� �n �t� 	n� sin

� �n

l
x�

� T
��n
l

��
cos� �n �t� 	n� cos

� �n

l
x

�
dx �

�
��n
�

l

�

�
���

n sin
� �n �t� 	n� � T

��n
l

��
cos� �n �t� 	n�

�
� ����

TAK KAK

lZ
�

sin�
�n

l
x dx �

lZ
�

cos�
�n

l
x dx �

l

�
�

pOLXZUQSX WYRAVENIEM DLQ �n� �n� A TAKVE RAWENSTWOM T � a��� PO�
LU�AEM

En �
���n�

�
n

�
l � ��

nM
A�
n �B�

n

�
� ����

GDE M � l�
MASSA STRUNY�
kOLEBANIQ STRUNY WOSPRINIMA�TSQ NAMI OBY�NO PO ZWUKU� IZDA�

WAEMOMU STRUNOJ� nE OSTANAWLIWAQSX NA PROCESSE RASPROSTRANENIQ KO�
LEBANIJ W WOZDUHE I WOSPRIQTIQ ZWUKOWYH KOLEBANIJ NA�IM UHOM� MOV�
NO SKAZATX� �TO ZWUK STRUNY QWLQETSQ NALOVENIEM �PROSTYH TONOW��
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SOOTWETSTWU��IH STOQ�IM WOLNAM� NA KOTORYE RAZLAGAETSQ KOLEBANIE�
�TO RAZLOVENIE ZWUKA NA PROSTYE TONY NE QWLQETSQ OPERACIEJ TOLXKO
MATEMATI�ESKOGO HARAKTERA� wYDELENIE PROSTYH TONOW MOVNO PROIZ�
WESTI �KSPERIMENTALXNO PRI POMO�I REZONATOROW�

wYSOTA TONA ZAWISIT OT �ASTOTY KOLEBANIJ� SOOTWETSTWU��IH
�TOMU TONU� sILA TONA OPREDELQETSQ EGO �NERGIEJ I� SLEDOWATELXNO�
EGO AMPLITUDOJ� sAMYJ NIZKIJ TON� KOTORYJ MOVET IZDAWATX STRU�

NA� OPREDELQETSQ SAMOJ NIZKOJ SOBSTWENNOJ �ASTOTOJ �� � ��l
p
T�� I

NAZYWAETSQ O S N O W NYM TO N OM STRUNY� oSTALXNYE TONY� SOOTWET�
STWU��IE �ASTOTAM� KRATNYM ��� NAZYWA�TSQ O B E R TON AMI� tEMBR
ZWUKA ZAWISIT OT PRISUTSTWIQ NARQDU S OSNOWNYM TONOM OBERTONOW I
OT RASPREDELENIQ �NERGII PO GARMONIKAM�

nIZ�IJ TON STRUNY I EE TEMBR ZAWISQT OT SPOSOBA WOZBUVDENIQ
KOLEBANIJ� dEJSTWITELXNO� SPOSOB WOZBUVDENIQ KOLEBANIJ OPREDELQET
NA�ALXNYE USLOWIQ ���

u �x� �� � � �x�� ut �x� �� � � �x��

�EREZ KOTORYE WYRAVA�TSQ KO�FFICIENTY An I Bn� eSLI A� � B� �
� �� TO NIZ�IM TONOM BUDET TON� SOOTWETSTWU��IJ �ASTOTE �n� GDE
n
 NAIMENX�EE �ISLO� DLQ KOTOROGO An I Bn OTLI�NY OT NULQ�

oBY�NO STRUNA IZDAET ODIN I TOT VE TON� w SAMOM DELE� PRIWE�
DEM STRUNU W KOLEBANIE� OTTQGIWAQ EE W ODNU STORONU I OTPUSKAQ BEZ
NA�ALXNOJ SKOROSTI� w �TOM SLU�AE

ut �x� �� � �� u �x� �� � � �x� 
 �

I

A� �
�

l

lZ
�

� ��� sin
�

l
� d� 
 ��

TAK KAK

sin
�

l
� 
 ��

sLEDU��IE KO�FFICIENTY� WOOB�E GOWORQ� ZNA�ITELXNO MENX�E

A�� TAK KAK FUNKCIQ sin
�n

l
� ZNAKOPEREMENNA PRI n � �� w �AST�

NOSTI� ESLI � �x� SIMMETRI�NA OTNOSITELXNO SEREDINY OTREZKA� TO
A� � �� tAKIM OBRAZOM� ESLI PRIWESTI STRUNU W KOLEBANIE� OTTQGIWAQ
EE W ODNU STORONU �� �x� 
 ��� TO NIZ�IM TONOM BUDET OSNOWNOJ TON
STRUNY� �NERGIQ KOTOROGO BOLX�E �NERGII DRUGIH GARMONIK�

pRIWESTI STRUNU W KOLEBANIE MOVNO I DRUGIMI SPOSOBAMI� nAPRI�
MER� ESLI NA�ALXNAQ FUNKCIQ NE�ETNA OTNOSITELXNO SEREDINY STRUNY�
TO

A� � �
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I NIZ�IJ TON SOOTWETSTWUET �ASTOTE

� � �� �
��

l

s
T

�
�

eSLI ZWU�A�U� STRUNU WZQTX TO�NO ZA SEREDINU� TO ZWUK EE REZKO MENQ�
ETSQ I ONA ZWU�IT W OKTAWU K SWOEMU TONU� �TOT PRIEM IZMENENIQ TONA
�ASTO PRIMENQETSQ PRI IGRE NA SKRIPKE� GITARE I DRUGIH STRUNNYH IN�
STRUMENTAH I NOSIT NAZWANIE FL AVOL ET A� s TO�KI ZRENIQ TEORII
KOLEBANIQ STRUN �TO QWLENIE SOWER�ENNO QSNO� w MOMENT PRIKOSNOWE�
NIQ K SEREDINE STRUNY MY GASIM STOQ�IE WOLNY� IME��IE W �TOJ TO�KE
PU�NOSTI� I SOHRANQEM LI�X GARMONIKI� IME��IE W �TOJ TO�KE UZLY�
tAKIM OBRAZOM� OSTA�TSQ TOLXKO �ETNYE GARMONIKI I SAMOJ NIZKOJ
�ASTOTOJ BUDET

�� �
��

l

s
T

�
�

eSLI PRIKOSNUTXSQ K STRUNE NA RASSTOQNII ��� EE DLINY OT KRAQ�
TO WYSOTA OSNOWNOGO TONA POWY�AETSQ WTROE� TAK KAK PRI �TOM SOHRA�
NQ�TSQ LI�X GARMONIKI� IME��IE UZLY W TO�KE x � l���

fORMULY

�� �
�

l

s
T

�
I �� �

��

��
� �l

r
�

T
� ����

OPREDELQ��IE SOOTWETSTWENNO �ASTOTU I PERIOD OSNOWNOGO KOLEBANIQ�
OB�QSNQ�T SLEDU��IE ZAKONY KOLEBANIQ STRUN� OTKRYTYE WPERWYE
�KSPERIMENTALXNO �ZAKONY mERSENA��

�� dLQ STRUN ODINAKOWOJ PLOTNOSTI I ODINAKOWOGO NATQVENIQ PE�
RIOD KOLEBANIQ STRUNY PROPORCIONALEN EE DLINE�

�� pRI ZADANNOJ DLINE STRUNY PERIOD MENQETSQ OBRATNO PROPOR�
CIONALXNO KORN� KWADRATNOMU IZ NATQVENIQ�

�� pRI ZADANNOJ DLINE I NATQVENII PERIOD MENQETSQ PROPORCIO�
NALXNO KORN� KWADRATNOMU IZ LINEJNOJ PLOTNOSTI STRUNY�

�TI PRAWILA LEGKO DEMONSTRIRU�TSQ NA MONOHORDE�
w NASTOQ�EM PUNKTE MY RASSMOTRELI STOQ�IE WOLNY� WOZNIKA��

�IE PRI KOLEBANII STRUNY S ZAKREPLENNYMI KONCAMI� wOPROS O SU�E�
STWOWANII RE�ENIQ WIDA

u �x� t� � X �x�T �t�

�KWIWALENTEN WOPROSU O SU�ESTWOWANII STOQ�IH WOLN� TAK KAK PROFILI
�TOGO RE�ENIQ DLQ RAZLI�NYH MOMENTOW WREMENI PROPORCIONALXNY�

�� pREDSTAWLENIE PROIZWOLXNYH KOLEBANIJ W WIDE SUPER�
POZICII STOQ�IH WOLN� w P� � MY RASSMOTRELI ZADA�U O SWOBODNYH
KOLEBANIQH STRUNY� ZAKREPLENNOJ NA KONCAH� I DOKAZALI SU�ESTWOWA�
NIE �ASTNYH RE�ENIJ W WIDE STOQ�IH WOLN� tAM VE BYLA DANA FOR�
MALXNAQ SHEMA PREDSTAWLENIQ PROIZWOLXNOGO KOLEBANIQ W WIDE BESKO�



x �� metod razdeleniq peremennyh ��

NE�NOJ SUMMY STOQ�IH WOLN� w NASTOQ�EM PUNKTE DAETSQ OBOSNOWANIE
WOZMOVNOSTI PREDSTAWLENIQ PROIZWOLXNOGO RE�ENIQ W WIDE SUPERPOZI�
CII STOQ�IH WOLN� w PERWU� O�EREDX RASSMOTRIM OBOB�ENIE HORO�O
IZWESTNOGO DLQ KONE�NYH SUMM PRINCIPA SUPERPOZICII NA SLU�AJ BES�
KONE�NYH RQDOW�

pUSTX L �u�
 LINEJNYJ DIFFERENCIALXNYJ OPERATOR� TAK �TO
L �u� RAWEN SUMME NEKOTORYH PROIZWODNYH FUNKCII �OBYKNOWENNYH
ILI �ASTNYH� c KO�FFICIENTAMI� QWLQ��IMISQ FUNKCIQMI NEZAWISI�
MYH PEREMENNYH�

dOKAVEM LEMMU �O B O B� E N NYJ PR I N C I P S U P E R PO Z I C I I��
eSLI FUNKCII ui �i � �� �� � � � � n� � � �� QWLQ�TSQ �ASTNYMI RE�E�

NIQMI LINEJNOGO I ODNORODNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ L �u� �
� � �OBYKNOWENNOGO ILI S �ASTNYMI PROIZWODNYMI�� TO RQD u �
�

P�
i�� Ci ui QWLQETSQ TAKVE RE�ENIEM �TOGO URAWNENIQ� ESLI WY�

�ISLENIE PROIZWODNYH OT u� FIGURIRU��IH W URAWNENII L �u� � ��
MOVNO SOWER�ITX PRI POMO�I PO�LENNOGO DIFFERENCIROWANIQ RQDA�

w SAMOM DELE� ESLI PROIZWODNYE u� FIGURIRU��IE W URAWNENII
L �u� � �� WY�ISLQ�TSQ PO�LENNYM DIFFERENCIROWANIEM RQDA� TO W
SILU LINEJNOSTI URAWNENIQ

L �u� � L

 �X
i��

Ci ui

�
�

�X
i��

Ci L �ui� � ��

TAK KAK SHODQ�IESQ RQDY MOVNO SKLADYWATX PO�LENNO� tEM SAMYM
DOKAZANO� �TO FUNKCIQ u UDOWLETWORQET URAWNENI�� w KA�ESTWE DO�
STATO�NOGO USLOWIQ DLQ WOZMOVNOSTI PO�LENNOGO DIFFERENCIROWANIQ
RQDA MY POSTOQNNO BUDEM POLXZOWATXSQ USLOWIEM RAWNOMERNOJ SHODI�
MOSTI RQDA

�X
i��

Ci L �ui�� ����

POLU�AEMOGO POSLE DIFFERENCIROWANIQ ���
wERNEMSQ TEPERX K NA�EJ KRAEWOJ ZADA�E�mY DOLVNY PREVDE WSE�

GO UBEDITXSQ W NEPRERYWNOSTI FUNKCII

u �x� t� �

�X
n��

un �x� t� �

�X
n��

�
An cos

�n

l
at�Bn sin

�n

l
at

�
sin

�n

l
x�

����
IZ �EGO BUDET SLEDOWATX� �TO u �x� t� NEPRERYWNO PRIMYKAET K SWOIM
NA�ALXNYM I GRANI�NYM ZNA�ENIQM� dLQ �TOGO DOSTATO�NO DOKAZATX

�� sM�� sMIRN O W w� i� kURS WYS�EJ MATEMATIKI� t� II� M�� ��
�
bUD A K b� m��� fOMIN s� w� kRATNYE INTEGRALY I RQDY� M�� ���
�
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RAWNOMERNU� SHODIMOSTX RQDA DLQ u �x� t�� TAK KAK OB�IJ �LEN �TO�
GO RQDA
 NEPRERYWNAQ FUNKCIQ� A RAWNOMERNO SHODQ�IJSQ RQD NEPRE�
RYWNYH FUNKCIJ OPREDELQET NEPRERYWNU� FUNKCI�� pOLXZUQSX NERA�
WENSTWOM

jun �x� t�j � jAnj� jBnj�
ZAKL��AEM� �TO RQD

�X
n��

�jAnj� jBnj� ����

QWLQETSQ MAVORANTNYM DLQ RQDA ����� eSLI MAVORANTNYJ RQD ����
SHODITSQ� TO RQD ���� SHODITSQ RAWNOMERNO� T� E� FUNKCIQ u �x� t� NE�
PRERYWNA�

	TOBY UBEDITXSQ W TOM� �TO ut �x� t� NEPRERYWNO PRIMYKAET K SWO�
IM NA�ALXNYM ZNA�ENIQM� NADO DOKAZATX NEPRERYWNOSTX �TOJ FUNKCII�
DLQ �EGO DOSTATO�NO DOKAZATX RAWNOMERNU� SHODIMOSTX RQDA

ut �x� t� �
�X
n��

un
t

�

�X
n��

a
�n

l

�
�An sin

�n

l
at�Bn cos

�n

l
at

�
sin

�n

l
x

����
ILI SHODIMOSTX MAVORANTNOGO RQDA

a�

l

�X
n��

n �jAnj� jBnj�� ����

nAKONEC� �TOBY UBEDITXSQ W TOM� �TO FUNKCIQ u �x� t� UDOWLETWORQET
URAWNENI�� T� E� PRIMENIM OBOB�ENNYJ PRINCIP SUPERPOZICII� DOSTA�
TO�NO DOKAZATX WOZMOVNOSTX DWUKRATNOGO PO�LENNOGO DIFFERENCIRO�
WANIQ RQDA DLQ u �x� t�� DLQ �EGO� W SWO� O�EREDX� DOSTATO�NO DOKAZATX
RAWNOMERNU� SHODIMOSTX RQDOW

uxx �
�X
n��

�un
x�

� �
��
l

�� �X
n��

n�
�
An cos

�n

l
at�Bn sin

�n

l
at

�
sin

�n

l
x�

utt �
�X
n��

�un
t�

� �
��a
l

�� �X
n��

n�
�
An cos

�n

l
at�Bn sin

�n

l
at

�
sin

�n

l
x�

KOTORYM S TO�NOSTX� DO MNOVITELEJ PROPORCIONALXNOSTI SOOTWET�
STWUET OB�IJ MAVORANTNYJ RQD

�X
n��

n� �jAnj� jBnj�� ����

tAK KAK

An � �n� Bn �
l

�na
�n�
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GDE

�n �
�

l

lZ
�

� �x� sin
�n

l
x dx� �n �

�

l

lZ
�

� �x� sin
�n

l
x dx�

TO NA�A ZADA�A SWODITSQ K DOKAZATELXSTWU SHODIMOSTI RQDOW

�X
n��

nk j�nj �k � �� �� ���

�X
n��

nk j�nj �k � � �� �� ���

�������������
����

s �TOJ CELX� MY ISPOLXZUEM IZWESTNYE �� SWOJSTWA RQDOW fURXE�
eSLI PERIODI�ESKAQ S PERIODOM �l FUNKCIQ F �x� IMEET k NEPRE�

RYWNYH PROIZWODNYH� A �k � ���Q PROIZWODNAQ EE KUSO�NO�NEPRERYWNA�
TO �ISLOWOJ RQD

�X
n��

nk �janj� jbnj�� ����

GDE an I bn
KO�FFICIENTY fURXE� SHODITSQ� eSLI RE�X IDET O RAZLO�

VENII W RQD PO sin
�n

l
x FUNKCII f �x�� ZADANNOJ TOLXKO W PROMEVUTKE

��� l�� TO NADO� �TOBY PRED�ESTWU��IE TREBOWANIQ BYLI WYPOLNENY
DLQ FUNKCII F �x�� POLU�A��EJSQ PRI NE�ETNOM PRODOLVENII f �x��
w �ASTNOSTI� DLQ NEPRERYWNOSTI F �x� NEOBHODIMO� �TOBY f ��� � ��
TAK KAK W PROTIWNOM SLU�AE PRI NE�ETNOM PRODOLVENII POLU�ITSQ
RAZRYW W TO�KE x � �� ANALOGI�NO �TOMU W TO�KE x � l DOLVNO BYTX
f �l� � �� TAK KAK PRODOLVENNAQ FUNKCIQ NEPRERYWNA I PERIODI�NA
S PERIODOM �l� nEPRERYWNOSTX PERWOJ PROIZWODNOJ PRI x � �� x �
� l POLU�AETSQ AWTOMATI�ESKI PRI NE�ETNOM PRODOLVENII� wOOB�E
DLQ NEPRERYWNOSTI �ETNYH PROIZWODNYH PRODOLVENNOJ FUNKCII NA�
DO POTREBOWATX� �TOBY

f �k� ��� � f �k� �l� � � �k � �� �� �� � � � � �n�� ����

nEPRERYWNOSTX NE�ETNYH PROIZWODNYH IMEET MESTO BEZ DOPOLNITELX�
NYH TREBOWANIJ�

iTAK� DLQ SHODIMOSTI RQDOW

�X
n��

nk j�nj �k � �� �� ��

�� sM�� NAPRIMER� sMIRNO W w� i� kURS WYS�EJ MATEMATIKI� t� II� M��
��
� bUDA K b� m�� fOMIN s� w� kRATNYE INTEGRALY I RQDY� M�� ���
�


�
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DOSTATO�NO POTREBOWATX� �TOBY NA�ALXNOE OTKLONENIE � �x� UDOWLE�
TWORQLO SLEDU��IM TREBOWANIQM�

��� pROIZWODNYE FUNKCII � �x� DO ��GO PORQDKA WKL��ITELXNO
NEPRERYWNY� TRETXQ PROIZWODNAQ KUSO�NO�NEPRERYWNA I� KROME TOGO�

� ��� � � �l� � �� ��� ��� � ��� �l� � �� ����

dLQ SHODIMOSTI RQDOW

�X
n��

nk j�nj �k � � �� �� ��

NA NA�ALXNU� SKOROSTX � �x� NEOBHODIMO NALOVITX SLEDU��IE TREBO�
WANIQ�

��� fUNKCIQ � �x� NEPRERYWNO�DIFFERENCIRUEMA� IMEET KUSO�NO�
NEPRERYWNU� WTORU� PROIZWODNU� I� KROME TOGO�

� ��� � � �l� � �� ����

tAKIM OBRAZOM� NAMI DOKAZANO� �TO L�BOE KOLEBANIE u �x� t� PRI
NA�ALXNYH FUNKCIQH � �x� I � �x�� UDOWLETWORQ��IH TREBOWANIQM
�� I ��� PREDSTAWLQETSQ W WIDE SUPERPOZICII STOQ�IH WOLN� uSLOWIQ
�� I �� QWLQ�TSQ DOSTATO�NYMI USLOWIQMI� SWQZANNYMI S PRIMENEN�
NYMI ZDESX SPOSOBAMI DOKAZATELXSTWA�

aNALOGI�NAQ ZADA�A BYLA NAMI RE�ENA W x �� P� � METODOM RASPROSTRA�
NQ��IHSQ WOLN� eE RE�ENIE IMEET WID

u �x� t� �
� �x� at� � � �x � at�

�
�

�

�a

x�atZ
x�at

� ��� d�� ���

GDE � I � QWLQ�TSQ NE�ETNYMI OTNOSITELXNO � I l PRODOLVENIQMI NA�
�ALXNYH FUNKCIJ � �x� I � �x�� ZADANNYH NA OTREZKE ��� l�� fUNKCII �
I �� KAK BYLO POKAZANO� PERIODI�NY S PERIODOM �l I PO�TOMU MOGUT BYTX
PREDSTAWLENY RQDAMI

� �x� �

�X
n��

�n sin
�n

l
x� � �x� �

�X
n��

�n sin
�n

l
x�

GDE �n I �n 	KO�FFICIENTY fURXE FUNKCIJ � �x� I � �x�� pODSTAWLQQ
�TI RQDY W FORMULU ��� I POLXZUQSX TEOREMOJ O SINUSE I KOSINUSE SUMMY
I RAZNOSTI� POLU�AEM WYRAVENIE

u �x� t� �

�X
n��

�
�n cos

�n

l
at �

l

�na
�n sin

�n

l
at
�

sin
�n

l
x� ���

SOWPADA��EE S PREDSTAWLENIEM� DAWAEMYM METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH�
sLEDOWATELXNO� FORMULA ��� IMEET MESTO PRI TEH VE PREDPOLOVENIQH�

�TO I FORMULA ��� �SM� x �� P� ��� KOTORAQ BYLA POLU�ENA PRI USLOWII� �TO
FUNKCIQ � �x� NEPRERYWNO�DIFFERENCIRUEMA DWAVDY� A FUNKCIQ � �x� 	
ODIN RAZ�



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

pEREHODQ K FUNKCIQM � �x� I � �x�� MY POMIMO USLOWIJ DIFFERENCI�
RUEMOSTI DOLVNY POTREBOWATX WYPOLNENIQ USLOWIJ

� ��� � � �l� � �� � ��� � � �l� � �� ��� ��� � ��� �l� � �� ��

tAKIM OBRAZOM� USLOWIQ �� I ��� QWLQ��IESQ DOSTATO�NYMI DLQ OBO�
SNOWANIQ METODA RAZDELENIQ PEREMENNYH� ZAWISQT OT METODA DOKAZATELXSTWA
I SODERVAT DOPOLNITELXNYE USLOWIQ PO SRAWNENI� S USLOWIQMI� OBESPE�IWA�
��IMI SU�ESTWOWANIE RE�ENIQ�

pRI OBOSNOWANII WOZMOVNOSTI PREDSTAWLENIQ RE�ENIQ KAK REZULXTA�
TA SUPERPOZICII STOQ�IH WOLN MY PRIWELI PERWYJ METOD DOKAZATELXSTWA
SHODIMOSTI RQDOW� POSKOLXKU ON NE SWQZAN SO SPECIALXNOJ FORMULOJ ����
PRIMENIMOJ TOLXKO K PROSTEJ�EMU URAWNENI� KOLEBANIJ� I BEZ TRUDA MOVET
BYTX PERENESEN NA RQD DRUGIH ZADA�� HOTQ �TOT METOD PRED�QWLQET NESKOLXKO
POWY�ENNYE TREBOWANIQ K NA�ALXNYM FUNKCIQM�

�� nEODNORODNYE URAWNENIQ� rASSMOTRIM NEODNORODNOE URAW�
NENIE KOLEBANIJ

utt � a�uxx � f �x� t�� a� �
k

�
� � � x � l� ����

S NA�ALXNYMI USLOWIQMI

u �x� �� � � �x��

ut �x� �� � � �x��

�
� � x � l� ����

I ODNORODNYMI GRANI�NYMI USLOWIQMI

u ��� t� � ��

u �l� t� � ��

�
t 
 �� ����

bUDEM ISKATX RE�ENIE ZADA�I W WIDE RAZLOVENIQ W RQD fURXE PO x

u �x� t� �

�X
n��

un �t� sin
�n

l
x� ����

RASSMATRIWAQ PRI �TOM t KAK PARAMETR� dLQ NAHOVDENIQ u �x� t� NADO
OPREDELITX FUNKCI� un �t�� pREDSTAWIM FUNKCI� f �x� t� I NA�ALX�
NYE USLOWIQ W WIDE RQDOW fURXE	

f �x� t� �

�X
n��

fn �t� sin
�n

l
x� fn �t� �

�

l

lZ
�

f ��� t� sin
�n

l
� d��

� �x� �
�X
n��

�n sin
�n

l
x� �n �

�

l

lZ
�

� ��� sin
�n

l
� d��

� �x� �

�X
n��

�n sin
�n

l
x� �n �

�

l

lZ
�

� ��� sin
�n

l
� d��

�����������������������������
����
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pODSTAWLQQ PREDPOLAGAEMU� FORMU RE�ENIQ ���� W ISHODNOE URAW�
NENIE ����	

�X
n��

sin
�n

l
x

�
�a�

��n
l

��
un �t��  un �t� � fn �t�

�
� ��

WIDIM� �TO ONO BUDET UDOWLETWORENO� ESLI WSE KO�FFICIENTY RAZLOVE�
NIQ RAWNY NUL�� T� E�

 un �t� �
��n
l

��
a�un �t� � fn �t�� ����

dLQ OPREDELENIQ un �t� MY POLU�ILI OBYKNOWENNOE DIFFERENCIALXNOE
URAWNENIE S POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI� nA�ALXNYE USLOWIQ DA�T

u �x� �� � � �x� �
�X
n��

un ��� sin
�n

l
x �

�X
n��

�n sin
�n

l
x�

ut �x� �� � � �x� �

�X
n��

�un ��� sin
�n

l
x �

�X
n��

�n sin
�n

l
x�

OTKUDA SLEDUET

un ��� � �n�

�un ��� � �n�

�
����

�TI DOPOLNITELXNYE USLOWIQ POLNOSTX� OPREDELQ�T RE�ENIE
URAWNENIQ ����� fUNKCI� un �t� MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

un �t� � u�I�n �t� � u�II�n �t��

GDE

u�I�n �t� �
l

�na

tZ
�

sin
�n

l
a �t� �� � fn ��� d� ����


 RE�ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ S NULEWYMI NA�ALXNYMI USLOWIQ�

MI ��� I

u�II�n �t� � �n cos
�n

l
at�

l

�na
�n sin

�n

l
at ����

�� w �TOM MOVNO UBEDITXSQ NEPOSREDSTWENNO� fORMULA ���� MOVET BYTX PO�
LU�ENA METODOM WARIACII POSTOQNNYH� sM� TAKVE TEKST� NABRANNYJ MELKIM
�RIFTOM W KONCE NASTOQ�EGO PUNKTA�
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 RE�ENIE ODNORODNOGO URAWNENIQ S ZADANNYMI NA�ALXNYMI USLOWIQ�
MI� tAKIM OBRAZOM� ISKOMOE RE�ENIE ZAPI�ETSQ W WIDE

u �x� t� �

�X
n��

l

�na

tZ
�

sin
�n

l
a �t� �� sin

�n

l
x � fn ��� d� �

�

�X
n��

�
�n cos

�n

l
at�

l

�na
�n sin

�n

l
at

�
sin

�n

l
x� ����

wTORAQ SUMMA PREDSTAWLQET RE�ENIE ZADA�I O SWOBODNYH KOLEBANI�
QH STRUNY PRI ZADANNYH NA�ALXNYH USLOWIQH I BYLA NAMI ISSLEDO�
WANA RANEE DOSTATO�NO PODROBNO� oBRATIMSQ K IZU�ENI� PERWOJ SUM�
MY� PREDSTAWLQ��EJ WYNUVDENNYE KOLEBANIQ STRUNY POD DEJSTWIEM
WNE�NEJ SILY PRI NULEWYH NA�ALXNYH USLOWIQH� pOLXZUQSX WYRAVE�
NIEM ���� DLQ fn �t�� NAHODIM

u�I� �x� t� �

�

tZ
�

lZ
�

�
�

l

�X
n��

l

�na
sin

�n

l
a �t� �� sin

�n

l
x sin

�n

l
�

�
f ��� �� d� d� �

�

tZ
�

lZ
�

G �x� �� t� �� f ��� �� d� d�� ����

GDE

G �x� �� t� �� �
�

�a

�X
n��

�

n
sin

�n

l
a �t� �� sin

�n

l
x sin

�n

l
�� ����

wYQSNIM FIZI�ESKIJ SMYSL POLU�ENNOGO RE�ENIQ� pUSTX FUNK�
CIQ f ��� �� OTLI�NA OT NULQ W DOSTATO�NO MALOJ OKRESTNOSTI TO�KI
M� ���� ���	

�� � � � �� ���� �� � � � �� ����

fUNKCIQ � f ��� �� PREDSTAWLQET PLOTNOSTX DEJSTWU��EJ SILY� SILA�
PRILOVENNAQ K U�ASTKU ���� �� ����� RAWNA

F ��� � �

�����Z
��

f ��� �� d��

PRI�EM

I �

�����Z
��

F ��� d� � �

�����Z
��

�����Z
��

f ��� �� d� d�
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ESTX IMPULXS �TOJ SILY ZA WREMQ �� � eSLI PRIMENITX TEOREMU O SRED�
NEM ZNA�ENII K WYRAVENI�

u �x� t� �

tZ
�

lZ
�

G �x� �� t� �� f ��� �� d� d� �

�

�����Z
��

�����Z
��

G �x� �� t� �� f ��� �� d� d��

BUDEM IMETX

u �x� t� � G �x� ��� t� �� �

�����Z
��

�����Z
��

f ��� �� d� d�� ����

GDE

�� � �� � �� ���� �� � �� � �� ����

pEREHODQ W FORMULE ���� K PREDELU PRI �� 	 � I �� 	 �� POLU�IM
FUNKCI�

u �x� t� � G �x� ��� t� ���
I

�
� ����

KOTORU�MOVNO TRAKTOWATX KAK WLIQNIE MGNOWENNOGO SOSREDOTO�ENNOGO
IMPULXSA MO�NOSTI I �

eSLI IZWESTNA FUNKCIQ I�� �G �x� �� t� ��� PREDSTAWLQ��AQ DEJ�
STWIE EDINI�NOGO SOSREDOTO�ENNOGO IMPULXSA� TO NEPOSREDSTWENNO QS�
NO� �TO DEJSTWIE NEPRERYWNO RASPREDELENNOJ SILY f �x� t� DOLVNO

rIS� ��

PREDSTAWLQTXSQ FORMULOJ

u �x� t� �

tZ
�

lZ
�

G �x� �� t� �� f ��� �� d� d��

����
SOWPADA��EJ S FORMULOJ ����� POLU�ENNOJ WY�
�E�

fUNKCIQ WLIQNIQ SOSREDOTO�ENNOGO IM�
PULXSA DLQ BESKONE�NOJ PRQMOJ BYLA RASSMO�
TRENA W PREDYDU�EM PARAGRAFE� nAPOMNIM�

�TO ONA QWLQETSQ KUSO�NO�POSTOQNNOJ FUNKCIEJ� RAWNOJ
�

�a

I

�
WNUTRI

WERHNEGO HARAKTERISTI�ESKOGO UGLA DLQ TO�KI ��� �� I NUL� WNE �TOGO
UGLA� fUNKCIQ WLIQNIQ SOSREDOTO�ENNOGO IMPULXSA DLQ ZAKREPLENNOJ
STRUNY ��� l� MOVET BYTX POLU�ENA IZ FUNKCII WLIQNIQ DLQ BESKONE��
NOJ STRUNY PUTEM NE�ETNOGO PRODOLVENIQ OTNOSITELXNO TO�EK x � �
I x � l�
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rASSMOTRIM MOMENT WREMENI t� DOSTATO�NO BLIZKIJ K � � KOGDA
WLIQNIE OTRAVENIQ OT KONCOW x � � I x � l E�E NE SKAZYWAETSQ� dLQ
�TOGO MOMENTA FUNKCIQ WLIQNIQ IZOBRAVAETSQ GRAFIKOM� PRIWEDENNYM
NA RIS� ��� rAZLOVIM �TU FUNKCI� �POLAGAQ I � �� W RQD fURXE PO

sin
�n

l
x� KO�FFICIENTY fURXE BUDUT RAWNY

An �
�

l

lZ
�

G ��� �� t� �� sin
�n

l
� d� �

�
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��a �t���Z
��a �t���

sin
�n

l
� d� �

�
�

a�n

n
cos

�n

l
�� � a �t� ���� cos

�n

l
�� � a �t� ���

o
�

�
�

a�n
sin

�n

l
� sin

�n

l
a �t� ���

oTS�DA POLU�AEM FORMULU

G �x� �� t� �� �
�

�a

�X
n��

�

n
sin

�n

l
a �t� �� sin

�n

l
x � sin �n

l
�� ����

KOTORAQ SOWPADAET S FORMULOJ ����� NAJDENNOJ METODOM RAZDELENIQ PE�
REMENNYH�

dLQ ZNA�ENIJ t� PRI KOTORYH NA�INAET SKAZYWATXSQ WLIQNIE ZA�
KREPLENNYH KRAEW� POSTROENIE FUNKCII WLIQNIQ PRI POMO�I HARAK�
TERISTIK GROMOZDKO� PREDSTAWLENIE VE W FORME RQDA fURXE SOHRANQET
SILU I W �TOM SLU�AE�

mY OGRANI�IMSQ PRIWEDENNOJ ZDESX FORMALXNOJ SHEMOJ RE�ENIQ�
NE WYQSNQQ USLOWIJ PRIMENIMOSTI POLU�ENNOJ FORMULY�

rASSMOTRIM NEODNORODNOE LINEJNOE URAWNENIE S POSTOQNNYMI KO�FFI�
CIENTAMI

L �u� � u�n� � p�u
�n��� � � � � � pn��u��� � pnu � f �t� �����

u�i� �
diu

dti

�
I NA�ALXNYMI USLOWIQMI

u�i� ��� � � �i � �� �� � � � � n� ��� ����

eGO RE�ENIE DAETSQ FORMULOJ

u �t� �

tZ
�

U �t� �� f �� � d�� ����

GDE U �t� 	 RE�ENIE ODNORODNOGO URAWNENIQ

L �U� � �
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S NA�ALXNYMI USLOWIQMI

U �i� ��� � � �i � �� �� � � � � n � ��� U �n��� ��� � �� ���

w SAMOM DELE� WY�ISLQQ PROIZWODNYE u �t� DIFFERENCIROWANIEM PRA�
WYH �ASTEJ PO t� NAHODIM

u����t� �

tZ
�

U ����t� � � f���d� � U��� f�t� �U��� � ���

u����t� �

tZ
�

U ����t� � � f���d� � U ������ f�t� �U ������ � ���

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

u�n����t� �

tZ
�

U �n����t� �� f�� � d� � U �n������ f�t� �U �n������ � ���

u�n��t� �

tZ
�

U �n��t� �� f���d� � U �n������ f�t� �U �n������ � ���

�������������������������������������������������

����

pODSTAWLQQ �TI PROIZWODNYE W URAWNENIE ����� POLU�AEM

L �u� �

tZ
�

L �U �t� � �� f �� �d� � f �t� � f �t��

T� E� URAWNENIE UDOWLETWORQETSQ� o�EWIDNO� �TO NA�ALXNYE USLOWIQ ���� TAK�
VE WYPOLNENY�

nETRUDNO DATX NAGLQDNU� FIZI�ESKU� INTERPRETACI� FUNKCII U �t�
I FORMULY ����� oBY�NO FUNKCIQ u �t� PREDSTAWLQET SME�ENIE NEKOTOROJ
SISTEMY� A f �t� 	 SILU� DEJSTWU��U� NA �TU SISTEMU� pUSTX DLQ t 	 �
NA�A SISTEMA NAHODILASX W SOSTOQNII POKOQ I EE SME�ENIE SOZDAETSQ FUNK�
CIEJ f� �t� �� ��� OTLI�NOJ OT NULQ TOLXKO W PROMEVUTKE WREMENI � 	 t 	 ��
iMPULXS �TOJ SILY OBOZNA�IM

I �

tZ
�

f� �� �d��

oBOZNA�IM u� �t� FUNKCI�� SOOTWETSTWU��U� f� �t�� S�ITAQ � PARAMETROM
I POLAGAQ I � �� nETRUDNO UBEDITXSQ� �TO PRI �� � SU�ESTWUET lim

���
u� �t��

NE ZAWISQ�IJ OT SPOSOBA WYBORA f� �t�� I �TO �TOT PREDEL RAWEN FUNKCII
U �t�� OPREDELENNOJ WY�E�

U �t� � lim
���

u� �t��



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

ESLI POLOVITX U �t� � � DLQ t 	 �� tAKIM OBRAZOM� FUNKCI� U �t� ESTE�
STWENNO NAZWATX FUNKCIEJ WLIQNIQ MGNOWENNOGO IMPULXSA�

w SAMOM DELE� RASSMATRIWAQ FORMULU ���� I PRIMENQQ TEOREMU SREDNEGO
ZNA�ENIQ� POLU�AEM

u� �t� � U �t� ��� �

�Z
�

f� �� �d� � U �t� ��� � �� � ��� 	 � 	 t��

pEREHODQ K PREDELU PRI �� �� WIDIM� �TO SU�ESTWUET PREDEL

lim
���

u� �t� � lim
���

U �t� ��� � � U �t��

�TO I DOKAZYWAET NA�E UTWERVDENIE�
pEREJDEM K PREDSTAWLENI� RE�ENIQ NEODNORODNOGO URAWNENIQ �EREZ

U �t� 	FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO IMPULXSA� rAZBIW PROMEVUTOK ��� t�
TO�KAMI �i NA RAWNYE �ASTI

�� �
t

m
�

PREDSTAWIM FUNKCI� f �t� W WIDE

f �t� �

mX
i��

fi �t��

GDE

fi �t� �

�
� PRI t 	 �i I t � �i���

f �t� PRI �i � t 	 �i���

tOGDA

u �t� �

mX
i��

ui �t��

GDE ui �t� SUTX RE�ENIQ URAWNENIQ L �ui� � fi S NULEWYMI NA�ALXNYMI DAN�
NYMI�

eSLI m DOSTATO�NO WELIKO� TO FUNKCI� ui �t� MOVNO RASSMATRIWATX
KAK FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO IMPULXSA INTENSIWNOSTI

I � fi ��i� �� � f ��i� ���

TAK �TO

u �t� �

mX
i��

U �t� �i� f ��i� �� �������
����

tZ
�

U �t� � � f �� �d��

T� E� MY PRIHODIM K FORMULE

u �t� �

tZ
�

U �t� �� f �� � d��



��� urawneniq giperboli�eskogo tipa �gl� II

POKAZYWA��EJ� �TO WLIQNIE NEPRERYWNO DEJSTWU��EJ SILY MOVNO PREDSTA�
WLQTX SUPERPOZICIEJ WLIQNIJ MGNOWENNYH IMPULXSOW�

w RASSMOTRENNOM WY�E SLU�AE u
���
n UDOWLETWORQET URAWNENI� ���� I

USLOWIQM un ��� �  un ��� � �� dLQ FUNKCII WLIQNIQ U �t� IMEEM

�U �
�
�n

l

��
a� U � �� U ��� � ��  U ��� � ��

TAK �TO

U �t� �
l

�na
sin

�n

l
at�

oTS�DA I IZ ���� POLU�AEM FORMULU �����

u
���
n �t� �

tZ
�

U �t� �� fn �� �d� �
l

�na

tZ
�

sin
�n

l
a �t� � � fn �� �d��

pOLU�ENNOE WY�E INTEGRALXNOE PREDSTAWLENIE ���� RE�ENIQ OBYKNO�
WENNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ ���� IMEET� KAK MY UBEDILISX� TOT
VE FIZI�ESKIJ SMYSL� �TO I FORMULA ����� DA��AQ INTEGRALXNOE PREDSTA�
WLENIE RE�ENIQ NEODNORODNOGO URAWNENIQ KOLEBANIJ�

�� oB�AQ PERWAQ KRAEWAQ ZADA�A� rASSMOTRIM O B�U�
P ER W U� KR A E W U� Z AD A � U DLQ URAWNENIQ KOLEBANIJ�

nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ

utt � a�uxx � f �x� t�� � � x � l� t 
 �� ����

S DOPOLNITELXNYMI USLOWIQMI

u �x� �� � � �x��

ut �x� �� � � �x��

�
� � x � l� ����

u ��� t� � �� �t��

u �l� t� � �� �t��

�
t � �� ����

wWEDEM NOWU� NEIZWESTNU� FUNKCI� v �x� t�� POLAGAQ

u �x� t� � U �x� t� � v �x� t��

TAK �TO v �x� t� PREDSTAWLQET OTKLONENIE FUNKCII u �x� t� OT NEKOTO�
ROJ IZWESTNOJ FUNKCII U �x� t��

�TA FUNKCIQ v �x� t� BUDET OPREDELQTXSQ KAK RE�ENIE URAWNENIQ

vtt � a�vxx � �f �x� t�� �f �x� t� � f �x� t�� �Utt � a�Uxx �

S DOPOLNITELXNYMI USLOWIQMI

v �x� �� � �� �x�� �� �x� � � �x� � U �x� ���

vt �x� �� � �� �x�� �� �x� � � �x�� Ut �x� ���

v ��� t� � ��� �t�� ��� �t� � �� �t�� U ��� t��

v �l� t� � ��� �t�� ��� �t� � �� �t�� U �l� t��
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wYBEREM WSPOMOGATELXNU� FUNKCI� U �x� t� TAKIM OBRAZOM� �TOBY

��� �t� � � I ��� �t� � ��

DLQ �TOGO DOSTATO�NO POLOVITX

U �x� t� � �� �t� �
x

l
��� �t�� �� �t���

tEM SAMYM OB�AQ KRAEWAQ ZADA�A DLQ FUNKCII u �x� t� SWEDENA K KRAE�
WOJ ZADA�E DLQ FUNKCII v �x� t� PRI NULEWYH GRANI�NYH USLOWIQH�
mETOD RE�ENIQ �TOJ ZADA�I IZLOVEN WY�E �SM� P� ���

	� kRAEWYE ZADA�I SO STACIONARNYMI NEODNORODNOSTQMI�
wESXMA WAVNYM KLASSOM ZADA� QWLQ�TSQ KRAEWYE ZADA�I SO STACIO�
NARNYMI NEODNORODNOSTQMI� KOGDA GRANI�NYE USLOWIQ I PRAWAQ �ASTX
URAWNENIQ NE ZAWISQT OT WREMENI	

utt � a�uxx � f� �x�� �����

u �x� �� � � �x��

ut �x� �� � � �x��

�
�����

u ��� t� � u�� u� � const�

u �l� t� � u�� u� � const�

�
�����

w �TOM SLU�AE RE�ENIE ESTESTWENNO ISKATX W WIDE SUMMY

u �x� t� � �u �x� � v �x� t��

GDE �u �x�
 STACIONARNOE SOSTOQNIE �STATI�ESKIJ PROGIB� STRUNY� OP�
REDELQEMOE USLOWIQMI

a��u�� �x� � f� �x� � ��

�u ��� � u�� �u �l� � u��

A v �x� t�
 OTKLONENIE OT STACIONARNOGO SOSTOQNIQ� nETRUDNO WIDETX�
�TO FUNKCIQ �u �x� RAWNA

�u �x� � u� � �u� � u��
x

l
�
x

l

lZ
�

d��

��Z
�

f� ����

a�
d�� �

xZ
�

d��

��Z
�

f� ����

a�
d���

w �ASTNOSTI� ESLI f� � const� TO

�u �x� � u� � �u� � u��
x

l
�

f�
�a�

�lx� x���

fUNKCIQ v �x� t�� O�EWIDNO� UDOWLETWORQET ODNORODNOMU URAWNENI�

vtt � a�vxx
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S ODNORODNYMI GRANI�NYMI USLOWIQMI

v ��� t� � ��

v �l� t� � �

I NA�ALXNYMI USLOWIQMI

v �x� �� � �� �x�� �� �x� � � �x�� �u �x��

vt �x� �� � � �x��

tAKIM OBRAZOM� v QWLQETSQ RE�ENIEM PROSTEJ�EJ KRAEWOJ ZADA�I�
RASSMOTRENNOJ NAMI W P� � NASTOQ�EGO PARAGRAFA�

pRI WYWODE URAWNENIQ KOLEBANIJ STRUNY I W RQDE DRUGIH SLU�AEW
MY NE PRINIMALI WO WNIMANIE DEJSTWIE SILY TQVESTI� iZ SKAZANNOGO
WY�E SLEDUET� �TO WMESTO QWNOGO U�ETA SILY TQVESTI �I WOOB�E SIL�
NE ZAWISQ�IH OT WREMENI� DOSTATO�NO SFORMULIROWATX ZADA�U DLQ OT�
KLONENIQ OT STACIONARNOGO SOSTOQNIQ�

rE�IM PROSTEJ�U� ZADA�U PODOBNOGO TIPA PRI NULEWYH NA�ALXNYH
USLOWIQH�

utt � a�uxx � f� �x�� �����

u �x� �� � �� ut �x� �� � �� �����

u ��� t� � u�� u �l� t� � u�� �
���
w �TOM SLU�AE DLQ FUNKCII v �x� t� POLU�AEM ZADA�U

vtt � a�vxx�

v �x� �� � � �x� � ��u �x�� vt �x� �� � ��

v ��� t� � �� v �l� t� � ��

nETRUDNO UBEDITXSQ� �TO DLQ RE�ENIQ �TOJ ZADA�I NET NEOBHODIMOSTI POLX�
ZOWATXSQ TO�NYM ANALITI�ESKIM WYRAVENIEM DLQ �u �x��

wYRAVENIE DLQ v �x� t� SOGLASNO FORMULE ��
� IMEET WID

v �x� t� �

�X
n��

�An cos a
p

n t � Bn sin a

p

n t�Xn �x��

GDE

Xn �x� � sin
p

n x

�p

n �

�n

l

�
ESTX SOBSTWENNAQ FUNKCIQ SLEDU��EJ KRAEWOJ ZADA�I�

X �� � 
X � �� ���

X ��� � �� X �l� � �� ����

iZ NA�ALXNYH USLOWIJ SLEDUET� �TO

Bn � �
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I

An � � �

l

lZ
�

�u �x�Xn �x�dx�

dLQ WY�ISLENIQ �TOGO INTEGRALA WESXMA UDOBNYM QWLQETSQ SLEDU��IJ ME�
TOD� pOLXZUQSX URAWNENIEM ���� NAHODIM

Xn �x� � � �


n
X ��
n �x��

pODSTAWIM �TO WYRAVENIE W FORMULU DLQ An I WYPOLNIM DWUKRATNOE IN�
TEGRIROWANIE PO �ASTQM�

An �
�

l
n

lZ
�

�u�x�X ��
n�x� dx �

�
�

l
n

����uX �
n�x�

����l
�

� �u�Xn�x�

����l
�

�

lZ
�

�u���x�Xn�x�dx

��� �

oTS�DA� U�ITYWAQ URAWNENIE I GRANI�NYE USLOWIQ DLQ �u �x�� NAHODIM

An �
�

l
n

��u�X �
n �l�� u�X

�
n ����

lZ
�

f� �x�

a�
Xn �x�dx

�� �

ILI

An �
�

�n

������n u� � u� �
lZ

�

f� �x�

a�
Xn �x� dx

�� �

w �ASTNOSTI� DLQ ODNORODNOGO URAWNENIQ �f� �x� � �� IMEEM

An �
�

�n

 
����n u� � u�

!
�

�TIM METODOM UDOBNO WY�ISLQTX KO�FFICIENTY fURXE DLQ GRANI�NYH USLO�
WIJ WTOROGO I TRETXEGO RODA� A TAKVE W SLU�AE KRAEWOJ ZADA�I DLQ NEODNO�
RODNOJ STRUNY

d

dx

h
k �x�

dX

dx

i
� 
� �x�X � ��

ESLI IZWESTNY SOBSTWENNYE FUNKCII I SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ�


� zADA�I BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ� kAK BYLO POKAZANO WY�E�
ZADA�A O KOLEBANII STRUNY PRI ZADANNOM GRANI�NOM REVIME MOVET
BYTX SWEDENA K RE�ENI� NEODNORODNOGO URAWNENIQ S NULEWYMI GRA�
NI�NYMI USLOWIQMI�

oDNAKO �TOT PRIEM ZA�ASTU� USLOVNQET RE�ENIE ZADA�I� KOTOROE
MOVET BYTX NAJDENO NEPOSREDSTWENNO�
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pRI IZU�ENII WLIQNIQ GRANI�NOGO REVIMA WAVNO NAJTI KAKOE�
NIBUDX �ASTNOE RE�ENIE �ODNORODNOGO URAWNENIQ�� UDOWLETWORQ��EE
ZADANNYM GRANI�NYM USLOWIQM� TAK KAK WY�ISLENIE POPRAWKI NA NA�
�ALXNYE DANNYE SWODITSQ K RE�ENI� TOGO VE URAWNENIQ S NULEWYMI
GRANI�NYMI USLOWIQMI�

wESXMA WAVNYM KLASSOM ZADA� O RASPROSTRANENII GRANI�NOGO RE�
VIMA QWLQ�TSQ �ZADA�I BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ��

eSLI GRANI�NYJ REVIM DEJSTWUET DOSTATO�NO DOLGO� TO WSLED�
STWIE TRENIQ� PRISU�EGO WSQKOJ REALXNOJ FIZI�ESKOJ SISTEME� WLIQNIE
NA�ALXNYH DANNYH S TE�ENIEM WREMENI OSLABEWAET� tAKIM OBRAZOM MY
ESTESTWENNO PRIHODIM K Z AD A � E B E Z N A � A L XNYH U S L O WI J �I��

�I��

�������������

nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ

utt � a�uxx � �ut �� 
 ��� � � x � l� t 
 �

PRI ZADANNYH GRANI�NYH USLOWIQH

u ��� t� � �� �t��

u �l� t� � �� �t��

����

�TU ZADA�U NAZOWEM �I���
sLAGAEMOE �ut W PRAWOJ �ASTI URAWNENIQ SOOTWETSTWUET TRENI��

PROPORCIONALXNOMU SKOROSTI�
rASSMOTRIM SNA�ALA ZADA�U O RASPROSTRANENII PERIODI�ESKOGO

GRANI�NOGO REVIMA	

u �l� t� � A cos�t �ILI u �l� t� � B sin�t�� ����

u ��� t� � �� ����

dLQ DALXNEJ�EGO NAM UDOBNEE ZAPISATX GRANI�NOE USLOWIE W KOM�
PLEKSNOJ FORME

u �l� t� � Aei�t� ����

eSLI

u �x� t� � u��� �x� t� � i u��� �x� t�

UDOWLETWORQET URAWNENI� ���� S GRANI�NYMI USLOWIQMI ���� I �����

TO u��� �x� t� I u��� �x� t�
 EGO DEJSTWITELXNAQ I MNIMAQ �ASTI
 W
OTDELXNOSTI UDOWLETWORQ�T TOMU VE URAWNENI� �W SILU EGO LINEJ�
NOSTI�� USLOWI� ���� I GRANI�NYM USLOWIQM PRI x � l

u��� �l� t� � A cos�t�

u��� �l� t� � A sin�t�

iTAK� NAJDEM RE�ENIE ZADA�I

utt � a�uxx � �ut�

u ��� t� � ��

u �l� t� � Aei�t�

����� ����



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

pOLAGAQ

u �x� t� � X �x� ei�t

I PODSTAWLQQ �TO WYRAVENIE W URAWNENIE� POLU�AEM DLQ FUNKCII X �x�
SLEDU��U� ZADA�U	

X �� � k�X � �

�
k� �

��

a�
� i�

�

a�

�
� ����

X ��� � �� ����

X �l� � A� ����

iZ URAWNENIQ ���� I GRANI�NOGO USLOWIQ ���� NAHODIM

X �x� � C sin kx�

uSLOWIE PRI x � l DAET

C �
A

sin kl
� ����

TAK �TO

X �x� � A
sin kx

sin kl
� X� �x� � iX� �x�� ����

GDE X� �x� I X� �x�
 DEJSTWITELXNAQ I MNIMAQ �ASTI X �x��
iSKOMOE RE�ENIE MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

u �x� t� � �X� �x� � iX� �x�� e
i�t � u��� �x� t� � i u��� �x� t��

GDE

u��� �x� t� � X� �x� cos�t�X� �x� sin�t�

u��� �x� t� � X� �x� sin�t�X� �x� cos�t�

pEREHODQ K PREDELU PRI �	 �� NAHODIM� �TO

�k � lim
���

k �
�

a
����

I� SOOTWETSTWENNO�

�u��� �x� t� � lim
���

u��� �x� t� � A
sin���a � x�
sin���a � l� cos�t� ����

�u��� �x� t� � lim
���

u��� �x� t� � A
sin���a � x�
sin���a � l� sin�t� ����

� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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rASSMOTRIM SLEDU��U� ZADA�U	

�I��

�����
utt � a�uxx� � � x � l� t 
 �
�

u ��� t� � �� �t�� t 
 �
�

u �l� t� � �� �t��

KOTORU� BUDEM NAZYWATX ZADA�EJ �I��� o�EWIDNO� �TO �u��� �x� t� I

�u��� �x� t� QWLQ�TSQ RE�ENIQMI ZADA�I �I�� PRI GRANI�NYH USLOWIQH

�u��� ��� t� � �� �u��� �l� t� � A cos�t�

�u��� ��� t� � �� �u��� �l� t� � A sin�t�

rE�ENIE ZADA�I PRI � � � SU�ESTWUET NE WSEGDA� eSLI �ASTO�
TA WYNUVDENNYH KOLEBANIJ � SOWPADAET S SOBSTWENNOJ �ASTOTOJ �n
KOLEBANIJ STRUNY S ZAKREPLENNYMI KONCAMI	

� � �n �
�n

l
a�

TO ZNAMENATELX W FORMULAH DLQ �u��� �x� t� I �u��� �x� t� OBRA�AETSQ W
NULX I RE�ENIQ ZADA�I BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ NE SU�ESTWUET�

�TOT FAKT IMEET PROSTOJ FIZI�ESKIJ SMYSL	 PRI � � �n NASTUPA�
ET REZONANS� T� E� NE SU�ESTWUET USTANOWIW�EGOSQ REVIMA� aMPLITUDA�
NA�INAQ S NEKOTOROGO MOMENTA t � t�� NEOGRANI�ENNO NARASTAET�

pRI NALI�II TRENIQ �� �� �� USTANOWIW�IJSQ REVIM WOZMOVEN
PRI L�BOM ZNA�ENII �� TAK KAK sin kl �� � PRI KOMPLEKSNOM k�

pUSTX �� �t� � �� A �� �t�
 PERIODI�ESKAQ FUNKCIQ� PREDSTAWIMAQ
W WIDE RQDA

�� �t� �
A�

�
�

�X
n��

�An cos�nt�Bn sin�nt�� ����

GDE �
NAIMENX�AQ �ASTOTA� An I Bn
 KO�FFICIENTY fURXE�tOGDA
RE�ENIE ZADA�I DLQ SLU�AQ � � � PRINIMAET WID

�u �x� t� �
A�

�l
x�

�X
n��

�An cos�nt�Bn sin�nt�
sin��n�a � x�
sin��n�a � l� �

ESLI TOLXKO NI ODNA IZ �ASTOT �n NE SOWPADAET S SOBSTWENNYMI �A�
STOTAMI ZAKREPLENNOJ STRUNY�

eSLI VE �� �t�
NEPERIODI�ESKAQ FUNKCIQ� TO� RAZLAGAQ EE W IN�
TEGRAL fURXE� ANALOGI�NYM METODOM MOVNO POLU�ITX RE�ENIE W IN�
TEGRALXNOJ FORME�

oTMETIM� �TO RE�ENIE ZADA�I BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ PRI � �
� � OPREDELENO NEODNOZNA�NO� ESLI TOLXKO NE NAKLADYWATX KAKIH�LIBO



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

DOPOLNITELXNYH USLOWIJ� w SAMOM DELE� PRIBAWLQQ K KAKOMU�LIBO RE�
�ENI� �TOJ ZADA�I L�BU� KOMBINACI� STOQ�IH WOLNX�

An cos
�n

l
at�Bn sin

�n

l
at

�
sin

�n

l
x�

GDE An I Bn
 PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE� WIDIM� �TO �TA SUMMA BUDET
UDOWLETWORQTX TOMU VE URAWNENI� I TEM VE GRANI�NYM USLOWIQM�

	TOBY POLU�ITX EDINSTWENNOE RE�ENIE ZADA�I �I�� PRI �� �� WWE�
DEM DOPOLNITELXNOE USLOWIE �IS�EZA��EGO TRENIQ��

rE�ENIE ZADA�I �I�� MY NAZYWAEM UDOWLETWORQ��IM USLOWI� �IS�
�EZA��EGO TRENIQ�� ESLI ONO QWLQETSQ RE�ENIEM ZADA�I �I�� PRI �	
	 ��

aNALOGI�NO RE�AETSQ ZADA�A� ESLI KONEC x � l ZAKREPLEN� A PRI
x � � ZADAN GRANI�NYJ REVIM�

rE�ENIE OB�EJ ZADA�I BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ

u ��� t� � �� �t�� u �l� t� � �� �t�

OPREDELQETSQ W WIDE SUMMY DWUH SLAGAEMYH� DLQ KAVDOGO IZ KOTORYH
NEODNORODNO LI�X ODNO IZ GRANI�NYH USLOWIJ�

dOKAVEM EDINSTWENNOSTX OGRANI�ENNOGO RE�ENIQ ZADA�I BEZ NA�ALXNYH
USLOWIJ DLQ URAWNENIQ ����� pRI �TOM MY BUDEM PREDPOLAGATX NEPRERYW�
NOSTX RE�ENIQ WMESTE S EGO PROIZWODNYMI DO WTOROGO PORQDKA WKL��ITELXNO
W OBLASTI � � x � l� �� 	 t 	 t�� ESLI GRANI�NYE ZNA�ENIQ

u ��� t� � �� �t�� u �l� t� � �� �t�

OPREDELENY W OBLASTI �� 	 t 	 t��
pUSTX u� �x� t� I u� �x� t� 	 DWA OGRANI�ENNYH RE�ENIQ RASSMATRIWAE�

MOJ ZADA�I �I��

ju�j 	 M� ju�j 	 M�

GDE M � � 	NEKOTOROE �ISLO�
rAZNOSTX �TIH FUNKCIJ

v �x� t� � u� �x� t�� u� �x� t�

OGRANI�ENA �jvj 	 �M�� UDOWLETWORQET URAWNENI� ���� I ODNORODNYM GRA�
NI�NYM USLOWIQM

v ��� t� � �� v �l� t� � ��

kO�FFICIENTY fURXE DLQ FUNKCII v

vn �t� �
�

l

lZ
�

v �x� t� sin
�n

l
x dx�

O�EWIDNO� UDOWLETWORQ�T URAWNENI�

�vn � �  vn � ��nvn � �
�
�n �

�n

l
a
�
� ���

TAK KAK WTORYE PROIZWODNYE FUNKCII v �x� t� NEPRERYWNY DLQ � � x � l�

��



��� urawneniq giperboli�eskogo tipa �gl� II

oB�EE RE�ENIE URAWNENIQ ��� IMEET WID

vn �t� � An e
q
���
n t � Bn e

q
���
n t� ����

GDE q
���
n I q

���
n 	 KORNI HARAKTERISTI�ESKOGO URAWNENIQ� RAWNYE

q
���
n � � �

�
�

r
��


� ��n� q

���
n � � �

�
�

r
��


� ��n �� � ���

tAK KAK � � �� TO Re q
�����
n 	 �� sLEDOWATELXNO RE�ENIE ���� URAWNENIQ

��� BUDET OGRANI�ENNYM PRI t� �� LI�X DLQ An � � I Bn � �� T� E�
vn �t� � � DLQ L�BOGO n�

tAKIM OBRAZOM�

v �x� t� � � I u� �x� t� � u� �x� t��

�� sOSREDOTO�ENNAQ SILA� rASSMOTRIM ZADA�U O KOLEBANIQH
STRUNY POD DEJSTWIEM SOSREDOTO�ENNOJ SILY� PRILOVENNOJ W TO�KE
x � x�� eSLI SILA RASPREDELENA NA NEKOTOROM U�ASTKE �x� � �� x� �
� ��� TO RE�ENIE NAHODITSQ PO FORMULE ����� sOWER�AQ PREDELXNYJ
PEREHOD PRI �	 �� MOVNO POLU�ITX RE�ENIE POSTAWLENNOJ ZADA�I�

s DRUGOJ STORONY� PRI WYWODE URAWNENIQ KOLEBANIJ MY WIDELI
�SM� ��� IZ x �� P� ��� �TO W TO�KE x�� K KOTOROJ PRILOVENA SOSREDOTO�
�ENNAQ SILA� PROISHODIT RAZRYW PERWOJ PROIZWODNOJ� A SAMA FUNKCIQ
OSTAETSQ NEPRERYWNOJ� rE�ENIE ZADA�I u �x� t� O KOLEBANIQH STRUNY
POD DEJSTWIEM SILY� SOSREDOTO�ENNOJ W TO�KE x�� MOVNO PREDSTAWITX
DWUMQ RAZLI�NYMI FUNKCIQMI	

u �x� t� � u� �x� t� PRI � � x � x��

u �x� t� � u� �x� t� PRI x� � x � l�

�
����

�TI FUNKCII DOLVNY UDOWLETWORQTX URAWNENI�

utt � a�uxx PRI x �� x�� ����

GRANI�NYM I NA�ALXNYM USLOWIQM

u� ��� t� � �� u �x� �� � � �x��

u� �l� t� � �� ut �x� �� � � �x�

�
����

I USLOWIQM SOPRQVENIQ W TO�KE x � x� �SM� ��� IZ x ��� SOSTOQ�IM IZ
USLOWIQ NEPRERYWNOSTI FUNKCII u �x� t�	

u� �x�� t� � u� �x�� t� ����

I USLOWIQ� SWQZYWA��EGO WELI�INU RAZRYWA PROIZWODNOJ S SILOJ f �t��
SOSREDOTO�ENNOJ W TO�KE x�	

u

x

����x���

x���
�
u�
x

�x�� t�� u�
x

�x�� t� � � f �t�

k
� ����



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

zABOTITXSQ O SOBL�DENII NA�ALXNYH USLOWIJ NET NEOBHODIMOSTI�eSLI
MY NAJDEM �ASTNOE RE�ENIE URAWNENIQ ����� UDOWLETWORQ��EE GRANI��
NYM USLOWIQM IZ ����� A TAKVE ���� I ����� TO� PRIBAWLQQ K NEMU RE�E�
NIE ODNORODNOGO URAWNENIQ KOLEBANIJ� MY WSEGDA SMOVEM UDOWLETWO�
RITX ZADANNYM NA�ALXNYM USLOWIQM�

rASSMOTRIM �ASTNYJ SLU�AJ

f �t� � A cos�t� �
 � t � �
�

I NAJDEM RE�ENIE� UDOWLETWORQ��EE LI�X GRANI�NYM USLOWIQM� PRED�
POLAGAQ� �TO SILA DEJSTWUET WSE WREMQ� NA�INAQ OT t � �
 �USTANO�
WIW�IJSQ REVIM�� T� E� RE�IM ZADA�U BEZ NA�ALXNYH DANNYH� bUDEM
ISKATX RE�ENIE W WIDE

u� �x� t� � X� �x� cos�t PRI � � x � x��

u� �x� t� � X� �x� cos�t PRI x� � x � l�

iZ URAWNENIQ ���� SLEDUET

X ��
� �

��
a

��
X� � � PRI � � x � x��

X ��
� �

��
a

��
X� � � PRI x� � x � l�

����� ����

fUNKCII X� I X�� KROME TOGO� DOLVNY UDOWLETWORQTX GRANI�NYM
USLOWIQM

X� ��� � �� X� �l� � �� ����

WYTEKA��IM IZ ����� I USLOWIQM SOPRQVENIQ

X� �x�� � X� �x��� X �
� �x���X �

� �x�� �
A

k
� ����

WYTEKA��IM IZ ���� I �����
iZ URAWNENIJ ���� I USLOWIJ ���� NAHODIM

X� �x� � C sin
�

a
x� X� �x� � D sin

�

a
�l � x��

USLOWIQ SOPRQVENIQ ���� DA�T

C sin
�

a
x� � D sin

�

a
�l � x�� � ��

C
�

a
cos

�

a
x� �D

�

a
cos

�

a
�l � x�� �

A

k
�
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oPREDELQQ OTS�DA KO�FFICIENTY C I D� POLU�AEM

u �x� t� �

�����������������������

u� �
Aa

k�

sin
�

a
�l � x��

sin
�

a
l

sin
�

a
x cos�t PRI � � x � x��

u� �
Aa

k�

sin
�

a
x�

sin
�

a
l

sin
�

a
�l � x� cos�t PRI x� � x � l�

aNALOGI�NO ZAPISYWAETSQ RE�ENIE PRI f �t� � A sin�t�
iTAK� POLU�ENO RE�ENIE DLQ SLU�AQ f �t� � A cos�t ILI f �t� �

� A sin�t� eSLI f �t�
 PERIODI�ESKAQ FUNKCIQ� RAWNAQ

f �t� �
��
�

�

�X
n��

��n cos�nt� �n sin�nt�

��
 NAIMENX�AQ �ASTOTA�� TO� O�EWIDNO�

u�x� t� �

�����������������������������������������

u� �
�

k

�
��x

�

�
�� x�

l

�
�

�X
n��

a sin
�n

a
�l � x��

�n sin
�n

a
l

sin
�nx

a
�

� ��n cos�nt� �n sin�nt�

�
� � � x � x��

u� �
�

k

�
��x

�

�
�� x

l

�
�

�X
n��

a sin
�n

a
x�

�n sin
�n

a
l

sin
�n �l� x�

a
�

� ��n cos�nt� �n sin�nt�

�
� x� � x � l�

���� ��

eSLI FUNKCIQ f �t� NEPERIODI�ESKAQ� TO� PREDSTAWLQQ EE W WIDE INTE�

�� pERWYE SLAGAEMYE �TIH SUMM SOOTWETSTWU�T STACIONARNOMU PROGIBU�
OPREDELQEMOMU PO WELI�INE SILY f �t� � ���� � const� KAK NETRUDNO WIDETX�
FUNKCIQMI

u �

�������
u� �x� t� � u� �x� �

�

k

��
�
x
�

�� x�
l

�
PRI � � x � x��

u� �x� t� � u� �x� �
�

k

��
�
x�

�
�� x

l

�
PRI x� � x � l�



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

GRALA fURXE� ANALOGI�NYM METODOM MOVNO POLU�ITX RE�ENIE W INTE�
GRALXNOJ FORME�

eSLI ZNAMENATELX U �TIH FUNKCIJ ���� RAWEN NUL�	

sin
�nl

a
� ��

�n �
�m

l
a � �m�

T� E� ESLI SPEKTR �ASTOT WOZBUVDA��EJ SILY SODERVIT ODNU IZ �A�
STOT SOBSTWENNYH KOLEBANIJ �REZONANS�� TO USTANOWIW�EGOSQ RE�ENIQ
NE SU�ESTWUET�

eSLI TO�KA PRILOVENIQ SILY x� QWLQETSQ ODNIM IZ UZLOW STOQ�EJ
WOLNY� SOOTWETSTWU��EJ SWOBODNOMU KOLEBANI� S �ASTOTOJ �m� TO

sin
�m
a

x� � ��

sin
�m
a

�l � x�� � ��

pRI �TOM �ISLITELI SOOTWETSTWU��IH SLAGAEMYH DLQ u OBRA�A�TSQ
W NULX I QWLENIE REZONANSA NE IMEET MESTA� eSLI VE TO�KA PRILOVENIQ
SILY� DEJSTWU��EJ S �ASTOTOJ �m� QWLQETSQ PU�NOSTX� SOOTWETSTWU�
��EJ STOQ�EJ WOLNY S �ASTOTOJ �m� TO

sin
�m
a

x� � �

I QWLENIE REZONANSA BUDET WYRAVENO NAIBOLEE REZKO�
oTS�DA SLEDUET PRAWILO� �TO DLQ WOZBUVDENIQ REZONANSA STRUNY

PRI DEJSTWII NA NEE SOSREDOTO�ENNOJ SILOJ NADO� �TOBY �ASTOTA EE �
BYLA RAWNA ODNOJ IZ SOBSTWENNYH �ASTOT STRUNY� A TO�KA PRILOVENIQ
SILY SOWPADALA S ODNOJ IZ PU�NOSTEJ STOQ�EJ WOLNY�

�� oB�AQ SHEMA METODA RAZDELENIQ PEREMENNYH� mETOD RAZ�
DELENIQ PEREMENNYH PRIMENIM NE TOLXKO DLQ URAWNENIQ KOLEBANIJ OD�
NORODNOJ STRUNY� NO I DLQ URAWNENIQ KOLEBANIJ NEODNORODNOJ STRUNY�
rASSMOTRIM SLEDU��U� ZADA�U�

nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ

L �u� �


x

�
k �x�

u

x

�
� q �x�u � � �x�

�u

t�
� � � x � l� t 
 �� ����

UDOWLETWORQ��EE USLOWIQM

u ��� t� � �� u �l� t� � �� t � �� ����

u �x� �� � � �x�� ut �x� �� � � �x�� � � x � l� ����



��� urawneniq giperboli�eskogo tipa �gl� II

zDESX k� q I �
NEPRERYWNYE NA OTREZKE � � x � l POLOVITELXNYE

FUNKCII �k 
 �� � 
 �� q � �� ��� pROWEDEM RE�ENIE �TOJ ZADA�I ME�
TODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH� dLQ OTYSKANIQ �ASTNYH RE�ENIJ OBRA�
TIMSQ� KAK I RANX�E� K WSPOMOGATELXNOJ ZADA�E O SU�ESTWOWaNII STO�
Q�IH WOLN�

nAJTI NETRIWIALXNOE RE�ENIE URAWNENIQ ����� UDOWLETWORQ��EE
GRANI�NYM USLOWIQM

u ��� t� � �� u �l� t� � �

I PREDSTAWIMOE W WIDE PROIZWEDENIQ

u �x� t� � X �x�T �t��

pODSTAWLQQ PREDPOLAGAEMU� FORMU RE�ENIQ W URAWNENIE I POLXZUQSX
GRANI�NYMI USLOWIQMI� POSLE RAZDELENIQ PEREMENNYH POLU�AEM

d

dx

�
k �x�

dX

dx

�
� qX � ��X � ��

T �� � �T � ��

dLQ OPREDELENIQ FUNKCII X �x� MY POLU�IM SLEDU��U� KR A E�

W U� Z AD A �U N A S O B S T W E N NY E Z N A� E N I Q ���
nAJTI TE ZNA�ENIQ PARAMETRA �� PRI KOTORYH SU�ESTWU�T NE�

TRIWIALXNYE RE�ENIQ ZADA�I

L �X � � ��X � �� ����

X ��� � �� X �l� � �� ����

A TAKVE NAJTI �TI RE�ENIQ�
tAKIE ZNA�ENIQ PARAMETRA � NAZYWA�TSQ S O B S T W E N NYMI

ZN A� E N I QM I� A SOOTWETSTWU��IE IM NETRIWIALXNYE RE�ENIQ

S O B S T W E N NYMI F UN K C I QMI Z A D A� I ����
 �����

sFORMULIRUEM OSNOWNYE SWOJSTWA SOBSTWENNYH FUNKCIJ I SOB�
STWENNYH ZNA�ENIJ KRAEWOJ ZADA�I ���� I ����� NEOBHODIMYE DLQ DALX�
NEJ�EGO IZLOVENIQ�

�� sU�ESTWUET S�ETNOE MNOVESTWO SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ �� �
� �� � � � � � �n � � � � KOTORYM SOOTWETSTWU�T NETRIWIALXNYE RE�ENIQ
ZADA�I
 SOBSTWENNYE FUNKCII X� �x�� X� �x�� � � � � Xn �x�� � � �

�� tOT SLU�AJ� KOGDA k �x� W NEKOTORYH TO�KAH OBRA�AETSQ W NULX� RAS�
SMATRIWAETSQ OTDELXNO �SM� dOPOLNENIE II��

�� pRI � � �� � const� k � k� � const MY POLU�AEM KRAEWU� ZADA�U O
SOBSTWENNYH KOLEBANIQH STRUNY S ZAKREPLENNYMI KONCAMI�

X �� � �X � �
�
� �

��
k�



�
�

X ��� � �� X �l� � ��

ISSLEDOWANNU� W x ��



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

�� pRI q � � WSE SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ �n POLOVITELXNY�
�� sOBSTWENNYE FUNKCII Xm �x� I Xn �x� PRI m �� n ORTOGONALX�

NY MEVDU SOBOJ S WESOM � �x� NA OTREZKE � � x � l	

lZ
�

Xm �x�Xn �x� � �x� dx � � �m �� n�� ����

�� tE OR EM A R A Z L OVIMO STI w� a� sTEK L O W A� pROIZWOLXNAQ
FUNKCIQ F �x�� DWAVDY NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMAQ I UDOWLETWO�
RQ��AQ GRANI�NYM USLOWIQM F ��� � F �l� � �� RAZLAGAETSQ W RAWNO�
MERNO I ABSOL�TNO SHODQ�IJSQ RQD PO SOBSTWENNYM FUNKCIQM Xn �x�	

F �x� �

�X
n��

FnXn �x�� Fn �
�

kXnk�
lZ

�

F �x�Xn �x� � �x� dx� ����

kXnk� �
lZ

�

X�
n �x� � �x� dx�

dOKAZATELXSTWO UTWERVDENIJ � I � OSNOWYWAETSQ OBY�NO NA TEO�
RII INTEGRALXNYH URAWNENIJ� I MY NE BUDEM ZDESX EGO PRIWODITX� w
NASTOQ�EM PUNKTE MY OSTANOWIMSQ NA DOKAZATELXSTWAH SWOJSTW � I ��

pREVDE �EM PEREJTI K DOKAZATELXSTWU �TIH SWOJSTW� WYWEDEM
TAK NAZYWAEMU� FORMULU gRINA� pUSTX u �x� I v �x�
 PROIZWOLXNYE
FUNKCII� DWAVDY DIFFERENCIRUEMYE NA INTERWALE a � x � b I IME��
�IE NEPRERYWNU� PERWU� PROIZWODNU� NA OTREZKE a � x � b� rASSMO�
TRIM WYRAVENIE

uL �v�� v L �u� � u �k v��� � v �k u��� � �k �uv� � vu�����

iNTEGRIRUQ �TO RAWENSTWO PO x OT a DO b� POLU�AEM F ORM UL U
gRI N A

bZ
a

�uL �v�� v L �u�� dx � k �uv� � vu��
����b
a

� ����

dOKAVEM SWOJSTWO �� pUSTX Xm �x� I Xn �x�
 DWE SOBSTWENNYE
FUNKCII� SOOTWETSTWU��IE SOBSTWENNYM ZNA�ENIQM �m I �n� pOLA�
GAQ W FORMULE ���� u � Xm �x�� v � Xn �x� I U�ITYWAQ GRANI�NYE
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USLOWIQ ����� BUDEM IMETX ��

lZ
�

fXmL �Xn��Xn L �Xm� g dx � � �a � �� b � l��

OTKUDA� POLXZUQSX URAWNENIEM ����� POLU�AEM

��n � �m�

lZ
�

Xm �x�Xn �x� � �x� dx � ��

tAKIM OBRAZOM� ESLI �n �� �m� TO IMEET MESTO USLOWIE

lZ
�

Xm �x�Xn �x� � �x� dx � �� ����

WYRAVA��EE ORTOGONALXNOSTX S WESOM � �x� SOBSTWENNYH FUNKCIJ
Xm �x� I Xn �x��

dOKAVEM TEPERX� �TO KAVDOMU SOBSTWENNOMU ZNA�ENI� SOOTWET�
STWUET S TO�NOSTX� DO POSTOQNNOGO MNOVITELQ TOLXKO ODNA SOBSTWEN�

NAQ FUNKCIQ ���� w SAMOM DELE� WSQKAQ SOBSTWENNAQ FUNKCIQ OPREDELQ�
ETSQ ODNOZNA�NO KAK RE�ENIE DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ ��GO PO�
RQDKA PO ZNA�ENI� SAMOJ FUNKCII I EE PERWOJ PROIZWODNOJ PRI x � ��

dOPUSTIW SU�ESTWOWANIE DWUH FUNKCIJ �X I ��X� OTWE�A��IH ODNOMU
I TOMU VE ZNA�ENI� � I OBRA�A��IHSQ W NULX PRI x � �� I WZQW

�� pROIZWODNYE X �
m I X �

n NEPRERYWNY WS�DU NA OTREZKE � � x � l�
WKL��AQ TO�KI x � � I x � l� TAK KAK URAWNENIE ��
� DAET

k �x�X �
m �x� �

x�Z
x

�q � 
m��Xm dx� C�

oTS�DA I SLEDUET SU�ESTWOWANIE PROIZWODNOJ X �
m PRI x � � I x � l�

�� dOKAZYWAEMOE SWOJSTWO PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I OSNOWANO NA TOM� �TO
DWA LINEJNO NEZAWISIMYH RE�ENIQ DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ ��GO PO�
RQDKA NE MOGUT OBRA�ATXSQ W NULX W ODNOJ I TOJ VE TO�KE� �TO UTWERVDE�
NIE OTNOSITSQ K KRAEWOJ ZADA�E S NULEWYMI GRANI�NYMI USLOWIQMI� pRI
DRUGIH GRANI�NYH USLOWIQH �NAPRIMER� X ��� � X �l�� X � ��� � X � �l�� MO�
GUT SU�ESTWOWATX DWE RAZLI�NYE SOBSTWENNYE FUNKCII� SOOTWETSTWU��IE

ODNOMU I TOMU VE SOBSTWENNOMU ZNA�ENI�

�
X

���
n �x� � cos

��n

l
x� X

���
n �x� �

� sin
��n

l
x PRI 
n �

�
��n

l

��
� n � �� �� �� � � �

�
�



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

FUNKCI�

X� �x� �
�X � ���
��X � ���

��X �x��

WIDIM� �TO �TA FUNKCIQ UDOWLETWORQET TOMU VE URAWNENI� ��GO PORQD�
KA ���� I TEM VE NA�ALXNYM USLOWIQM� �TO I FUNKCIQ �X �x�	

X� ��� �
�X � ���
��X � ���

��X ��� � ��

dX�

dx
��� �

�X � ���
��X � ���

��X � ��� � �X � ����

tEM SAMYM DOKAZANO� �TO X� �x� � �X �x� I �TO

�X �x� � A ��X �x�


A �

�X � ���
��X � ���

�
�

oTMETIM� �TO W PROCESSE DOKAZATELXSTWA MY U�ITYWALI TREBO�

WANIE ��X � ��� �� �� KOTOROE BEZUSLOWNO WYPOLNQETSQ� TAK KAK RE�ENIE
LINEJNOGO URAWNENIQ ����� OPREDELQEMOE NA�ALXNYMI USLOWIQMI

��X ��� � �� ��X � ��� � ��

TOVDESTWENNO RAWNO NUL� I TEM SAMYM NE MOVET BYTX SOBSTWENNOJ
FUNKCIEJ �SM� S� �����

w SILU LINEJNOSTI I ODNORODNOSTI URAWNENIQ I KRAEWYH USLO�
WIJ O�EWIDNO� �TO ESLI Xn �x� QWLQETSQ SOBSTWENNOJ FUNKCIEJ PRI
SOBSTWENNOM ZNA�ENII �n� TO FUNKCIQ AnXn �x� �An
 PROIZWOLXNAQ
POSTOQNNAQ� TAKVE QWLQETSQ SOBSTWENNOJ FUNKCIEJ DLQ TOGO VE ZNA�E�
NIQ �n� wY�E BYLO DOKAZANO� �TO �TIM WPOLNE IS�ERPYWAETSQ KLASS
SOBSTWENNYH FUNKCIJ� sOBSTWENNYE FUNKCII� OTLI�A��IESQ MNOVI�
TELEM� MY� RAZUMEETSQ� NE S�ITAEM SU�ESTWENNO RAZLI�NYMI� 	TOBY
ISKL��ITX NEOPREDELENNOSTX W WYBORE MNOVITELQ� MOVNO POD�INITX
SOBSTWENNYE FUNKCII TREBOWANI� NORMIROWKI

kXnk� �
lZ

�

X�
n �x� � �x� dx � ��

eSLI NEKOTORAQ FUNKCIQ !Xn �x� NE UDOWLETWORQET �TOMU TREBOWANI��
TO EE MOVNO �NORMIROWATX�� UMNOVAQ NA KO�FFICIENT An	

An
!Xn �x� � Xn �x�� An �

�

k !Xnk
�
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eSLI POD�INITX SOBSTWENNYE FUNKCII ZADA�I ����
 ���� USLOWI�
NORMIROWKI �kXnk � ��� TO ONI OBRAZU�T ORTOGONALXNU� I NORMIRO�
WANNU� SISTEMU

lZ
�

Xm �x�Xn �x� � �x� dx �

�
�� m �� n�

�� m � n�

oBRATIMSQ K DOKAZATELXSTWU SWOJSTWA �� dOKAVEM� �TO � 
 � PRI
q � �� pUSTX Xn �x�
 NORMIROWANNAQ SOBSTWENNAQ FUNKCIQ� SOOTWET�
STWU��AQ SOBSTWENNOMU ZNA�ENI� �n� TAK �TO

L �Xn� � ��n � �x�Xn �x��

uMNOVAQ OBE �ASTI �TOGO RAWENSTWA NA Xn �x� I INTEGRIRUQ PO x OT
� DO l� POLU�AEM

�n

lZ
�

X�
n �x� � �x� dx � �

lZ
�

Xn �x�L �Xn� dx�

ILI

�n � �
lZ

�

Xn
d

dx

�
k �x�

dXn

dx

�
dx�

lZ
�

q �x�X�
n �x� dx�

TAK KAK FUNKCIQ Xn �x� PREDPOLAGAETSQ NORMIROWANNOJ� iNTEGRIRUQ
PO �ASTQM I POLXZUQSX GRANI�NYMI USLOWIQMI ����� POLU�AEM

�n � �XnkX
�
n

����l
�

�

lZ
�

k �x� �X �
n �x��

� dx�

lZ
�

q �x�X�
n �x� dx �

�

lZ
�

k �x� �X �
n �x��

� dx�

lZ
�

q �x�X�
n �x� dx� ����

OTKUDA I SLEDUET� �TO

�n 
 ��

TAK KAK PO USLOWI� k �x� 
 � I q �x� � ��
oSTAWLQQ DOKAZATELXSTWO TEOREMY RAZLOVIMOSTI W STORONE� KRAT�

KO OSTANOWIMSQ NA WY�ISLENII KO�FFICIENTOW RAZLOVENIQ�
nETRUDNO WIDETX� �TO

Fn �
�

kXnk�
lZ

�

� �x�F �x�Xn �x� dx� ����



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

w SAMOM DELE� UMNOVAQ OBE �ASTI RAWENSTWA

F �x� �

�X
n��

FnXn �x�

NA � �x�Xn �x�� INTEGRIRUQ PO x OT � DO l I U�ITYWAQ ORTOGONALX�
NOSTX SOBSTWENNYH FUNKCIJ� POLU�AEM NAPISANNOE WY�E WYRAVENIE

DLQ KO�FFICIENTOW Fn �K O �FFIC I E N TO W fUR X E� ���
wERNEMSQ TEPERX K URAWNENI� S �ASTNYMI PROIZWODNYMI� dLQ

FUNKCII T �t� MY IMEEM URAWNENIE

T �� � �nT � � ����

BEZ KAKIH�LIBO DOPOLNITELXNYH USLOWIJ� w SILU DOKAZANNOJ POLOVI�
TELXNOSTI �n EGO RE�ENIE IMEET WID

Tn �t� � An cos
p
�nt�Bn sin

p
�nt�

GDE An I Bn
 NEOPREDELENNYE KO�FFICIENTY� tAKIM OBRAZOM� WSPO�
MOGATELXNAQ ZADA�A IMEET BES�ISLENNOE MNOVESTWO RE�ENIJ WIDA

un �x� t� � Tn �t�Xn �x� � �An cos
p
�nt�Bn sin

p
�nt�Xn �x��

oBRATIMSQ K RE�ENI� ZADA�I S ZADANNYMI NA�ALXNYMI USLOWIQ�
MI� bUDEM ISKATX RE�ENIE W WIDE

u �x� t� �

�X
n��

�An cos
p
�nt�Bn sin

p
�nt�Xn �x�� ����

fORMALXNAQ SHEMA UDOWLETWORENIQ NA�ALXNYM USLOWIQM ���� OSNOWY�
WAETSQ NA TEOREME RAZLOVIMOSTI � I PROWODITSQ SOWER�ENNO TAK VE�
KAK I DLQ ODNORODNOJ STRUNY� iZ RAWENSTW

u �x� �� � � �x� �

�X
n��

AnXn �x��

ut �x� �� � � �x� �

�X
n��

Bn

p
�nXn �x�

NAHODIM� �TO

An � �n� Bn �
�np
�n

� ����

GDE �n I �n
 KO�FFICIENTY fURXE FUNKCIJ � �x� I � �x� PRI RAZ�
LOVENII PO ORTOGONALXNOJ S WESOM � �x� SISTEME FUNKCIJ fXn �x� g�

�� wOZMOVNOSTX PO�LENNOGO INTEGRIROWANIQ RQDA SLEDUET IZ TEOREMY sTE�
KLOWA O RAWNOMERNOJ SHODIMOSTI RQDA �����
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oGRANI�IWAQSX OB�EJ SHEMOJ METODA RAZDELENIQ PEREMENNYH� MY
NE PRIWODIM USLOWIJ PRIMENIMOSTI �TOGO METODA KAK W OTNO�ENII
KO�FFICIENTOW URAWNENIQ� TAK I W OTNO�ENII NA�ALXNYH FUNKCIJ�

oSNOWOPOLAGA��IE RABOTY PO OBOSNOWANI� �TOGO METODA PRINAD�

LEVAT w� a� sTEKLOWU ���

zA D A � I

�� nAJTI FUNKCI� u �x� t�� OPREDELQ��U� PROCESS KOLEBANIQ STRUNY
��� l�� ZAKREPLENNOJ NA KONCAH I WOZBUVDAEMOJ �RIS� �� OTTQGIWANIEM EE W
TO�KE x � c NA WELI�INU h� T� E� u �c� �� � h �SM� pRILOVENIE I�� nA�ALXNAQ
SKOROSTX RAWNA NUL��

�� zAKREPLENNAQ NA KONCAH STRUNA W TO�KE x � c OTTQNUTA SILOJ F��
nAJTI KOLEBANIQ STRUNY� ESLI W NA�ALXNYJ MOMENT SILA PERESTAET DEJSTWO�
WATX� A NA�ALXNAQ SKOROSTX RAWNA NUL��

� nAJTI FUNKCI� u �x� t�� OPREDELQ��U� PROCESS KOLEBANIQ STRUNY
��� l�� ZAKREPLENNOJ NA KONCAH I WOZBUVDAEMOJ IMPULXSOM K� RASPREDELEN�

NYM NA OTREZKE �c� �� c� ��� A� RAWNOMERNO� B� PO ZAKONU v� cos
x� c

��
� �SM�

pRILOVENIE I�� ESLI NA�ALXNOE OTKLONENIE RAWNO NUL��
�� nAJTI FUNKCI� u �x� t�� OPREDELQ��U� PROCESS KOLEBANIQ STRUNY

��� l�� ZAKREPLENNOJ NA KONCAH I WOZBUVDAEMOJ IMPULXSOM K� PRILOVENNYM

rIS� �

W TO�KE x � c �SM� pRILOVENIE I��
nA�ALXNOE OTKLONENIE RAWNO NUL��

�� dOKAZATX ADDITIWNOSTX
�NERGII OTDELXNYH GARMONIK DLQ
PROCESSA KOLEBANIJ PRI GRANI�NYH
USLOWIQH u � �� ux � �� rASSMOTRETX
TAKVE SLU�AJ GRANI�NOGO USLOWIQ
��GO RODA ux � hu � � �WSE RQDY

PREDPOLAGATX RAWNOMERNO SHODQ�IMISQ�� wY�ISLITX �NERGI� OTDELXNYH
GARMONIK W ZADA�AH � 	 �

�� pRUVINA� ZAKREPLENNAQ ODNIM KONCOM W TO�KE x � �� RASTQNUTA GRU�
ZOM MASSY M � PODWE�ENNYM W TO�KE x � l� nAJTI KOLEBANIQ PRUVINY� ESLI
W MOMENT t � � GRUZ PADAET I W DALXNEJ�EM NA KONEC x � l NE DEJSTWU�T
NIKAKIE SILY�

�� oDIN KONEC STERVNQ ZAKREPLEN� A NA WTOROJ DEJSTWUET SILA F�� nAJ�
TI KOLEBANIQ STERVNQ� ESLI W NA�ALXNYJ MOMENT SILA PERESTAET DEJSTWO�
WATX�

��iSSLEDOWATX PROCESS KOLEBANIQ PRUVINY� ODIN KONEC KOTOROJ ZAKREP�
LEN� A KO WTOROMU KONCU W NA�ALXNYJ MOMENT PODWE�IWAETSQ GRUZ MASSY M �
nA�ALXNYE USLOWIQ NULEWYE�

�� k ODNORODNOJ STRUNE S ZAKREPLENNYMI KONCAMI x � � I x � l W
TO�KE x � c PRIKREPLENA MASSA M � nAJTI OTKLONENIE STRUNY u �x� t�� ESLI�

�� sT E KL O W w� a� zADA�A OB OHLAVDENII NEODNORODNOGO TWERDOGO
STERVNQ �� sOOB�� hARXK� MAT� O�WA� sER� �� ����� t� �� � �� ��
sTE K LO W w� a� oSNOWNYE ZADA�I MATEMATI�ESKOJ FIZIKI� t� I� pETROGRAD�
����� iLXI N w� a�o RAZRE�IMOSTI SME�ANNYH ZADA� DLQ GIPERBOLI�ESKIH
I PARABOLI�ESKIH URAWNENIJ �� umn� ����� t� ��� WYP� �� s� �
	���



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

A� W NA�ALXNYJ MOMENT W TO�KE x � c STRUNA OTTQNUTA NA WELI�INU h OT
POLOVENIQ RAWNOWESIQ I OTPU�ENA BEZ NA�ALXNOJ SKOROSTI� B� NA�ALXNOE
OTKLONENIE I NA�ALXNAQ SKOROSTX RAWNY NUL� �SM� pRILOVENIE III��

��� iSSLEDOWATX PROCESS KOLEBANIQ PRUVINY SO SWOBODNYMI KONCAMI
PRI RAWNOMERNOM NA�ALXNOM RASTQVENII �PREDSTAWITX MODELX �TOJ ZADA�I��

��� iSSLEDOWATX PROCESS KOLEBANIQ PRUVINY S UPRUGO ZAKREPLENNYMI
KONCAMI PRI ODINAKOWYH KO�FFICIENTAH VESTKOSTI� ESLI NA�ALXNYE USLO�
WIQ PROIZWOLXNY�

rE�ENIE ISSLEDOWATX PRI MALYH h ��MQGKOE ZAKREPLENIE� I PRI BOLX�
�IH h ��VESTKOE ZAKREPLENIE� I WY�ISLITX SOOTWETSTWU��IE POPRAWKI K
SOBSTWENNYM ZNA�ENIQM DLQ STRUNY SO SWOBODNYMI I ZAKREPLENNYMI KONCA�
MI�

��� nAJTI OTKLONENIE u �x� t� STRUNY S VESTKO ZAKREPLENNYMI KONCA�
MI� ESLI KOLEBANIQ PROISHODQT W SREDE� SOPROTIWLENIE KOTOROJ PROPORCIO�
NALXNO SKOROSTI� A NA�ALXNYE USLOWIQ PROIZWOLXNY�

�� iZOLIROWANNYJ �LEKTRI�ESKIJ PROWOD DLINY l S HARAKTERISTIKA�
MI L� R� C I G � � ZARQVEN DO NEKOTOROGO POTENCIALA v�� w NA�ALXNYJ
MOMENT ODIN KONEC PROWODA ZAZEMLQETSQ� A WTOROJ OSTAETSQ WSE WREMQ IZOLI�
ROWANNYM� nAJTI RASPREDELENIE NAPRQVENIQ W PROWODE�

��� sTRUNA S ZAKREPLENNYMI KONCAMI KOLEBLETSQ POD DEJSTWIEM GARMO�
NI�ESKOJ SILY� RASPREDELENNOJ S PLOTNOSTX� f �x� t� � � �x� sin�t� nAJTI
OTKLONENIE u �x� t� STRUNY PRI PROIZWOLXNYH NA�ALXNYH USLOWIQH� iSSLE�
DOWATX WOZMOVNOSTX REZONANSA I NAJTI RE�ENIE W SLU�AE REZONANSA�

��� rE�ITX ZADA�U �� PREDPOLAGAQ� �TO KOLEBANIQ PROISHODQT W SREDE�
SOPROTIWLENIE W KOTOROJ PROPORCIONALXNO SKOROSTI� nAJTI USTANOWIW�IESQ
KOLEBANIQ� SOSTAWLQ��IE GLAWNU� �ASTX RE�ENIQ PRI t���

��� uPRUGIJ STERVENX DLINY l RASPOLOVEN WERTIKALXNO I VESTKO PRI�
KREPLEN WERHNIM KONCOM K SWOBODNO PADA��EMU LIFTU� KOTORYJ� DOSTIGNUW
SKOROSTI v�� MGNOWENNO OSTANAWLIWAETSQ� nAJTI KOLEBANIQ STERVNQ� PRED�
POLAGAQ EGO NIVNIJ KONEC SWOBODNYM�

��� rE�ITX URAWNENIE

utt � a�uxx � b�u � A

PRI NULEWYH NA�ALXNYH USLOWIQH I GRANI�NYH USLOWIQH

u ��� t� � �� u �l� t� � B�

GDE b� A I B	 POSTOQNNYE�
��� rE�ITX DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE

utt � a�uxx � A shx

PRI NULEWYH NA�ALXNYH USLOWIQH I GRANI�NYH USLOWIQH

u ��� t� � B� u �l� t� � C�

GDE A� B I C 	 POSTOQNNYE�
��� k ODNORODNOJ STRUNE S ZAKREPLENNYMI KONCAMI x � � I x � l W

TO�KE x � c �� 	 c 	 l� PRILOVENA GARMONI�ESKAQ SILA

F �t� � P� sin�t�

DEJSTWU��AQ NA�INAQ S MOMENTA t � �� nAJTI OTKLONENIE STRUNY u �x� t��
PREDPOLAGAQ NA�ALXNYE USLOWIQ NULEWYMI�
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��� rE�ITX ZADA�U O KOLEBANIQH NEODNORODNOGO STERVNQ DLINY l S
VESTKO ZAKREPLENNYMI KONCAMI� SOSTAWLENNOGO IZ DWUH ODNORODNYH STERV�
NEJ� SOEDINENNYH W TO�KE x � c �� 	 c 	 l�� ESLI NA�ALXNOE OTKLONENIE IMEET
WID

u �x� �� �

�������
h

c
x PRI � � x � c�

h

l � c
�l� x� PRI c � x � l�

A NA�ALXNYE SKOROSTI RAWNY NUL��
��� nAJTI USTANOWIW�IESQ KOLEBANIQ PRUVINY� ODIN KONEC KOTOROJ

ZAKREPLEN� A NA WTOROJ DEJSTWUET SILA

F �t� � A sin��t � B sin��t�

��� nAJTI USTANOWIW�IESQ KOLEBANIQ NEODNORODNOGO STERVNQ� SOSTA�
WLENNOGO IZ DWUH ODNORODNYH STERVNEJ� SOEDINENNYH W TO�KE x � c� ESLI
ODIN KONEC STERVNQ ZAKREPLEN� A WTOROJ DWIVETSQ PO ZAKONU

u �l� t� � A sin�t�

xxxxxxxxx �� zADA�A S DANNYMI NA HARAKTERISTIKAH

��pOSTANOWKA ZADA�I� rASSMOTRIM RQD ZADA�� QWLQ��IHSQ RAZ�
WITIEM PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I DLQ URAWNENIQ KOLEBANIJ STRUNY� dLQ
PROSTOTY BUDEM IZU�ATX QWLENIQ WBLIZI ODNOGO KRAQ� S�ITAQ DRUGOJ
KRAJ UDALENNYM W BESKONE�NOSTX� T� E� W KA�ESTWE ISHODNOJ ZADA�I
WOZXMEM ZADA�U DLQ POLUBESKONE�NOJ PRQMOJ�

uRAWNENIE KOLEBANIJ STRUNY ut�t� � a�uxx SIMMETRI�NO OTNOSI�
TELXNO PEREMENNYH x I t� ESLI POLOVITX a� � �� T� E� IZMENITX
MAS�TAB WREMENI� WWEDQ PEREMENNU� t � at�� oDNAKO DOPOLNITELX�
NYE USLOWIQ WNOSQT ASIMMETRI� W MATEMATI�ESKOE TOLKOWANIE x I
t	 W NA�ALXNYH USLOWIQH �PRI t � �� ZADA�TSQ DWE FUNKCII u �x� �� I
ut �x� ��� W TO WREMQ KAK W GRANI�NYH USLOWIQH �PRI x � �� ZADAETSQ
TOLXKO ODNA FUNKCIQ u ��� t��

kAK BYLO OTME�ENO W x �� P� �� MEVDU FUNKCIQMI I IH NORMALXNY�
MI PROIZWODNYMI PRI t � � I x � � SU�ESTWUET SOOTNO�ENIE

ut ��� z� � ux ��� z� � ut �z� �� � ux �z� �� �a� � ��

PRI PROIZWOLXNOM ZNA�ENII z� oTS�DA SLEDUET� �TO PRI x � � I t � �
NELXZQ NEZAWISIMYM OBRAZOM ZADATX WSE �TI FUNKCII� PROIZWOLXNYMI
QWLQ�TSQ TOLXKO TRI USLOWIQ� �TO I UKAZYWAET NA NEWOZMOVNOSTX SIM�
METRI�NOJ POSTANOWKI DOPOLNITELXNYH USLOWIJ�

dOPOLNITELXNYE USLOWIQ MOGUT ZADAWATXSQ LIBO NA PRQMYH LI�
NIQH x � �� t � � �S ZADA�AMI PODOBNOGO RODA MY IMELI DELO DO SIH
POR�� LIBO NA NEKOTORYH KRIWYH W FAZOWOJ PLOSKOSTI� nAPRIMER� GRA�
NI�NYE ZNA�ENIQ MOVNO ZADAWATX NA NEKOTOROJ KRIWOJ C� �x � f��t���



x � zada�a s dannymi na harakteristikah ���

ODNAKO DLQ RAZRE�IMOSTI TAKOJ ZADA�I KRIWAQ C� DOLVNA BYTX DO�
STATO�NO GLADKOJ I UDOWLETWORQTX E�E NEKOTORYM DOPOLNITELXNYM
USLOWIQM�

rASSMOTRIM PROCESS KOLEBANIJ GAZA W TRUBE S PODWIVNOJ
GRANICEJ �PODWIVNYM POR�NEM�� qSNO� �TO SKOROSTX PEREME�E�

rIS� ��

NIQ GRANICY� DWIVU�EJSQ PO
ZAKONU x � f� �t�� NELXZQ S�I�
TATX PROIZWOLXNOJ	 ONA NE DOLV�
NA PREWOSHODITX SKOROSTX ZWUKA
a �f �� �t� � a�� gEOMETRI�ESKIM
SLEDSTWIEM �TOGO QWLQETSQ TO�
�TO KRIWAQ C� �x � f��t�� DOLV�
NA BYTX OTDELENA HARAKTERISTI�
KOJ OT LINII t � �� NESU�EJ
NA�ALXNYE ZNA�ENIQ �RIS� ����
eSLI HOTQ BY W ODNOJ TO�KE LI�
NIQ C� LEVALA NIVE HARAKTERI�
STIKI x � at� TO ZNA�ENIE FUNK�
CII u �x� t� WPOLNE OPREDELQ�
LOSX BY NA�ALXNYMI USLOWIQMI
I NE MOGLO BY ZADAWATXSQ PROIZ�
WOLXNO� fIZI�ESKIJ SMYSL �TOGO SWQZAN S TEM� �TO PRI DWIVENII GAZA
SO SKOROSTQMI� PREWOSHODQ�IMI SKOROSTX ZWUKA� URAWNENIE AKUSTIKI
TERQET SILU I NADO POLXZOWATXSQ NELINEJNYMI URAWNENIQMI GAZOWOJ

DINAMIKI ���
nA�ALXNYE USLOWIQ MOVNO ZADAWATX NE TOLXKO NA OSI t � �� NO

I NA NEKOTOROJ LINII C� �t � f��x�� � KOTORAQ DOLVNA UDOWLETWORQTX
TREBOWANI� jf �� �x�j � ��a �PRI �TOM C� LEVIT W OBLASTI WLIQNIQ NA�
�ALXNYH DANNYH�� zADA�I PODOBNOGO TIPA LEGKO RE�A�TSQ S POMO�X�
INTEGRALXNOGO URAWNENIQ KOLEBANIJ �SM� x �� P� ���

nE STAWQ SWOEJ CELX� DATX POLNYJ PERE�ENX WSEH WOZMOVNYH KRA�
EWYH ZADA�� RASSMOTRIM BOLEE PODROBNO ZADA�U OPREDELENIQ RE�ENIQ
PO DANNYM NA HARAKTERISTIKAH� �TU KRAEWU� ZADA�U �ASTO NAZYWA�T
Z AD A � EJ g UR S A� zADA�A S DANNYMI NA HARAKTERISTIKAH PREDSTA�
WLQET BOLX�OJ INTERES S TO�KI ZRENIQ FIZI�ESKIH PRILOVENIJ� oNA
WSTRE�AETSQ� NAPRIMER� PRI IZU�ENII PROCESSOW SORBCII I DESORBCII
GAZOW �SM� pRILOVENIE V�� PROCESSOW SU�KI �SM� ZADA�U � W KONCE PA�
RAGRAFA� I MNOGIH DRUGIH ZADA��

��mETOD POSLEDOWATELXNYH PRIBLIVENIJ DLQ ZADA�I gUR�
SA� rASSMOTRIM PROSTEJ�U� ZADA�U S DANNYMI NA HARAKTERISTIKAH

uxy � f �x� y��

u �x� �� � �� �x��

u ��� y� � �� �y��

����� ���

�� CM� pRILOVENIE IV� S� ����

� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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dOPOLNITELXNYE USLOWIQ DANY NA PRQMYH x � � I y � �� QWLQ��IHSQ
HARAKTERISTIKAMI URAWNENIQ ���� bUDEM PREDPOLAGATX� �TO FUNKCII
�� �x� I �� �y� DIFFERENCIRUEMY I UDOWLETWORQ�T USLOWI� SOPRQVE�
NIQ �� ��� � �� ���� iNTEGRIRUQ POSLEDOWATELXNO PO x I y URAWNENIE
���� POLU�IM

uy �x� y� � uy ��� y� �

xZ
�

f ��� y� d��

u �x� y� � u �x� �� � u ��� y�� u ��� �� �

yZ
�

d�

xZ
�

f ��� �� d��

ILI

u �x� y� � �� �x� � �� �y�� �� ��� �

yZ
�

xZ
�

f ��� �� d� d�� ���

tAKIM OBRAZOM� DLQ PROSTEJ�EGO URAWNENIQ� NE SODERVA�EGO PERWYH
PROIZWODNYH ux� uy I ISKOMOJ FUNKCII� RE�ENIE PREDSTAWLQETSQ W
QWNOJ ANALITI�ESKOJ FORME ���� iZ FORMULY ��� NEPOSREDSTWENNO SLE�
DUET EDINSTWENNOSTX I SU�ESTWOWANIE RE�ENIQ POSTAWLENNOJ ZADA�I�

pEREJDEM K RE�ENI� LINEJNOGO URAWNENIQ GIPERBOLI�ESKOGO TIPA

uxy � a �x� y�ux � b �x� y�uy � c �x� y�u� f �x� y� ���

PRI DOPOLNITELXNYH USLOWIQH NA HARAKTERISTIKAH x � �� y � �

u �x� �� � �� �x��

u ��� y� � �� �y��
����

GDE �� �x� I �� �y� UDOWLETWORQ�T TREBOWANIQM DIFFERENCIRUEMOSTI
I SOPRQVENIQ� kO�FFICIENTY a� b I c BUDEM PREDPOLAGATX NEPRERYW�
NYMI FUNKCIQMI x I y�

fORMULA ��� POKAZYWAET� �TO FUNKCIQ u �x� y� UDOWLETWORQET IN�
TEGRODIFFERENCIALXNOMU URAWNENI�

u �x� y� �

yZ
�

xZ
�

�a ��� ��u� � b ��� ��u� � c ��� ��u� d� d��

��� �x� � �� �y�� �� ��� �

yZ
�

xZ
�

f ��� �� d� d�� ���

dLQ EGO RE�ENIQ WOSPOLXZUEMSQ METODOM POSLEDOWATELXNYH PRIBLIVE�



x � zada�a s dannymi na harakteristikah ���

NIJ� wYBEREM W KA�ESTWE NULEWOGO PRIBLIVENIQ FUNKCI�

u� �x� y� � ��

tOGDA ��� DAET DLQ POSLEDOWATELXNYH PRIBLIVENIJ SLEDU��IE WYRA�
VENIQ	

u� �x� y� � �� �x� � �� �y�� �� ��� �

yZ
�

xZ
�

f ��� �� d� d��

� � � � � � � � � � � � � � � � � � �

un �x� y� � u� �x� y� �

yZ
�

xZ
�

�
a ��� ��

un��
�

�

� b ��� ��
un��
�

� c ��� ��un��

�
d� d��

�������������������������������������

���

oTMETIM POPUTNO� �TO

un
x

�
u�
x

�

yZ
�

�
a �x� ��

un��
x

� b �x� ��
un��
�

� c �x� ��un��

�
d��

un
y

�
u�
y

�

xZ
�

�
a ��� y�

un��
�

� b ��� y�
un��
y

� c ��� y�un��

�
d��

���������������
���

dOKAVEM RAWNOMERNU� SHODIMOSTX POSLEDOWATELXNOSTEJ

fun �x� y�g�
�
un
x

�x� y�

�
�

�
un
y

�x� y�

�
�

dLQ �TOGO RASSMOTRIM RAZNOSTI

zn �x� y� � un�� �x� y�� un �x� y� �

�

yZ
�

xZ
�

�
a ��� ��

zn��
�

� b ��� ��
zn��
�

� c ��� �� zn�� ��� ��
�
d� d��

��



��� urawneniq giperboli�eskogo tipa �gl� II

zn �x� y�

x
�

un�� �x� y�

x
� un �x� y�

x
�

�

yZ
�

�
a �x� ��

zn��
x

� b �x� ��
zn��
�

� c �x� �� zn�� �x� ��
�
d��

zn �x� y�

y
�

un�� �x� y�

y
� un �x� y�

y
�

�

xZ
�

�
a ��� y�

zn��
�

� b ��� y�
zn��
y

� c ��� y� zn�� ��� y�
�
d��

pUSTX M
 WERHNQQ GRANICA ABSOL�TNYH WELI�IN KO�FFICIENTOW
a �x� y�� b �x� y�� c �x� y� I H
 WERHNQQ GRANICA ABSOL�TNYH WELI�IN
z� � u� �x� y� I EE PROIZWODNYH

jz�j � H�

����z�x

���� � H�

����z�y

���� � H

PRI IZMENENII x I y WNUTRI NEKOTOROGO KWADRATA �� � x � L� � �
� y � L�� pOSTROIM MAVORANTNYE OCENKI DLQ FUNKCIJ zn� zn�x�
zn�y� o�EWIDNO� �TO

jz�j � �HMxy � �HM
�x� y��

�"
�����z�x

���� � �HMy � �HM �x� y��

����z�y

���� � �HMx � �HM �x� y��

pREDPOLOVIM� �TO IME�T MESTO REKURRENTNYE OCENKI

jznj � �HMnKn�� �x� y�n��

�n� ��"
�

����znx
���� � �HMnKn�� �x� y�n

n"
�

����zny
���� � �HMnKn�� �x� y�n

n"
�



x � zada�a s dannymi na harakteristikah ���

GDE K 
 �
 NEKOTOROE POSTOQNNOE �ISLO� ZNA�ENIE KOTOROGO UTO�NIM
NIVE� pOLXZUQSX �TIMI OCENKAMI I FORMULOJ DLQ �n � ���GO PRIBLI�
VENIQ� POSLE RQDA UPRO�ENIJ� USILIWA��IH NERAWENSTWO� POLU�AEM

jzn��j � �HMn��Kn�� �x� y�n��

�n� ��"

�
x� y

n� �
� �

�
�

� �HMn��Kn �x� y�n��

�n� ��"
�

�H

K�M

��KLM�n��

�n� ��"
�

����zn��

x

���� � �HMn��Kn�� �x� y�n��

�n� ��"

�
x� y

n� �
� �

�
�

� �HMn��Kn �x� y�n��

�n� ��"
�

�H

K

��KLM�n��

�n� ��"
�

����zn��

y

���� � �HMn��Kn�� �x� y�n��

�n� ��"

�
x� y

n� �
� �

�
�

� �HMn��Kn �x� y�n��

�n� ��"
�

�H

K

��KLM�n��

�n� ��"
�

GDE K � L� ��
w PRAWYH �ASTQH �TIH NERAWENSTW S TO�NOSTX� DO MNOVITELEJ PRO�

PORCIONALXNOSTI STOQT OB�IE �LENY RAZLOVENIQ e�KLM � �TI OCENKI
POKAZYWA�T� �TO POSLEDOWATELXNOSTI FUNKCIJ

un � u� � z� � � � �� zn���

un
x

�
u�
x

�
z�
x

� � � ��
zn��
x

�

un
y

�
u�
y

�
z�
y

� � � ��
zn��
y

SHODQTSQ RAWNOMERNO K PREDELXNYM FUNKCIQM� KOTORYE MY OBOZNA�IM

u �x� y� � lim
n��un �x� y��

v �x� y� � lim
n��

un
x

�x� y��

w �x� y� � lim
n��

un
y

�x� y��

pEREHODQ K PREDELU POD ZNAKOM INTEGRALA W FORMULAH ��� I ���� BUDEM
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IMETX

u�x� y� � u��x� y� �

yZ
�

xZ
�

�a��� �� v � b��� ��w � c��� ��u� d� d��

v�x� y� �
u�
x

�x� y� �

yZ
�

�a�x� �� v � b�x� ��w � c�x� ��u� d��

w�x� y� �
u�
y

�x� y� �

xZ
�

�a��� y� v � b��� y�w � c��� y�u� d��

���������������������������������

���

wYTEKA��IE OTS�DA RAWENSTWA

v � ux� w � uy

POZWOLQ�T USTANOWITX� �TO FUNKCIQ u �x� y� UDOWLETWORQET INTEGRO�
DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI�

u �x� y� � �� �x� � �� �y�� �� ����

�

yZ
�

xZ
�

�a ��� ��u� � b ��� ��u� � c ��� ��u� f ��� ��� d� d�� ���

A TAKVE ISHODNOMU DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI� ���� �TO PROWERQ�
ETSQ NEPOSREDSTWENNO DIFFERENCIROWANIEM ��� PO x I y� fUNKCIQ
�u � u �x� y�� KAK NETRUDNO UBEDITXSQ� UDOWLETWORQET I DOPOLNITELX�
NYM USLOWIQM�

pEREJDEM K DOKAZATELXSTWU EDINSTWENNOSTI RE�ENIQ RASSMATRI�
WAEMOJ ZADA�I ���
 ����� dOPUSKAQ SU�ESTWOWANIE DWUH RE�ENIJ	
u� �x� y� I u� �x� y�� SRAZU VE POLU�AEM DLQ IH RAZNOSTI

U �x� y� � u� �x� y�� u� �x� y�

ODNORODNOE INTEGRODIFFERENCIALXNOE URAWNENIE

U �x� y� �

yZ
�

xZ
�

�aUx � b Uy � c U� d� d��

oBOZNA�AQ DALEE �EREZ H� WERHN�� GRANX ABSOL�TNYH WELI�IN

jU �x� y�j � H�� jUx �x� y�j � H�� jUy �x� y�j � H�

DLQ �� x � L� �� y � L I POWTORQQ OCENKI� PROWEDENNYE DLQ FUNKCIJ
zn �x� y�� UBEVDAEMSQ W SPRAWEDLIWOSTI NERAWENSTWA

jU j � �H�M
n��Kn �x� y�n��

�n� ��"
�

�H�

K�M

��KLM�n��

�n� ��"



x �� re	enie linejnyh giperboli�eskih urawnenij ���

PRI L�BOM ZNA�ENII n� oTS�DA SLEDUET

U �x� y� � �� ILI u� �x� y� � u� �x� y��

�TO I DOKAZYWAET EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ ZADA�I S DANNYMI NA HA�
RAKTERIcTIKAH�

eSLI KO�FFICIENTY a� b I c POSTOQNNY� TO URAWNENIE ��� S PO�
MO�X� PODSTANOWKI

u � v e�x��y

PRIWODITSQ K WIDU

vxy � C�v � f� ���

pRI C� � � MY POLU�AEM ZADA�U DLQ PROSTEJ�EGO URAWNENIQ ���� RE�
�ENIE KOTOROJ DAETSQ FORMULOJ ����

eSLI C� �� �� TO RE�ENIE ZADA�I DLQ URAWNENIQ ��� TAKVE MOVET
BYTX POLU�ENO W QWNOJ ANALITI�ESKOJ FORME METODOM� IZLOVENNYM W
x ��

zA D A � I

�� �EREZ TRUBU �x � ��� ZAPOLNENNU� WE�ESTWOM� SODERVA�IM WLAGU�
PRODUWAETSQ WOZDUH �SO SKOROSTX� ��� pUSTX v �x� t� 	 KONCENTRACIQ WLAGI W
POGLO�AEMOM WE�ESTWE� u �x� t� 	 KONCENTRACIQ SWOBODNYH PAROW� wYWESTI
URAWNENIE DLQ FUNKCIJ u �x� t� I v �x� t�� OPISYWA��IH PROCESS SU�KI�
ESLI� �� PROCESS IZOTERMI�ESKIJ I �� IZOTERMA SU�KI IMEET WID u � �v�
GDE � 	POSTOQNNAQ IZOTERMY �SM� TAKVE pRILOVENIE V��

�� pO TRUBE �x � �� PROPUSKAETSQ SO SKOROSTX� � GORQ�AQ WODA�
pUSTX u	 TEMPERATURA WODY W TRUBE� v	 TEMPERATURA STENOK TRUBY� u� 	
TEMPERATURA OKRUVA��EJ SREDY� wYWESTI URAWNENIQ DLQ u I v� PRENEBRE�
GAQ RASPREDELENIEM TEMPERATURY PO SE�ENI� TRUBY I STENOK I S�ITAQ� �TO
NA GRANICAH WODA	 STENKA I STENKA	 SREDA SU�ESTWUET PEREPAD TEMPERA�
TUR I PROISHODIT TEPLOOBMEN PO ZAKONU nX�TONA �SM� GL� III� x ���

xxxxxxxxx �� rE�ENIE OB�IH LINEJNYH URAWNENIJ
GIPERBOLI�ESKOGO TIPA

�� sOPRQVENNYE DIFFERENCIALXNYE OPERATORY� uSTANO�
WIM NEKOTORYE WSPOMOGATELXNYE FORMULY� NUVNYE NAM DLQ PREDSTA�
WLENIQ RE�ENIJ KRAEWYH ZADA� W INTEGRALXNOJ FORME� pUSTX

L �u� � uxx � uyy � a �x� y�ux � b �x� y�uy � c �x� y�u ���

�a �x� y�� b �x� y�� c �x� y�
 DIFFERENCIRUEMYE FUNKCII�


 LINEJNYJ DIFFERENCIALXNYJ OPERATOR� SOOTWETSTWU��IJ LINEJ�
NOMU URAWNENI� GIPERBOLI�ESKOGO TIPA� uMNOVAQ L �u� NA NEKOTORU�
FUNKCI� v� ZAPI�EM OTDELXNYE SLAGAEMYE W WIDE

vuxx � �vux�x � �vxu�x � uvxx� vbuy � �bvu�y � u �bv�y�

vuyy � �vuy�y � �vyu�y � uvyy� vcu � ucv�

vaux � �avu�x � u �av�x�



��� urawneniq giperboli�eskogo tipa �gl� II

sUMMIRUQ OTDELXNYE SLAGAEMYE� POLU�AEM

vL �u� � uM �v� �
H

x
�
K

y
� ���

GDE

M �v� � vxx � vyy � �av�x � �bv�y � cv� ���

H � vux � vxu� avu � �vu�x � ��vx � av�u � ���

� ��vu�x � ��ux � au� v� ����

K � �vuy � vyu� bvu � ��vu�y � ��vy � bv�u � ���

� �uv�y � ��uy � bu� v� ����

dWA DIFFERENCIALXNYH OPERATORA NAZYWA�TSQ S oP R QV EN NY�
MI� ESLI RAZNOSTX

vL �u�� uM �v�

QWLQETSQ SUMMOJ �ASTNYH PROIZWODNYH PO x I y OT NEKOTORYH WYRA�
VENIJ H I K�

rASSMATRIWAEMYE NAMI OPERATORY L I M� O�EWIDNO� QWLQ�TSQ
SOPRQVENNYMI�

eSLI L �u� �M �u�� TO OPERATOR L �u� NAZYWAETSQ S AM O S OP R Q�
VENNYM�

dWOJNOJ INTEGRAL OT RAZNOSTI vL �u��uM �v� PO NEKOTOROJ OBLA�
STI G� OGRANI�ENNOJ KUSO�NO�GLADKIM KONTUROM C� RAWENZ Z

G

�v L �u�� uM �v�� d� d� �

Z
C

�H d� �K d��� ���

GDE u I v
 PROIZWOLXNYE DWAVDY DIFFERENCIRUEMYE FUNKCII �DWU�

MERNAQ FORMULA gRINA����
�� iNTEGRALXNAQ FORMA RE�ENIQ� wOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ

��� DLQ RE�ENIQ SLEDU��EJ ZADA�I�
nAJTI RE�ENIE LINEJNOGO URAWNENIQ GIPERBOLI�ESKOGO TIPA

L �u� � uxx � uyy � a �x� y�ux � b �x� y�uy � c �x� y�u � �f �x� y�� ���

UDOWLETWORQ��EE NA�ALXNYM USLOWIQM NA KRIWOJ C

u jC � � �x��

un jC � � �x�
����

�� bUDA K b� m�� fOMIN s� w� kRATNYE INTEGRALY I RQDY� M�� ���
�



x �� re	enie linejnyh giperboli�eskih urawnenij ���

�un
PROIZWODNAQ PO NAPRAWLENI� NORMALI K KRIWOJ C�� I NAJTI TU

rIS� ��

OBLASTX� W KOTOROJ RE�ENIE OPRE�
DELQETSQ USLOWIQMI �����

kRIWAQ C ZADANA PRI �TOM
URAWNENIEM

y � f �x��

GDE f�x� 
 DIFFERENCIRUEMAQ
FUNKCIQ� nALOVIM NA KRIWU� C
USLOWIE� �TOBY WSQKAQ HARAKTERI�
STIKA SEMEJSTW y�x� const I y�
� x � const PERESEKALA KRIWU� C
NE BOLEE ODNOGO RAZA �DLQ �EGO NE�
OBHODIMO� �TOBY jf ��x�j � ��� fORMULA ��� DLQ KRIWOLINEJNOGO TRE�
UGOLXNIKA MPQ� OGRANI�ENNOGO DUGOJ PQ KRIWOJ C I OTREZKAMI
HARAKTERISTIK MP I MQ �RIS� ���� DAETZ Z
MPQ

�v L �u�� uM �v�� d� d� �

�

MZ
Q

�H d� �K d�� �

PZ
M

�H d� �K d�� �

QZ
P

�H d� �K d���

pREOBRAZUEM PERWYE DWA INTEGRALA� WZQTYE WDOLX HARAKTERISTIK MQ
I MP � pRINIMAQ WO WNIMANIE� �TO

d� � � d� � � dsp
�
NA QM�

d� � � d� � � dsp
�
NA MP

��������� �ds
 �LEMENT DUGI WDOLX QM I MP �

I POLXZUQSX FORMULAMI ��� I ���� POLU�AEM
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Q

d �uv� �
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u ds �
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I� ANALOGI�NO�
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�H d� �K d�� � � �uv�M � �uv�P �

MZ
P
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v
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u ds�

oTS�DA I IZ FORMULY ��� SLEDUET
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u ds�
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�v L �u�� uM �v�� d� d�� ���

�TA FORMULA QWLQETSQ TOVDESTWOM� WERNYM DLQ L�BYH DOSTATO�NO
GLADKIH FUNKCIJ u I v�

pUSTX u
 RE�ENIE POSTAWLENNOJ WY�E ZADA�I S NA�ALXNYMI
USLOWIQMI� A FUNKCIQ v ZAWISIT OT TO�KI M KAK OT PARAMETRA I
UDOWLETWORQET SLEDU��IM TREBOWANIQM	

M �v� � v�� � v�� � �av�� � �bv�� � cv � � WNUTRI �MPQ ���

I

v

s
�

���������
b� a

�
p
�
v NA HARAKTERISTIKE MP�

b� a

�
p
�
v NA HARAKTERISTIKE MQ�

����

v �M� � �� �����
iZ USLOWIJ NA HARAKTERISTIKAH ���� I USLOWIQ ����� NAHODIM

v �

�����������������

exp

�� sZ
s�

b� a

�
p
�

�A ds NA MP�

exp

�� sZ
s�

b� a

�
p
�

�A ds NA MQ�

GDE s�
 ZNA�ENIE s W TO�KE M � kAK MY WIDELI W x �� URAWNENIE ��� I
ZNA�ENIQ FUNKCII v NA HARAKTERISTIKAH MP I MQ POLNOSTX� OPRE�
DELQ�T EE W OBLASTI MPQ� fUNKCI� v �ASTO NAZYWA�T FUN KC I E J
rIMA NA�



x �� re	enie linejnyh giperboli�eskih urawnenij ���

tAKIM OBRAZOM� FORMULA ��� DLQ FUNKCII u� UDOWLETWORQ��EJ
URAWNENI� ���� PRINIMAET SLEDU��IJ OKON�ATELXNYJ WID	

u �M� �
�uv�P � �uv�Q

�
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�
�
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�v �u� d� � u� d��� u �v� d� � v� d�� � uv �a d� � b d��� �

�
�

�

Z Z
MPQ

v �M� M �� f �M �� d�M � �d�M � � d� d��� ����

�TA FORMULA RE�AET POSTAWLENNU� ZADA�U� TAK KAK WYRAVENIQ� STO�
Q�IE POD ZNAKOM INTEGRALA WDOLX PQ� SODERVAT FUNKCII� IZWESTNYE
NA DUGE C� w SAMOM DELE� FUNKCIQ v BYLA OPREDELENA WY�E� A FUNKCII

u jC � � �x��

ux jC � us cos�x� s� � un cos�x� n� �
�� �x� � � �x� f � �x�p

� � �f � �x���
�

uy jC � us cos�y� s� � un cos�y� n� �
�� �x� f � �x� � � �x�p

� � �f � �x���

WY�ISLQ�TSQ PRI POMO�I NA�ALXNYH DANNYH�
fORMULA ���� POKAZYWAET� �TO ESLI NA�ALXNYE DANNYE IZWESTNY

NA DUGE PQ� TO ONI POLNOSTX� OPREDELQ�T FUNKCI� W HARAKTERISTI�

�ESKOM �PMQ� ESLI FUNKCIQ f�x� y� IZWESTNA W �TOJ OBLASTI ���
fORMULA ����� POLU�ENNAQ W PREDPOLOVENII SU�ESTWOWANIQ RE�E�

NIQ� OPREDELQET EGO �EREZ NA�ALXNYE DANNYE I PRAWU� �ASTX URAWNENIQ
��� I TEM SAMYM� PO SU�ESTWU� DOKAZYWAET EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ
�SR� S FORMULOJ dALAMBERA� GL� II� x �� S� ����

mOVNO POKAZATX� �TO FUNKCIQ u� OPREDELQEMAQ FORMULOJ �����
UDOWLETWORQET USLOWIQM ZADA�I ���
 ����� oDNAKO MY NA �TOM DOKAZA�
TELXSTWE NE OSTANAWLIWAEMSQ�

�� fIZI�ESKAQ INTERPRETACIQ FUNKCII rIMANA� wYQSNIM
FIZI�ESKIJ SMYSL FUNKCII v �M� M ��� dLQ �TOGO NAJDEM RE�ENIE NE�
ODNORODNOGO URAWNENIQ

L �u� � ��f� �f � �f��

�� eSLI HARAKTERISTIKA PERESEKAET KRIWU� C W DWUH TO�KAH P I M� �SM�
RIS� ���� TO ZNA�ENIE u �M�� NE MOVET ZADAWATXSQ PROIZWOLXNO� A OPREDELQ�
ETSQ PO FORMULE ���� S NA�ALXNYMI DANNYMI NA DUGE PQ� I ZNA�ENIQMI
f �x� y� W �PM�Q��
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S NULEWYMI NA�ALXNYMI USLOWIQMI NA KRIWOJ C� oBRA�AQSX K FOR�
MULE ����� WIDIM� �TO ISKOMOE RE�ENIE IMEET WID

u �M� �

Z Z
MPQ

v �M� M �� f� �M �� d�M � � ����

pREDPOLOVIM� �TO f� �M�
 LOKALXNAQ FUNKCIQ TO�KI M�� RAW�
NAQ NUL� WS�DU� KROME MALOJ OKRESTNOSTI S� TO�KI M�� I UDOWLETWO�
RQ��AQ USLOWI� NORMIROWKIZ Z

S�

f� �M
�� d�M � � �� ����

fORMULA ���� W �TOM SLU�AE PRINIMAET WID

u� �M� �

Z Z
S�

v �M� M �� f� �M �� d�M � � ����

pOLXZUQSX TEOREMOJ O SREDNEM ZNA�ENII� MOVNO NAPISATX

u� �M� � v �M� M�
� �

Z Z
S�

f� �M
�� d�M � � v �M� M�

� ��

GDE M�
� 
NEKOTORAQ TO�KA OBLASTI S��

sTQGIWAQ ��OKRESTNOSTX S� W TO�KU M� ��	 ��� NAHODIM

u �M� � lim
���

u� �M� � v �M� M��� ����

fUNKCIQ f�� KAK MY WIDELI NA RQDE PRIMEROW� OBY�NO QWLQETSQ

rIS� �


PLOTNOSTX� SILY� A PEREMENNAQ y

WREMENEM� wYRAVENIEZ Z
S�

f� �M
�� d�M � �

Z Z
S�

f� ��� �� d� d�

����
PREDSTAWLQET SOBOJ IMPULXS SILY�
oTS�DA WWIDU FORMULY ���� ZAKL��
�AEM� �TO v �M� M�� QWLQETSQ FUNK�
CIEJ WLIQNIQ EDINI�NOGO IMPULXSA�

PRILOVENNOGO W TO�KE M�� fUNKCIQ v �M� M�� � v �x� y� �� �� BYLA
OPREDELENA KAK FUNKCIQ PARAMETROW M �x� y�� UDOWLETWORQ��AQ PO
KOORDINATAM �� � TO�KI M� URAWNENI�

M��� �� �v� � � ����

S DOPOLNITELXNYMI USLOWIQMI �����
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rASSMOTRIM FUNKCI�

u � u �M� M���

QWLQ��U�SQ FUNKCIEJ PARAMETROW M� ��� �� I UDOWLETWORQ��U� PO
KOORDINATAM x� y TO�KI M URAWNENI�

L�x� y� �u� � � ����

S DOPOLNITELXNYMI USLOWIQMI �RIS� ���
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�
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u �M�� M�� � ��

uRAWNENIE ���� I USLOWIQ ���� POLNOSTX� OPREDELQ�T FUNKCI� u
W �ETYREHUGOLXNIKE MP�M�Q�� OGRANI�ENNOM OTREZKAMI HARAKTERI�
STIK MP�� MQ� I M�P�� M�Q��

pRIMENQQ FORMULU ��� K �ETYREHUGOLXNIKU MP�M�Q�� POLU�AEM

Z Z
MP�M�Q�

�vL �u�� uM �v�� d� d� �

P�Z
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MZ
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�

Q�Z
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�

M�Z
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� �
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 PEREMENNAQ TO�KA INTEGRIROWANIQ W MP�M�Q��� pOLXZUQSX
FORMULAMI ��� I ��� DLQ K I H I USLOWIQMI ���� NA HARAKTERISTIKAH
DLQ FUNKCII v� NETRUDNO WY�ISLITX PERWYE DWA INTEGRALA PRAWOJ
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�ASTI	
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�H d� �K d�� � � �uv�M � �uv�P� �

MZ
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PODOBNO TOMU� KAK �TO BYLO SDELANO PRI WYWODE FORMULY �����
aNALOGI�NO� POLXZUQSX RAWENSTWAMI ����� ���� I USLOWIQMI ���� DLQ

FUNKCII u �M� M�� NA HARAKTERISTIKAH� NAHODIM
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� �uv�M � � �uv�M� �

ILI

u �M� M�� � v �M� M��� ����

TAK KAK

�u�M� � �v�M � ��

tAKIM OBRAZOM� MY WIDIM� �TO v �M� M��
FUNKCI� WLIQNIQ EDINI��
NOGO IMPULXSA� SOSREDOTO�ENNOGO W TO�KE M� 
 MOVNO OPREDELITX KAK
RE�ENIE URAWNENIQ

L�x� y� �v �M� M��� � �� M � M �x� y�� M� � M� ��� ���

S DOPOLNITELXNYMI USLOWIQMI �����
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�� uRAWNENIQ S POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI� w KA�ESTWE
PERWOGO PRIMERA PRIMENENIQ FORMULY ���� RASSMOTRIM ZADA�U S NA�
�ALXNYMI DANNYMI DLQ URAWNENIQ KOLEBANIJ STRUNY	

uyy � uxx � f� �x� t�

�
y � at� f� �

f

a�
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�

u �x� �� � � �x��

uy �x� �� � �� �x�

�
�� �

�
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�
�

w FORMULE ���� DUGA PQ QWLQETSQ OTREZKOM OSI y � ��
oPERATOR

L �u� � uxx � uyy

QWLQETSQ SAMOSOPRQVENNYM� POSKOLXKU

M �u� � L �u� � uxx � uyy�

tAK KAK a � � I b � �� TO FUNKCIQ v NA HARAKTERISTIKAH MP I
MQ RAWNA EDINICE� oTS�DA SLEDUET� �TO

v �M� M �� � �

DLQ L�BOJ TO�KI M � WNUTRI TREUGOLXNIKA PMQ�

rIS� ��

u�ITYWAQ ZATEM� �TO W NA�EM SLU�AE

d� � � NA PQ�

POLU�AEM

u �M� �
u �P � � u �Q�

�
�

�

�

QZ
P

u� d� �
�

�

Z Z
PMQ

f ��� �� d� d��

zAME�AQ� �TO P � P �x � y� ��� Q � Q �x � y� ��� GDE x I y

KOORDINATY TO�KI M � M �x� y� �RIS� ���� I POLXZUQSX NA�ALXNYMI
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USLOWIQMI� BUDEM IMETX

u �x� y� �
� �x� y� � � �x� y�

�
�

�
�

�

x�yZ
x�y

�� ��� d� �
�

�

yZ
�

x��y���Z
x��y���

f� ��� �� d� d��

wOZWRA�AQSX K PEREMENNYM x I t� POLU�AEM FORMULU dALAMBERA

u �x� t� �
� �x � at� � � �x � at�

�
�

�
�

�a

x�atZ
x�at

� ��� d� �
�
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tZ
�

x�a �t���Z
x�a �t���

f ��� �� d� d��

S KOTOROJ MY UVE WSTRE�ALISX W x �� P� � �FORMULA ������
w KA�ESTWE WTOROGO PRIMERA RASSMOTRIM ZADA�U S NA�ALXNYMI

USLOWIQMI DLQ URAWNENIQ S POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI

uxx � uyy � aux � buy � cu � �� �
 � x �
� y 
 � ����

�a� b� c
 POSTOQNNYE �ISLA��

u jy�� � � �x�� ����

uy jy�� � � �x�� ����

pODSTANOWKA

U � u e�x��y ����

POZWOLQET PRIWESTI URAWNENIE ���� K BOLEE PROSTOMU WIDU	

Uxx � Uyy � c�U � �� c� �
�

�
��c� a� � b��� �
 � x �
� y 
 ��

����
S DOPOLNITELXNYMI USLOWIQMI

U jy�� � � �x� eax�� � �� �x�� �
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Uy jy�� �

�
� �x� � b

�
� �x�

�
eax�� � �� �x�� �
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� �����

ESLI TOLXKO WYBRATX PARAMETRY � I � SOOTWETSTWU��IM OBRAZOM�
POLAGAQ

� �
a

�
� � � � b

�
� ����



x �� re	enie linejnyh giperboli�eskih urawnenij ���

oPREDELENIE FUNKCII U �x� y� PO NA�ALXNYM DANNYM I URAWNE�
NI� ���� SWODITSQ K POSTROENI� FUNKCII rIMANA v �x� y� �� ���

fUNKCIQ v DOLVNA UDOWLETWORQTX USLOWIQM

vxx � vyy � c�v � �� ����

v � � NA HARAKTERISTIKE MP �

v � � NA HARAKTERISTIKE MQ �SM� RIS� ����

�
����

bUDEM ISKATX v W WIDE

v � v �z�� ����

GDE

z �
p
�x� ��� � �y � ��� ILI z� � �x � ��� � �y � ���� ����

nA HARAKTERISTIKAH MP I MQ PEREMENNAQ z OBRA�AETSQ W
NULX� TAK �TO v ��� � �� dALEE LEWAQ �ASTX URAWNENIQ ���� PREOBRA�
ZUETSQ SLEDU��IM OBRAZOM	

vxx � vyy � c�v � v�� �z� �z�x � z�y� � v� �z� �zxx � zyy� � c�v � ��

dIFFERENCIRUQ WYRAVENIE DLQ z� DWAVDY� PO x I y� POLU�IM
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zzy � � �y � ���

zzxx � z�x � ��
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oTS�DA I IZ FORMULY ���� NAHODIM
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PRI USLOWII v ��� � �� rE�ENIEM �TOGO URAWNENIQ QWLQETSQ FUNKCIQ
bESSELQ NULEWOGO PORQDKA �SM� dOPOLNENIE II� �� I� x ��

v �z� � J� �
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wOSPOLXZUEMSQ TEPERX DLQ NAHOVDENIQ U �x� y� FORMULOJ ����� KO�
TORAQ W NA�EM SLU�AE PRINIMAET WID
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zada�i k glawe II ���

rASSMOTRIM �ASTNYJ SLU�AJ a � �� b � � �TOGDA c� � c�� T� E�
URAWNENIE
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pOLAGAQ ZDESX c � � I y � at� PRIHODIM K FORMULE dALAMBERA

u �x� t� �
� �x� at� � � �x� at�
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DA��EJ RE�ENIE URAWNENIQ KOLEBANIJ STRUNY

uxx � �
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utt � �

PRI NA�ALXNYH USLOWIQH

u �x� �� � � �x��

ut �x� �� � �� �x��
�� �x� � a� �x� � auy �y� ���

zada�i k glawe II

�� rE�ITX ZADA�U � IZ x � PREDPOLAGAQ� �TO W NA�ALXNYJ MOMENT KONCEN�
TRACIQ WLAGI POSTOQNNA WDOLX WSEJ TRUBY I NA WHOD PODAETSQ POTOK SUHOGO
WOZDUHA�

�� rE�ITX ZADA�U � IZ x � S�ITAQ� �TO NA�ALXNAQ TEMPERATURA SISTEMY
RAWNA u�� A TEMPERATURA NA KONCE TRUBY WSE WREMQ PODDERVIWAETSQ RAWNOJ
v� � u��

� rE�ITX SISTEMU TELEGRAFNYH URAWNENIJ �SM� x �� �����

ix � C vt �Gv � ��

vx � L it � R i � �

DLQ BESKONE�NOJ LINII PRI NA�ALXNYH USLOWIQH

i �x� �� � � �x�� v �x� �� � � �x��

���
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uKAZANIE� sWESTI SISTEMU URAWNENIJ �x � ����� K URAWNENI� ��GO PORQD�
KA DLQ ODNOJ IZ FUNKCIJ i �x� t� ILI v �x� t�� NAPRIMER

ixx � CL itt � �CR �GL� it � GR i

S NA�ALXNYMI USLOWIQMI i �x� �� � � �x��

�i
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����
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� �
�

�

L
vx �

R

L
i
� ����
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� � �

L
�� �x�� R

L
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I WOSPOLXZOWATXSQ ZATEM FORMULOJ �����
�� iSSLEDOWATX RE�ENIE TELEGRAFNOGO URAWNENIQ� POLU�ENNOE �FORMULA

����� DLQ SLU�AQ MALYH G I R� rASSMOTRETX PREDELXNYJ SLU�AJ G � ��
R� � I POLU�ITX IZ FORMULY ���� FORMULU dALAMBERA DLQ RE�ENIQ URAW�
NENIQ KOLEBANIJ STRUNY�

priloveniq k glawe II

I� o KOLEBANII STRUN MUZYKALXNYH INSTRUMENTOW

kOLEBL��AQSQ STRUNA WOZBUVDAET KOLEBANIQ WOZDUHA� WOSPRINI�
MAEMYE UHOM �ELOWEKA KAK ZWUK� IZDAWAEMYJ STRUNOJ� sILA ZWUKA HA�
RAKTERIZUETSQ �NERGIEJ ILI AMPLITUDOJ KOLEBANIJ� TON
 PERIODOM
KOLEBANIJ� A TEMBR
 SOOTNO�ENIEM �NERGIJ OSNOWNOGO TONA I OBER�

TONOW ��� nE OSTANAWLIWAQSX NA FIZIOLOGI�ESKIH PROCESSAH WOSPRI�

rIS� ��

QTIQ ZWUKA I NA PROCESSE PEREDA�I
ZWUKA PO WOZDUHU� MY BUDEM HARAK�
TERIZOWATX ZWUK STRUNY EE �NERGIEJ�
PERIODOM I RASPREDELENIEM �NERGII
PO OBERTONAM�

w MUZYKALXNYH INSTRUMENTAH
OBY�NO WOZBUVDA�TSQ POPERE�NYE
KOLEBANIQ STRUN� rAZLI�A�T TRI TI�

PA STRUNNYH INSTRUMENTOW	 �IPKOWYE� UDARNYE I SMY�KOWYE� w UDAR�
NYH INSTRUMENTAH �NAPRIMER� ROQLX� KOLEBANIE WOZBUVDAETSQ UDAROM�
PRIDA��IM STRUNE NA�ALXNU� SKOROSTX BEZ NA�ALXNOGO OTKLONENIQ�
w �IPKOWYH INSTRUMENTAH �NAPRIMER� ARFA� GITARA� KOLEBANIQ WOZ�
BUVDA�TSQ PRIDANIEM STRUNE NEKOTOROGO NA�ALXNOGO OTKLONENIQ BEZ
NA�ALXNOJ SKOROSTI�

sWOBODNYE KOLEBANIQ STRUNY� WOZBUVDAEMOJ PROIZWOLXNYM SPO�
SOBOM� MOGUT BYTX PREDSTAWLENY W WIDE �SM� GL� II� x ��

u �x� t� �

�X
n��

�an cos�nt� bn sin�nt� sin
�n

l
x

�
�n �

�n

l
a
�
�

�� r �L E J dV� w� s� tEORIQ ZWUKA� M�� ����� t� I� GL� VI�



I� o kolebanii strun muzykalxnyh instrumentow ���

w KA�ESTWE UPRAVNENIQ K x � BYLA PREDLOVENA ZADA�A �� LEVA�AQ
W OSNOWE PROSTEJ�EJ TEORII WOZBUVDENIQ STRUN �IPKOWYH INSTRUMEN�
TOW� rE�ENIE �TOJ ZADA�I POKAZYWAET� �TO ESLI NA�ALXNOE OTKLONENIE
STRUNY PREDSTAWLENO W WIDE TREUGOLXNIKA S WYSOTOJ h W TO�KE x � c
�RIS� ���� TO

an �
�hl�

��n�c �l � c�
sin

�nc

l
� bn � �� ���

�NERGIQ n�J GARMONIKI RAWNA

En �
�

�
�l ��

na
�
n � Mh�

l�a�

��n�c� �l � c��
sin�

�nc

l
�M � �l� ���

I UBYWAET OBRATNO PROPORCIONALXNO n��
w ZADA�E � K x � RASSMATRIWAETSQ PROSTEJ�AQ TEORIQ UDARNOGO

WOZBUVDENIQ STRUNY PRI POMO�I SOSREDOTO�ENNOGO W TO�KE c UDARA S
IMPULXSOM K� rE�ENIE �TOJ ZADA�I PREDSTAWLQETSQ W WIDE

u �x� t� �
�K

�a�

�X
n��

�

n
sin

�nc

l
sin

�nx

l
sin�nt

�
�n �

�n

l
a
�
� ���

En �
K�

M
sin�

�nc

l
� ���

tAKIM OBRAZOM� PRI WOZBUVDENII STRUNY UDAROM� SOSREDOTO�EN�
NYM NA NEBOLX�OM INTERWALE DLINY 	� �NERGII RAZLI�NYH GARMONIK
�DLQ KOTORYH 	 MALO PO SRAWNENI� S RASSTOQNIEM MEVDU UZLAMI� BU�
DUT MALO RAZLI�ATXSQ MEVDU SOBOJ I TON� IZDAWAEMYJ TAK WOZBUVDEN�
NOJ STRUNOJ� NASY�EN OBERTONAMI� �TO ZAKL��ENIE LEGKO PROWERQETSQ
�KSPERIMENTALXNO� eSLI NATQNUTU� STRUNU �NA MONOHORDE� UDARITX
LEZWIEM NOVA� TO STRUNA ZAZWENIT	 ZWUK BUDET NASY�EN OBERTONAMI� w
ROQLE STRUNA WOZBUVDAETSQ UDAROM MOLOTO�KA� OBTQNUTOGO KOVEJ� tA�
KOE WOZBUVDENIE STRUNY MOVNO PREDSTAWITX PRI POMO�I SLEDU��IH
SHEM�

�� sTRUNA WOZBUVDAETSQ ZADANIEM POSTOQNNOJ NA�ALXNOJ SKOROSTI
v� NA INTERWALE �c � 	� c � 	�� �TOT SLU�AJ BUDET SOOTWETSTWOWATX
PLOSKOMU VESTKOMU MOLOTO�KU� IME��EMU �IRINU �	 I UDARQ��EMU
W TO�KE c� pROCESS KOLEBANIJ OPISYWAETSQ FUNKCIEJ �SM� ZADA�U � IZ
x ��

u �x� t� �
�v�l

��a

�X
n��

�

n�
sin

�nc

l
sin

�n	

l
sin

�nx

l
sin�nt�

I �NERGII OTDELXNYH GARMONIK RAWNY

En �
�Mv��
n���

sin�
�nc

l
� sin� �n	

l
�



��� priloveniq k glawe II

�� sTRUNA WOZBUVDAETSQ NA�ALXNOJ SKOROSTX�

u

t
�x� �� �

���������
v� cos

x� c

	
� �
�
PRI jx� cj � 	�

� PRI jx� cj 
 	�

�TOT SLU�AJ SOOTWETSTWUET VESTKOMU WYPUKLOMU MOLOTO�KU �IRINY
�	� tAKOJ MOLOTO�EK W CENTRE INTERWALA �	 WOZBUVDAET NAIBOLX�U�
NA�ALXNU� SKOROSTX� �TO SHEMATI�ESKI MOVET BYTX OPISANO PRIWEDEN�
NOJ WY�E FUNKCIEJ� wOZBUVDENNOE TAKIM OBRAZOM KOLEBANIE IMEET
WID �SM� ZADA�U � IZ x ��

u �x� t� �
�v�	

��a

�X
n��

�

n

cos
�n	

l
sin

�nc

l

��
�
�	n

l

�� sin
�nx

l
sin�nt�

I �NERGII GARMONIK RAWNY

En �
��v��	

��

l��
� �h

�� ��	n�l�
�
i� � cos� �n	l � sin� �nc

l
�

�� mOLOTO�EK� WOZBUVDA��IJ KOLEBANIQ STRUNY� NE QWLQETSQ IDE�
ALXNO VESTKIM� w �TOM SLU�AE KOLEBANIQ OPREDELQ�TSQ UVE NE NA�ALX�
NOJ SKOROSTX�� A SILOJ� MENQ��EJSQ SO WREMENEM� tAKIM OBRAZOM� MY
PRIHODIM K NEODNORODNOMU URAWNENI� S PRAWOJ �ASTX�

F �x� t� �

�����F� cos
x� c

	
� �
�
sin

�t

�
� ESLI jx� cj � 	� � � t � ��

�� ESLI jx� cj 
 	� t 
 ��

rE�ENIE �TOGO URAWNENIQ DLQ t 
 � PREDSTAWLQETSQ W WIDE

u �x� t� �
��F��	

���a

�X
n��

�

n

cos
�n	

l
cos

�n�

�
sin

�nc

l	
��

�
�	n

l

��

	

��
�na�

l

�� 
 �
� sin

�nx

l
sin�n

�
t� �

�

�
�

rASSMOTRENNYE PRIMERY POKAZYWA�T� �TO �IRINA INTERWALA� PO
KOTOROMU PROIZWODITSQ UDAR� I PRODOLVITELXNOSTX WREMENI UDARA
IME�T WESXMA SU�ESTWENNOE WLIQNIE NA WELI�INU �NERGII WYSOKIH



II� o kolebanii stervnej ���

OBERTONOW� oTMETIM� KROME TOGO� �TO PRISUTSTWIE MNOVITELQ sin
�nc

l
POKAZYWAET� �TO ESLI CENTR UDARA MOLOTO�KA PRIHODITSQ NA UZEL n�J
GARMONIKI� TO �NERGIQ SOOTWETSTWU��EJ GARMONIKI RAWNA NUL��

nALI�IE WYSOKIH OBERTONOW �NA�INAQ S ��GO� NARU�AET GARMO�

NI�NOSTX ZWUKA I WYZYWAET O�U�ENIE DISSONANSA ��� nALI�IE NIZKIH
OBERTONOW� NAOBOROT� WYZYWAET O�U�ENIE POLNOTY ZWUKA� w ROQLE ME�
STO UDARA MOLOTO�KA WYBIRA�T BLIZKO OT TO�KI ZAKREPLENIQ STRUNY
MEVDU UZLAMI ��GO I ��GO OBERTONOW� �TOBY UMENX�ITX IH �NERGI��
rEGULIRUQ �IRINU MOLOTO�KA I EGO VESTKOSTX� STREMQTSQ UWELI�ITX
OTNOSITELXNU� �NERGI� NIZKIH ���GO I ��GO� OBERTONOW� w STARYH KON�
STRUKCIQH ROQLQ� OBLADAW�IH BOLEE REZKIM� DAVE DO NEKOTOROJ STEPE�
NI ZWENQ�IM TONOM� POLXZOWALISX UZKIMI I VESTKIMI MOLOTO�KAMI�

II� o KOLEBANII STERVNEJ

w KURSAH METODOW MATEMATI�ESKOJ FIZIKI OSNOWNOE MESTO OTWODIT�
SQ URAWNENIQM ��GO PORQDKA�oDNAKO BOLX�OE �ISLO ZADA� O KOLEBANIQH
STERVNEJ� PLASTIN I T� D� PRIWODIT K URAWNENIQM BOLEE WYSOKOGO PO�
RQDKA�

w KA�ESTWE PRIMERA URAWNENIQ ��GO PORQDKA RASSMOTRIM ZADA�U
O SOBSTWENNYH KOLEBANIQH KAMERTONA� �KWIWALENTNU� ZADA�E O KOLE�

rIS� ��

BANIQH TONKOGO PRQMOUGOLXNOGO STERVNQ� ZAVATOGO ODNIM KONCOM W
MASSIWNYE TISKI� oPREDELENIE FORMY I �ASTOTY KOLEBANIJ KAMERTO�

�� nAPRIMER� ESLI OSNOWNAQ �ASTOTA �PERWAQ GARMONIKA� W � KOLEBANIJ W
SEKUNDU SOOTWETSTWUET NOTE �LQ PERWOJ OKTAWY� TO W SEMX RAZ B!OLX�AQ �A�
STOTA SOOTWETSTWUET NOTE �SOLX �ETWERTOJ OKTAWY� iNTERWAL �LQ	 SOLX�
TAK NAZYWAEMAQ MALAQ SEPTIMA� IMEET NEPRIQTNYJ DLQ SLUHA� DISSONIRU��
�IJ HARAKTER�



��� priloveniq k glawe II

NA SWODITSQ K RE�ENI� �URAWNENIQ POPERE�NYH KOLEBANIJ STERVNQ�

rIS� ��

�y

t�
� a�


y

x

� �� ���

k �TOMU URAWNENI� PRIHODQT WO MNOGIH
ZADA�AH O KOLEBANIQH STERVNEJ� PRI RAS�
�ETE USTOJ�IWOSTI WRA�A��IHSQ WALOW�
A TAKVE PRI IZU�ENII WIBRACII KORA�

BLEJ ���
pRIWEDEM �LEMENTARNYJ WYWOD URAW�

NENIQ ���� rASSMOTRIM PRQMOUGOLXNYJ
STERVENX DLINOJ l �� � x � l�� WYSOTOJ h I �IRINOJ b �RIS� ����
wYDELIM �LEMENT DLINY dx� pOSLE IZGIBA TORCEWYE SE�ENIQ WYDELEN�
NOGO �LEMENTA STERVNQ� PREDPOLAGAEMYE PLOSKIMI� OBRAZU�T UGOL d��
eSLI DEFORMACII MALY� A DLINA OSI STERVNQ PRI IZGIBE NE MENQETSQ
�dl � dx�� TO

d� �
y

x

����
x

� y

x

����
x�dx

� � �y

x�
dx�

sLOJ MATERIALA� OTSTOQ�IJ OT OSI STERVNQ y � � NA RASSTOQNIE ��
IZMENQET SWO� DLINU NA WELI�INU � d� �RIS� ���� pO ZAKONU gUKA SILA
NATQVENIQ� DEJSTWU��AQ WDOLX SLOQ� RAWNA

dN � E � b d� � � d�
dx

� �E � b 
�y

x�
� d��

GDE E
MODULX UPRUGOSTI MATERIALA STERVNQ� pOLNYJ IZGIBA��IJ
MOMENT SIL� DEJSTWU��IH W SE�ENII x� RAWEN

M � �E �y

x�
b

h��Z
�h��

�� d� � �E �y

x�
J� ���

GDE

J � b

h��Z
�h��

�� d� �
bh�

��


MOMENT INERCII PRQMOUGOLXNOGO SE�ENIQ OTNOSITELXNO SWOEJ GORI�
ZONTALXNOJ OSI� oBOZNA�IM �EREZ M �x� MOMENT� DEJSTWU��IJ NA PRA�
WU� �ASTX STERVNQ W KAVDOM SE�ENII� w SE�ENII x � dx� O�EWIDNO�
DEJSTWUET MOMENT SIL� RAWNYJ ��M � dM��

�� sM�� NAPRIMER� kRYLO W a� n� wIBRACIQ SUDOW� spB�� ���
� sOBRANIE
TRUDOW AKADEMIKA a� n� kRYLOWA� t� X� m�� l�� ����



II� o kolebanii stervnej ���

iZBYTO�NYJ MOMENT �dM URAWNOWE�IWAETSQ MOMENTOM TANGEN�
CIALXNYH SIL

dM � F dx�

oTS�DA W SILU RAWENSTWA ��� POLU�AEM WELI�INU TANGENCIALXNOJ SILY

F �x� t� �
M

x
� �EJ

�y

x�
� ���

pRIRAWNQW DEJSTWU��U� NA �LEMENT REZULXTIRU��U� SILU

dF �
F

x
dx � �EJ


y

x

dx

PROIZWEDENI� MASSY �LEMENTA NA USKORENIE

�S
�y

t�
dx�

GDE �
 PLOTNOSTX STERVNQ� S
 PLO�ADX POPERE�NOGO SE�ENIQ �PRI
�TOM MY PRENEBREGAEM WRA�ATELXNYM DWIVENIEM PRI IZGIBE�� POLU�
�AEM URAWNENIE POPERE�NYH KOLEBANIJ STERVNQ

�y

t�
� a�


y

x

� �

�
a� �

EJ

�S

�
� ���

gRANI�NYMI USLOWIQMI DLQ ZADELANNOGO KONCA x � � QWLQ�TSQ
NEPODWIVNOSTX STERVNQ I GORIZONTALXNOSTX KASATELXNOJ	

y

����
x��

� ��
y

x

����
x��

� �� ���

nA SWOBODNOM KONCE DOLVNY RAWNQTXSQ NUL� IZGIBA��IJ MOMENT ���
I TANGENCIALXNAQ SILA ���� OTKUDA SLEDUET� �TO

�y

x�

����
x�l

� ��
�y

x�

����
x�l

� �� ���

dLQ TOGO �TOBY POLNOSTX� OPREDELITX DWIVENIE STERVNQ� NUVNO
E�E ZADATX NA�ALXNYE USLOWIQ
 NA�ALXNOE OTKLONENIE I NA�ALXNU�
SKOROSTX

y

����
t��

� f �x� I
y

t

����
t��

� � �x� �� � x � l�� ���

tAKIM OBRAZOM� ZADA�A SWODITSQ K RE�ENI� URAWNENIQ ��� S GRANI��
NYMI USLOWIQMI ���� ��� I S NA�ALXNYMI USLOWIQMI ����

bUDEM RE�ATX ZADA�U METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH� POLAGAQ

y � Y �x�T �t�� ���



��� priloveniq k glawe II

pODSTAWLQQ PREDLAGAEMU� FORMU RE�ENIQ W ���� IMEEM

T �� �t�
a� T �t�

� � Y �
� �x�

Y �x�
� ���

dLQ FUNKCII Y �x� POLU�AEM ZADA�U O SOBSTWENNYH ZNA�ENIQH

Y �
� � �Y � �� ���

Y

����
x��

� ��
dY

dx

����
x��

� ��
d�Y

dx�

����
x�l

� ��
d�Y

dx�

����
x�l

� �� ���

oB�EE RE�ENIE URAWNENIQ ��� PREDSTAWLQETSQ W WIDE

Y �x� � A ch
�
p
� x�B sh

�
p
�x� C cos

�
p
�x�D sin

�
p
�x�

iZ USLOWIJ Y ��� � �� Y � ��� � � NAHODIM C � �A� D � �B� oTS�DA
SLEDUET� �TO

Y �x� � A
�
ch

�
p
�x� cos

�
p
�x

�
�B

�
sh

�
p
�x� sin

�
p
�x

�
�

uSLOWIQ Y �� �l� � � I Y ��� �l� � � DA�T

A
�
ch

�
p
� l � cos

�
p
� l

�
� B

�
sh

�
p
� l� sin

�
p
� l

�
� ��

A
�
sh

�
p
� l� sin

�
p
� l

�
�B

�
ch

�
p
� l � cos

�
p
� l

�
� ��

�TA ODNORODNAQ SISTEMA IMEET NETRIWIALXNYE RE�ENIQ A I B� ESLI
OPREDELITELX SISTEMY RAWEN NUL�� pRIRAWNIWAQ �TOT OPREDELITELX
NUL�� POLU�AEM TRANSCENDENTNOE URAWNENIE DLQ WY�ISLENIQ SOBSTWEN�
NYH ZNA�ENIJ	

sh�
�
p
� l � sin�

�
p
� l � ch�

�
p
� l � � ch

�
p
� l cos

�
p
� l� cos�

�
p
� l�

tAK KAK ch� x� sh� x � �� TO �TO URAWNENIE MOVNO ZAPISATX W WIDE

ch� � cos� � ��
�
� �

�
p
� l

�
� ����

kORNI URAWNENIQ ���� BEZ TRUDA WY�ISLQ�TSQ� NAPRIMER� GRAFI�

�ESKI ��	

��  ������

��  ������

��  ������

� � � � � �

�n  �

�
��n� �� PRI n 
 ��

�� o WY�ISLENII KORNEJ URAWNENIQ ���� SM�� r � L EJ dV� w� s� tEORIQ
ZWUKA� m�� ����� t� I� GL� VIII�



III� kolebaniq nagruvennoj struny ���

pOSLEDNQQ FORMULA DAET ZNA�ENIE �n S TO�NOSTX� DO TREH DESQTI�NYH
ZNAKOW� NA�INAQ S n � �� I S TO�NOSTX� DO �ESTOGO ZNAKA DLQ n � ��

rASSMOTRIM TEPERX �ASTOTY KOLEBANIJ KAMERTONA� uRAWNENI�

T �� � a��nT � �

UDOWLETWORQ�T TRIGONOMETRI�ESKIE FUNKCII

Tn �t� � an cos ���nt� bn sin ���nt

S �ASTOTOJ

�n �
a
p
�n

��
�

p
�n
��

s
EJ

�S
�

��n
��l�

s
EJ

�S
�

	ASTOTY �n SOBSTWENNYH KOLEBANIJ OTNOSQTSQ KAK KWADRATY �n�
tAK KAK

���
���
 ������

���
���
 �������

TO WTOROJ SOBSTWENNYJ TON WY�E OSNOWNOGO TONA BOLEE �EM NA DWE S
POLOWINOJ OKTAWY� T� E� WY�E �ESTOJ GARMONIKI STRUNY PRI RAW�
NOM OSNOWNOM TONE� TRETXE VE SOBSTWENNOE KOLEBANIE WY�E OSNOWNO�
GO TONA BOLEE �EM NA �ETYRE OKTAWY� nAPRIMER� ESLI KAMERTON IMEET
OSNOWNU� �ASTOTU W ��� KOLEBANIJ W SEKUNDU �PRINQTYJ STANDART DLQ
a�
 NOTY �LQ� PERWOJ OKTAWY�� TO SLEDU��AQ SOBSTWENNAQ �ASTOTA KA�
MERTONA BUDET RAWNA ������ KOLEBANIQ W SEKUNDU �MEVDU c���� � ������
I f ���� � ������
 MEVDU NOTAMI �MI� I �FA� �ETWERTOJ OKTAWY RAW�
NOMERNO TEMPERIROWANNOJ GAMMY�� TRETXQ VE SOBSTWENNAQ �ASTOTA W
������ KOLEBANIQ W SEKUNDU UVE WYHODIT ZA PREDELY �KALY SOBSTWEN�
NO MUZYKALXNYH ZWUKOW�

pRI WOZBUVDENII KOLEBANIJ KAMERTONA UDAROM PRISUTSTWUET NE
TOLXKO PERWAQ� NO I WYS�IE GARMONIKI� �EM I OB�QSNQETSQ METALLI�
�ESKIJ ZWUK W NA�ALXNYJ MOMENT� oDNAKO S TE�ENIEM WREMENI WYS�IE
GARMONIKI BYSTRO ZATUHA�T I KAMERTON IZDAET �ISTYJ ZWUK OSNOWNOGO
TONA�

III� kOLEBANIQ NAGRUVENNOJ STRUNY

�� pOSTANOWKA ZADA�I� rASSMOTRIM ZADA�U O KOLEBANIQH ZA�
KREPLENNOJ NA KONCAH STRUNY ��� l�� W NESKOLXKIH TO�KAH KOTOROJ
x � xi �i � �� �� � � � � n� POME�ENY SOSREDOTO�ENNYE MASSY Mi�

uSLOWIQ W TO�KE xi MOVNO POLU�ITX DWUMQ SPOSOBAMI� eSLI W
TO�KE xi �i � �� �� � � � � n� PRILOVENA SOSREDOTO�ENNAQ SILA Fi �t�� TO
DOLVNY WYPOLNQTXSQ SOOTNO�ENIQ

u �xi � �� t� � u �xi � �� t�� ���

k ux

����xi��

xi��
� �Fi� ���



��� priloveniq k glawe II

w DANNOM SLU�AE POD Fi SLEDUET PONIMATX SILU INERCII� pODSTAWLQQ
W FORMULU ���

Fi � �Mi utt �xi� t��

POLU�IM

Mi utt �xi� t� � k ux

����xi��

xi��
� ���

wOZMOVEN I DRUGOJ WYWOD USLOWIQ ���� rASPREDELIM MASSU Mi NA
U�ASTKE �xi � �� xi � �� S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX� 	i I WOSPOLXZUEMSQ
URAWNENIEM KOLEBANIJ DLQ NEODNORODNOJ STRUNY

��� 	i�utt �


x

�
k
u

x

�
� xi � � � x � xi � �� ���

GDE �
 PLOTNOSTX STRUNY� pUSTX u� �x� t�
 RE�ENIE �TOGO URAWNENIQ�
iNTEGRIRUQ URAWNENIE ��� PO x W PREDELAH OT xi � � DO xi � �

I SOWER�AQ PREDELXNYJ PEREHOD PRI �	 �� POLU�IM USLOWIE ��� DLQ
FUNKCII u �x� t� � lim
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u� �x� t�� nA OBOSNOWANII PREDELXNOGO PEREHODA
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nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ KOLEBANIJ
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UDOWLETWORQ��EE GRANI�NYM USLOWIQM
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USLOWIQM SOPRQVENIQ W TO�KAH x � xi
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I NA�ALXNYM USLOWIQM
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GDE � �x� I � �x�� ZADANNYE FUNKCII�
�� sOBSTWENNYE KOLEBANIQ NAGRUVENNOJ STRUNY� oSTANO�

WIMSQ PREVDE WSEGO NA ISSLEDOWANII SOBSTWENNYH �ASTOT I PROFILEJ



III� kolebaniq nagruvennoj struny ���

STOQ�IH WOLN DLQ NAGRUVENNOJ STRUNY� dLQ �TOGO MY DOLVNY NAJTI
RE�ENIE POSTAWLENNOJ ZADA�I� PREDSTAWIMOE W WIDE PROIZWEDENIQ

u �x� t� � X �x�T �t�� ���

pODSTAWLQQ �TO WYRAVENIE W URAWNENIE ��� I POLXZUQSX GRANI�NYMI
USLOWIQMI� POLU�IM POSLE RAZDELENIQ PEREMENNYH

T �� � �T � � ����

I

d

dx

�
k
dX

dx

�
� ��X � �kX ��� � ��X � ��

X ��� � �� X �l� � ��

�����
uSLOWIQ SOPRQVENIQ DA�T

X �xi � �� � X �xi � ���

MiX �xi�T
�� � kX �

����xi��

xi��
T�

pRINIMAQ WO WNIMANIE URAWNENIE ����� PEREPI�EM POSLEDNEE SOOTNO�
�ENIE W WIDE

kX �
����xi��

xi��
� ��MiX �xi��

tAKIM OBRAZOM� DLQ FUNKCII X �x� MY POLU�AEM SLEDU��U� ZADA�U
NA SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ	

d

dx
�k X �� � ��X � �� k �x� 
 �� � �x� 
 �� ����

X ��� � �� X �l� � �� ����

X �xi � �� � X �xi � �� �i � �� �� � � � � N��

kX � �xi � ��� kX � �xi � �� � �MiX �xi� � ��

�
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oTLI�ITELXNOJ OSOBENNOSTX� RASSMATRIWAEMOJ KRAEWOJ ZADA�I QWLQ�
ETSQ TO� �TO PARAMETR � WHODIT NE TOLXKO W URAWNENIE� NO I W DOPOL�
NITELXNYE USLOWIQ�

mY NE BUDEM ZDESX OSTANAWLIWATXSQ NA DOKAZATELXSTWAH SU�ESTWO�
WANIQ BES�ISLENNOGO MNOVESTWA SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ I SOBSTWENNYH
FUNKCIJ� POLOVITELXNOSTI SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ� TEOREMY RAZLOVI�
MOSTI� �TA KRAEWAQ ZADA�A� TAK VE KAK I ZADA�I OBY�NOGO TIPA� RAS�
SMOTRENNYE NAMI W GL� II� x �� SWODITSQ K NEKOTOROMU INTEGRALXNOMU



��� priloveniq k glawe II

URAWNENI�� KOTOROE W DANNOM SLU�AE QWLQETSQ N A G R UV EN NYM IN�
TEGRALXNYM URAWNENIEM I �KWIWALENTNO INTEGRALXNOMU URAWNENI� W
INTEGRALAH sTILTXESA�

oSTANOWIMSQ BOLEE PODROBNO NA WYWODE USLOWIQ ORTOGONALXNOSTI
SOBSTWENNYH FUNKCIJ

X� �x�� X� �x�� � � � �

KOTOROE W DANNOM SLU�AE OTLI�NO OT USLOWIQ ���� IZ x � I NAZYWAETSQ
USLOWIEM ORTOGONALXNOSTI S NAGRUZKOJ�

kAK BYLO POKAZANO W GL� II� x �� SOBSTWENNYE FUNKCII DLQ KRAEWOJ
ZADA�I

d

dx

�
k
dX

dx

�
� ��X � ��

X ��� � �� X �l� � �

ORTOGONALXNY S WESOM � NA INTERWALE ��� l�	

lZ
�

Xm �x�Xn �x� � �x� dx � � �m �� n�� ����

rASPREDELQQ KAVDU� MASSU Mi S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX� 	i NA
NEKOTOROM INTERWALE xi � � � x � xi � �� GDE � 
 �
MALOE �ISLO�
MY PRIDEM K ZADA�E O SOBSTWENNYH KOLEBANIQH NEODNORODNOJ STRUNY
S PLOTNOSTX� �� �x�� pUSTX ��n I X�n �x�
 SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ I
SOBSTWENNYE FUNKCII �TOJ ZADA�I� DLQ KOTORYH DOLVNY WYPOLNQTXSQ
USLOWIQ ORTOGONALXNOSTI

lZ
�

X�m �x�X�n �x� �� �x� dx � � �m �� n�� ����

wYDELQQ W RAWENSTWE ���� INTEGRALY PO U�ASTKAM �xi � �� xi � ��
I SOWER�AQ PREDELXNYJ PEREHOD PRI �	 �� MY POLU�IM SOOTNO�ENIE

lZ
�

Xm �x�Xn �x� � �x� dx �

NX
i��

MiXm �xi�Xn �xi� � � �m �� n�� ����

NAZYWAEMOE USLOWIEM ORTOGONALXNOSTI S NAGRUZKOJ ���
mY SNOWA OSTAWLQEM W STORONE WOPROS O WOZMOVNOSTI TAKOGO PERE�

HODA�

�� kUR A NT r�� gIL X B E R T d� mETODY MATEMATI�ESKOJ FIZIKI� m�� l��
����� t� I� GL� VI�
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uSLOWIE ORTOGONALXNOSTI ���� MOVET BYTX POLU�ENO I �ISTO FOR�
MALXNYM PUTEM IZ URAWNENIQ I USLOWIJ ����
 ����� pUSTX Xm �x� I
Xn �x�
 SOBSTWENNYE FUNKCII ZADA�I ����
 ����� SOOTWETSTWU��IE
SOBSTWENNYM ZNA�ENIQM �m I �n� UDOWLETWORQ��IE URAWNENIQM
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dx
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dx
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� �n�Xn � ��

uMNOVIM PERWOE URAWNENIE NA Xn �x�� WTOROE
 NA Xm �x� I WY�TEM
IZ PERWOGO REZULXTATA WTOROJ� iNTEGRIRUQ POLU�ENNNOE RAWENSTWO PO�
SLEDOWATELXNO PO U�ASTKAM ��� x��� �x�� x��� � � � � �xN � l� I SKLADYWAQ�
BUDEM IMETX

��m � �n�
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Xm �x�Xn �x� � �x� dx �

�
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�XmkX
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�
m � dx � �� ����

PRI�EM MY POLAGAEM x� � �� xN�� � l� wYPOLNQQ INTEGRIROWANIE W
KAVDOM IZ SLAGAEMYH SUMMY I OB�EDINQQ �LENY� SOOTWETSTWU��IE
PODSTANOWKAM x � xi � � I x � xi ��� POLU�AEM SUMMU SLAGAEMYH WIDA

Ai � �XmkX
�
n �XnkX

�
m �x�xi�� � �XmkX

�
n �XnkX

�
m �x�xi���

pRI �TOM PODSTANOWKI PRI x � � I x � l W SILU GRANI�NYH USLOWIJ
OBRA�A�TSQ W NULX�

dLQ WY�ISLENIQ Ai WOSPOLXZUEMSQ USLOWIQMI SOPRQVENIQ
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�
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pEREPISYWAQ Ai W WIDE
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�
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�Xn �xi� �kX

�
m �xi � ��� kX �
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I POLXZUQSX FORMULOJ ������ NAHODIM
Ai � Xm �xi�Mi�nXn �xi��Xn �xi�Mi�mXm �xi� �

�MiXm �xi�Xn �xi� ��n � �m��

tEPERX RAWENSTWO ���� MOVNO ZAPISATX W WIDE

��m � �n�

���
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�

Xm �x�Xn �x� � �x� dx �

NX
i��

MiXm �xi�Xn�xi�
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eSLI �m �� �n� TO OTS�DA SRAZU VE SLEDUET USLOWIE ORTOGONALXNOSTI
S NAGRUZKOJ �����

nORMA SOBSTWENNYH FUNKCIJ Xn �x� OPREDELQETSQ PO FORMULE

kXnk� �
lZ

�

X�
n �x� � �x� dx �

NX
i��

MiX
�
n �xi�� ����

o�EWIDNO� �TO PRI RAZLOVENII NEKOTOROJ FUNKCII f �x� W RQD	

f �x� �
�X
n��

fnXn �x�

KO�FFICIENTY RAZLOVENIQ BUDUT OPREDELQTXSQ PO FORMULE

fn �

lZ
�

f �x�Xn �x� � �x� dx �

NX
i��

Mi f �xi�Xn �xi�

kXnk� � ����

zADA�A S NA�ALXNYMI USLOWIQMI� POSTAWLENNAQ W P� �� RE�AETSQ
PO OBY�NOJ SHEME METODA RAZDELENIQ PEREMENNYH� aNALOGI�NO RAS�
SMATRIWAETSQ ZADA�A O KOLEBANII STERVNQ �ILI BALKI� PRI NALI�II
SOSREDOTO�ENNYH MASS�

zADA�A O KOLEBANIQH STRUNY� NAGRUVENNOJ SOSREDOTO�ENNYMI MAS�
SAMI� NAHODIT �IROKOE PRIMENENIE W FIZIKE I TEHNIKE� e�E pUASSON
RE�AL ZADA�U O PRODOLXNOM DWIVENII GRUZA� PODWE�ENNOGO K UPRUGOJ

NITI� a� n� kRYLOW POKAZAL ��� �TO K �TOJ ZADA�E SWODITSQ TEORIQ IN�
DIKATORA PAROWOJ MA�INY� KRUTILXNYH KOLEBANIJ WALA S MAHOWIKOM
NA KONCE� RAZNOGO RODA �DROVA�IH� KLAPANOW I T� D� dLQ TEORII MNO�
GIH IZMERITELXNYH PRIBOROW WAVNO IZU�ENIE KRUTILXNYH KOLEBANIJ
NITI� K KONCU KOTOROJ PODWE�ENA MASSA �NAPRIMER� ZERKALXCE��

oSOBU� AKTUALXNOSTX ZADA�A PODOBNOGO TIPA PRIOBRELA W SWQZI
S IZU�ENIEM USTOJ�IWOSTI WIBRACIJ KRYLXEW SAMOLETA� dLQ RE�ENIQ
�TOJ ZADA�I NEOBHODIMO WY�ISLENIE SOBSTWENNYH �ASTOT KRYLA �BALKI
PEREMENNOGO SE�ENIQ�� NAGRUVENNOGO MASSAMI �MOTORY�� kROME TOGO�
RASSMATRIWAEMAQ ZADA�A WSTRE�AETSQ PRI RAS�ETE SOBSTWENNYH KOLE�
BANIJ ANTENN� NAGRUVENNYH SOSREDOTO�ENNYMI EMKOSTQMI I SAMOIN�
DUKCIQMI �W SWQZI S �TIM SM� pRILOVENIE VI� POSWQ�ENNOE ANALOGII
MEVDU MEHANI�ESKIMI I �LEKTROMAGNITNYMI KOLEBANIQMI��

mY NE OSTANAWLIWAEMSQ ZDESX NA PRIBLIVENNYH METODAH NAHOVDE�
NIQ SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ I FUNKCIJ ZADA�I� ANALOGI�NYH PRIBLI�
VENNYM METODAM NAHOVDENIQ SOOTWETSTWU��IH WELI�IN DLQ NEODNO�
RODNOJ STRUNY�

�� kRYL O W a� n� o NEKOTORYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIQH MATEMA�
TI�ESKOJ FIZIKI� l�� ����� gL� VII�
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�� sTRUNA S GRUZOM NA KONCE� zNA�ITELXNYJ PRAKTI�ESKIJ
INTERES PREDSTAWLQET ZADA�A O KOLEBANIQH ODNORODNOJ STRUNY� ODIN
KONEC KOTOROJ �x � �� ZAKREPLEN� A KO WTOROMU KONCU �x � l� PODWE�EN
GRUZ MASSY M �

w �TOM SLU�AE USLOWIE PRI x � l PRINIMAET WID

Mutt � � kux �l� t�

I DLQ AMPLITUDY STOQ�IH WOLN POLU�AETSQ URAWNENIE
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GDE �n OPREDELQETSQ IZ URAWNENIQ

ctg
p
�n l �

M

�

p
�n� ����

uSLOWIE ORTOGONALXNOSTI FUNKCIJ fXn �x� g PRINIMAET WID
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Xn �x�Xm �x� � dx �MXn �l�Xm �l� � ��

wY�ISLIM KWADRAT NORMY
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iSPOLXZUQ URAWNENIE ����� POLU�AEM
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zADA�A S NA�ALXNYMI DANNYMI RE�AETSQ OBY�NYM METODOM�
�� pOPRAWKI DLQ SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ� wY�ISLIM POPRAW�

KI DLQ SOBSTWENNYH �ASTOT W SLU�AE BOLX�IH I MALYH NAGRUZOK M �
dLQ PROSTOTY RASSMOTRIM TOT SLU�AJ� KOGDA GRUZ PODWE�EN K KONCU
STRUNY� wOZMOVNY DWA PREDELXNYH SLU�AQ�

�� M � �� kONEC x � l SWOBODEN� sOBSTWENNYE ZNA�ENIQ OPREDELQ�
�TSQ IZ FORMULY q

�
���
n �

�n� �

�

�

l
�

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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�� M �
� kONEC x � l VESTKO ZAKREPLEN	 u �l� t� � �� sOBSTWEN�
NYE ZNA�ENIQ OPREDELQ�TSQ IZ FORMULYq
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n �

�n

l
�

nAS BUDET INTERESOWATX SLU�AJ MALYH M �M 	 �� I BOLX�IH
M �M 	
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�� M 	 �� nAJDEM POPRAWKU K SOBSTWENNOMU ZNA�ENI� �
���
n � POLA�

GAQ p
�n �

q
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���
n � �M� ����

GDE �
 NEKOTOROE �ISLO� pODSTAWLQQ ���� W URAWNENIE ���� I PRENEBRE�
GAQ M� I BOLEE WYSOKIMI STEPENQMI M � POLU�AEM

�n � ����n
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�� �M

�l
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� ����

T� E� SOBSTWENNYE �ASTOTY NAGRUVENNOJ STRUNY PRI M 	 � WOZRA�
STA�T� PRIBLIVAQSX K SOBSTWENNYM �ASTOTAM STRUNY SO SWOBODNYM
KONCOM�

�� M 	
� wYBIRAQ ��M W KA�ESTWE PARAMETRA MALOSTI� POLO�
VIM p

�n �

q
�
���
n � �

�

M
�

uRAWNENIE ���� DAET

� �
�q
�
���
n l

�

pRI �TOM MY PRENEBREGAEM �LENAMI� SODERVA�IMI ��M� I BOLEE WY�
SOKIE STEPENI ��M �

tAKIM OBRAZOM�p
�n �

q
�
���
n �

�q
�
���
n l

�

M
� �n � ����n �
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Ml
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T� E� PRI UWELI�ENII NAGRUZKI SOBSTWENNYE �ASTOTY UBYWA�T� RAWNO�
MERNO PRIBLIVAQSX K SOBSTWENNYM �ASTOTAM STRUNY S ZAKREPLENNYMI
KONCAMI�

IV� uRAWNENIQ GAZODINAMIKI I TEORIQ UDARNYH WOLN

�� uRAWNENIQ GAZODINAMIKI� zAKON SOHRANENIQ �NERGII�
uRAWNENIQ AKUSTIKI �SM� x �� BYLI POLU�ENY W PREDPOLOVENII MALO�
STI SKOROSTEJ DWIVENIQ GAZA I MALYH IZMENENIJ DAWLENIQ� �TO POZWO�
LILO LINEARIZOWATX URAWNENIQ GIDRODINAMIKI�



IV� urawneniq gazodinamiki i teoriq udarnyh woln ���

w ZADA�AH� WOZNIKA��IH PRI IZU�ENII POLETA RAKET I SKOROSTNYH
SAMOLETOW� W TEORII BALLISTIKI� WZRYWNYH WOLN I T� P�� PRIHODITSQ
IMETX DELO S GIDRODINAMI�ESKIMI PROCESSAMI� HARAKTERIZU��IMI�
SQ BOLX�IMI SKOROSTQMI I GRADIENTAMI DAWLENIJ� w �TOM SLU�AE LI�
NEJNOE PRIBLIVENIE AKUSTIKI NEPRIGODNO I NEOBHODIMO POLXZOWATXSQ
NELINEJNYMI URAWNENIQMI GIDRODINAMIKI� pOSKOLXKU S TAKOGO RODA
DWIVENIQMI NA PRAKTIKE PRIHODITSQ WSTRE�ATXSQ DLQ GAZOW� TO PRI�
NQTO O GIDRODINAMIKE BOLX�IH SKOROSTEJ GOWORITX KAK O GAZOWOJ DI�
NAMIKE� ILI G A Z O D I N AMI K E�

uRAWNENIQ GAZODINAMIKI W SLU�AE ODNOMERNOGO DWIVENIQ GAZA �W
NAPRAWLENII OSI x� IME�T WID

�

t
�



x
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v
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x
� � p

x
�URAWNENIE DWIVENIQ��

p � f��� T � �URAWNENIE SOSTOQNIQ��

���

���

���

tAKIM OBRAZOM� URAWNENIQ GAZODINAMIKI PREDSTAWLQ�T SOBOJ
URAWNENIQ DWIVENIQ IDEALXNOJ SVIMAEMOJ VIDKOSTI PRI OTSUTSTWII
WNE�NIH SIL�

pEREJDEM TEPERX K WYWODU ZAKONA SOHRANENIQ �NERGII� �NERGIQ
EDINICY OB�EMA RAWNA

�v�

�
� ��� ���

GDE PERWYJ �LEN ESTX KINETI�ESKAQ �NERGIQ� WTOROJ
 WNUTRENNQQ
�NERGIQ� zDESX �� O�EWIDNO� OBOZNA�AET W N UTR E N N�� �N E R G I�
EDINICY MASSY�

dLQ IDEALXNOGO GAZA � � cv T � GDE cv
TEPLOEMKOSTX PRI POSTOQN�
NOM OB�EME� T 
TEMPERATURA�wY�ISLIM IZMENENIE �NERGII W EDINICU
WREMENI	
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pROIZWODQ DIFFERENCIROWANIE W PERWOM SLAGAEMOM I POLXZUQSX
URAWNENIQMI ��� I ���� POLU�AEM
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dLQ PREOBRAZOWANIQ PROIZWODNOJ  �����t OBRATIMSQ K PERWOMU NA�A�
LU TERMODINAMIKI� WYRAVA��EMU ZAKON SOHRANENIQ �NERGII	
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GDE dQ
 KOLI�ESTWO TEPLA� POLU�AEMOE �ILI OTDAWAEMOE� SISTEMOJ IZ�
WNE� � d� 
 RABOTA� ZATRA�IWAEMAQ PRI IZMENENII OB�EMA NA WELI�INU
d� �� � ���
UDELXNYJ OB�EM��

eSLI PROCESS ADIABATI�ESKIJ �TEPLOOBMENA SO SREDOJ NET�� TO
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pOLXZUQSX �TIM RAWENSTWOM� BUDEM IMETX
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 T E P L O W A Q F U N K CI Q� ILI TEPLOSODERVANIE EDINICY MASSY�
pROIZWODNAQ w�x W SILU SOOTNO�ENIJ ��� I ���� UDOWLETWORQET

URAWNENI�

�v
w

x
� v

p

x
� ����

u�ITYWAQ RAWENSTWA ���� ���� ���� ����� ����� POLU�AEM ZAKON SOHRA�
NENIQ �NERGII W DIFFERENCIALXNOJ FORME	
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dLQ WYQSNENIQ FIZI�ESKOGO SMYSLA �TOGO RAWENSTWA PROINTEGRIRUEM
EGO PO NEKOTOROMU OB�EMU �x�� x��	
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sLEWA STOIT IZMENENIE �NERGII W EDINICU WREMENI NA INTERWALE
�x�� x��� SPRAWA
POTOK �NERGII� WYTEKA��EJ W EDINICU WREMENI IZ
RASSMATRIWAEMOGO OB�EMA�

eSLI �FFEKTOM TEPLOPROWODNOSTI NELXZQ PRENEBRE�X� TO URAWNE�
NIE SOHRANENIQ �NERGII PRINIMAET WID



t

�
�v�

�
� ��

�
� � 

x

�
�v

�
v�

�
� w

�
� �

T

x

�
� ����

GDE �
 KO�FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI�
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�� uDARNYE WOLNY� uSLOWIQ DINAMI�ESKOJ SOWMESTNOSTI�
w SLU�AE BOLX�IH SKOROSTEJ WOZMOVNY TAKIE DWIVENIQ� PRI KOTORYH
NA NEKOTORYH POWERHNOSTQH� PEREME�A��IHSQ W PROSTRANSTWE� WOZNI�
KA�T RAZRYWY NEPRERYWNOSTI W RASPREDELENII GIDRODINAMI�ESKIH WE�
LI�IN �DAWLENIQ� SKOROSTI� PLOTNOSTI I DR��� �TI RAZRYWY PRINQTO
NAZYWATX U D AR NYMI WOL N AM I�

nA POWERHNOSTI RAZRYWA �FR ON T E UD A R N OJ W O L NY� DOLVNY
WYPOLNQTXSQ USLOWIQ NEPRERYWNOSTI POTOKA WE�ESTWA� �NERGII I KO�
LI�ESTWA DWIVENIQ �U S L O WI Q g�G O N I O�� pEREJDEM K WYWODU �TIH
USLOWIJ�

pREOBRAZUEM URAWNENIE ��� K BOLEE UDOBNOMU DLQ NA�IH CELEJ WI�
DU� uMNOVAQ ��� NA v I SKLADYWAQ S ���� POLU�AEM



t
��v� � � 

x
�p� �v��� ����

pEREPI�EM TEPERX URAWNENIQ NEPRERYWNOSTI� DWIVENIQ I SOHRA�
NENIQ �NERGII W WIDE

�

t
� � 

x
��v�� ����

��v�

t
� � 

x
�p� �v��� ����



t

�
�v�

�
� ��

�
� � 

x

�
�v

�
v�

�
� w

��
� ����

rASSMOTRIM NA PLOSKOSTI �x� t� LINI� x � � �t�� QWLQ��U�SQ �SLE�
DOM� POWERHNOSTI RAZRYWA NA PLOSKOSTI �x� t�� pUSTX AC
 NEKOTORAQ
DUGA LINII RAZRYWA x � � �t�� GDE A I C
TO�KI S KOORDINATAMI x��
t� I x� � x� � �x� t� � t� � �t SOOTWETSTWENNO� pOSTROIM PRQMO�
UGOLXNIK ABCD SO STORONAMI� PARALLELXNYMI KOORDINATNYM OSQM�

zAPI�EM ZAKON SOHRANENIQ WE�ESTWA W INTEGRALXNOJ FORME	

x�Z
x�

����t� � ���t� � dx � �
t�Z
t�

���v�x� � ��v�x� � dt� ����

GDE SLEWA STOIT IZMENENIE MASSY NA INTERWALE �x�� x�� ZA PROMEVU�
TOK WREMENI �t�� t��� A SPRAWA
 KOLI�ESTWO WE�ESTWA� WYTEKA��EGO
IZ INTERWALA �x�� x�� ZA WREMQ �t�� t��� eSLI FUNKCII � I �v NEPRE�
RYWNY I DIFFERENCIRUEMY WS�DU WNUTRI ABCD� TO URAWNENIE ����
�KWIWALENTNO URAWNENI� ����� w RASSMATRIWAEMOM SLU�AE �TO NE IMEET
MESTA�

wOSPOLXZUEMSQ TEOREMOJ SREDNEGO ZNA�ENIQ DLQ KAVDOGO SLAGAEMO�
GO W OTDELXNOSTI	 

�j t�t�
x�x�

� �j t�t�
x�x��

! �x
�t

� �  
��v�jx�x�

t�t�
� ��v�jx�x�

t�t��

!
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�ZDESX x�� x��� t�� t��
 SREDNIE ZNA�ENIQ ARGUMENTOW x I t��
pEREHODQ K PREDELU PRI �x	 � �x� 	 x�� I �t	 � �t� 	 t�� I

OBOZNA�AQ INDEKSOM � ZNA�ENIQ FUNKCIJ WY�E KRIWOJ x � � �t� �SZADI
FRONTA UDARNOJ WOLNY�� A INDEKSOM �
 ZNA�ENIQ FUNKCIJ NIVE �TOJ
KRIWOJ �PERED FRONTOM�� POLU�AEM

��� � ���U � � ��v�� � ��v��� ����

GDE

U �
d�

dt
� lim

�t��

�x

�t


 SKOROSTX UDARNOJ WOLNY�
w SISTEME KOORDINAT� DWIVU�EJSQ WMESTE S UDARNOJ WOLNOJ�

u� � U � v�� u� � U � v�

OBOZNA�A�T SOOTWETSTWENNO SKOROSTI �ASTIC PERED FRONTOM I SZADI
FRONTA UDARNOJ WOLNY� pOLU�ENNOE WY�E SOOTNO�ENIE ���� MOVNO PE�
REPISATX W WIDE

��u� � ��u�� �����

�TO RAWENSTWO WYRAVAET NEPRERYWNOSTX POTOKA WE�ESTWA �EREZ FRONT
UDARNOJ WOLNY�

zAPISYWAQ W INTEGRALXNOJ FORME ZAKON SOHRANENIQ KOLI�ESTWA
DWIVENIQ� IMEEM

x�Z
x�

���v�t� � ��v�t� � dx � �
t�Z
t�

��p� �v��x� � �p� �v��x� � dt�

GDE SPRAWA STOIT SUMMA IMPULXSA DEJSTWU��IH SIL �DAWLENIQ� I PO�
TOKA KOLI�ESTWA DWIVENIQ� pEREHODQ K PREDELU PRI �x	 � I �t	 ��
POLU�AEM ZAKON SOHRANENIQ POTOKA KOLI�ESTWA DWIVENIQ NA FRONTE

U ���v�� � ��v��� � � �p� �v��� � �p� �v����

ILI

p� � ��u
�
� � p� � ��u

�
�� ����

aNALOGI�NO POLU�AETSQ URAWNENIE SOHRANENIQ �NERGII NA FRONTE	�
�v�

�
� ��

�
�

U �
�
�v�

�
� ��

�
�

U � ���v�
�
v�

�
� w

�
�

� ��v�

�
v�

�
� w

�
�

�

KOTOROE POSLE NESLOVNYH PREOBRAZOWANIJ PRINIMAET WID

��u�

�
w� �

u��
�

�
� ��u�

�
w� �

u��
�

�
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ILI� W SILU USLOWIQ �����

w� �
u��
�

� w� �
u��
�
� ����

tAKIM OBRAZOM� NA FRONTE UDARNOJ WOLNY DOLVNY WYPOLNQTXSQ URAW�
NENIQ �U S L O WI Q D I N AM I� E S K OJ S O WM E S TN O S TI� ILI U S L O�
WI Q g�G O NI O�

��u� � ��u�� �����

p� � ��u
�
� � p� � ��u

�
�� ����

w� �
u��
�

� w� �
u��
�
� ����

iZ URAWNENIJ ����� I ���� WYRAZIM u� I u� �EREZ p I �	

u�� �
��
��
� p� � p�
�� � ��

� u�� �
��
��
� p� � p�
�� � ��

�

OTKUDA

u�� � u�� � �
�� � ��
����

�p� � p���

pODSTAWLQQ ZATEM �TO WYRAVENIE W URAWNENIE ����� NAHODIM SOOT�
NO�ENIE MEVDU ZNA�ENIQMI �NERGII PO OBE STORONY FRONTA	

w� � w� �
�

�����
��� � ��� �p� � p��

I

�� � �� �
�

�����
��� � ��� �p� � p���

rASSMOTRIM IDEALXNYJ GAZ� DLQ KOTOROGO

p � �RT � � � cvT � w � cpT �
cp

cp � cv
RT �

�

� � �
� p
�
�

T� E�

w �
�

� � �
� p
�
� ����

pOLXZUQSX FORMULOJ ����� POSLE NESLOVNYH PREOBRAZOWANIJ PRIHODIM
K TAK NAZYWAEMOMU URAWNENI� AD I A B A TY g�G O N I O

��
��

�
�� � �� p� � �� � �� p�
�� � �� p� � �� � �� p�

� ����
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ILI

p�
p�

�
�� � �� �� � �� � �� ��
�� � �� �� � �� � �� ��

� ����

pO �TOJ FORMULE MOVNO OPREDELITX ODNU IZ WELI�IN p�� ��� p�� ���
ESLI IZWESTNY TRI OSTALXNYE WELI�INY�

uDARNAQ WOLNA WSEGDA DWIVETSQ OTNOSITELXNO GAZA OT OBLASTEJ
S B#OLX�IM DAWLENIEM K OBLASTQM S MENX�IM DAWLENIEM	 p� 
 p�
�T E OR EM A c EM PL E N A�� oTS�DA SLEDUET� �TO PLOTNOSTX GAZA ZA
FRONTOM BOLX�E PLOTNOSTI PERED FRONTOM�

fORMULA ���� WYRAVAET ZAWISIMOSTX MEVDU p� I �� PRI ZADAN�
NYH p� I ��� fUNKCIQ �� � �� �p�� PRI ZADANNYH p� I �� QWLQETSQ
MONOTONNO WOZRASTA��EJ FUNKCIEJ� STREMQ�EJSQ K KONE�NOMU PREDELU
PRI p��p� 	
 �UDARNAQ WOLNA BOLX�OJ AMPLITUDY�	

��
��

�
� � �

� � �
� ����

�TA FORMULA POKAZYWAET MAKSIMALXNYJ SKA�OK PLOTNOSTI �UPLOTNE�
NIE�� KOTORYJ MOVET SU�ESTWOWATX NA FRONTE UDARNOJ WOLNY� dLQ
DWUHATOMNOGO GAZA � � ��� I MAKSIMALXNOE UPLOTNENIE RAWNO �	

��
��

� ��

pOLXZUQSX RAWENSTWAMI ������ ���� I ���� I POLAGAQ p� � �� NAHODIM

u� �

r
� � �

�
� p�
��
� u� �

s
�� � ���

� �� � ��
� p�
��
�

eSLI UDARNAQ WOLNA DWIVETSQ PO POKOQ�EMUSQ GAZU �v� � ��� TO SKO�
ROSTX RASPROSTRANENIQ UDARNOJ WOLNY RAWNA

U �

r
� � �

�
� p�
��
�

T� E� ONA RASTET PROPORCIONALXNO KWADRATNOMU KORN� IZ p��
rASSMOTRIM PROSTEJ�U� ZADA�U TEORII UDARNYH WOLN� DOPUSKA�

��U� ANALITI�ESKOE RE�ENIE� w CILINDRI�ESKOJ TRUBE x 
 �� NE
OGRANI�ENNOJ S ODNOJ STORONY I ZAKRYTOJ POR�NEM S DRUGOJ �x �
� ��� NAHODITSQ POKOQ�IJSQ GAZ S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX� �� I PRI
POSTOQNNOM DAWLENII p�� w NA�ALXNYJ MOMENT t � � POR�ENX NA�INA�
ET DWIGATXSQ S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII
OSI x� pERED POR�NEM WOZNIKAET UDARNAQ WOLNA� KOTORAQ W NA�ALXNYJ
MOMENT SOWPADAET S POR�NEM� A ZATEM UDALQETSQ OT NEGO SO SKOROSTX�
U 
 v� mEVDU POR�NEM I FRONTOM UDARNOJ WOLNY WOZNIKAET OBLASTX ��
W KOTOROJ GAZ DWIVETSQ SO SKOROSTX� POR�NQ� pERED FRONTOM �OBLASTX
�� GAZ NAHODITSQ W NEWOZMU�ENNOM SOSTOQNII	 � � ��� p � p� �v � ���
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pOLXZUQSX USLOWIQMI NA FRONTE ����� ���� I ����� NETRUDNO OPREDE�
LITX SKOROSTX FRONTA� A TAKVE WELI�INU SKA�KA PLOTNOSTI I DAWLENIQ�

wWEDEM BEZRAZMERNYE WELI�INY

� �
��
��

� $U �
U

a�
� $v �

v

a�
� $p �

�p�
��a��

� ����

GDE a� �
p
�p����
 SKOROSTX ZWUKA PERED FRONTOM �W NEWOZMU�ENNOJ

OBLASTI ��� tOGDA URAWNENIQ SOHRANENIQ ZAPI�UTSQ W WIDE

� $U � $U � $v� ILI $U �
$v

�� �
� ����

$p � � � � $U$v� ILI $p � � � �
$v�

�� �
� ����

$p� � � � �� � ��

�
$U$v � �

�
$v�

�
� ����

iSKL��AQ OTS�DA $p I $U � POLU�AEM KWADRATNOE URAWNENIE DLQ OPRE�
DELENIQ �	

��� � � �� � �� � �� $v�� � �� � �� � �� $v�� � �� ����

tAK KAK PO SMYSLU � � � ��� 
 ���� TO WYBIRAEM MENX�IJ KORENX	
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�
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iZ URAWNENIJ ����� ���� I ���� NAHODIM
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wOZWRA�AQSX K PREVNIM WELI�INAM� POLU�AEM
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tAK KAK SKOROSTX UDARNOJ WOLNY POSTOQNNA� TO DLQ POLOVENIQ FRONTA
W MOMENT t BUDEM IMETX

x � � �t� �

�
� � �

�
v � a�

s
� �

�� � ���

��a��
v�

�
t� ����

w PREDELXNOM SLU�AE v�a� � � �UDARNAQ WOLNA BOLX�OJ INTENSIWNO�
STI� IZ FORMUL ����
 ���� NAHODIM PREDELXNYE SOOTNO�ENIQ

�� � ��
� � �

� � �
� U �

� � �

�
v� p� � p�

� �� � ��

�

v�

a��
�

POLU�ENNYE NAMI RANEE�
eSLI v�a� � � �WOLNA MALOJ INTENSIWNOSTI�� TO MOVNO PRENE�

BRE�X �LENAMI v��a��	

�� � ��

�
� �

v

a�

�
�

U � a� �
� � �

�
v�

p� � p�

�
� �

�v

a�

�
�

�� sLABYE RAZRYWY� wY�E BYLO RASSMOTRENO DWIVENIE UDAR�
NOJ WOLNY� NA FRONTE KOTOROJ WELI�INY �� p� v I DR� ISPYTYWA�T
SKA�KI� tAKOGO RODA RAZRYWY NAZYWA�TSQ S I L XNYMI�

wOZMOVNY I TAKIE DWIVENIQ� PRI KOTORYH NA NEKOTOROJ POWERH�
NOSTI ISPYTYWA�T SKA�OK PERWYE PROIZWODNYE WELI�IN �� p� v I DR��
W TO WREMQ KAK SAMI �TI WELI�INY OSTA�TSQ NEPRERYWNYMI� tAKIE
RAZRYWY NAZYWA�TSQ S L A BYMI�

w x �� P� �� RASSMOTRENO DWIVENIE RAZRYWOW TAKOGO RODA I USTANO�
WLENO� �TO �TI RAZRYWY RASPROSTRANQ�TSQ WDOLX HARAKTERISTIK� pRI
�TOM MY ISHODILI IZ URAWNENIQ AKUSTIKI� oDNAKO I DLQ NELINEJNYH
ZADA� GAZODINAMIKI SPRAWEDLIW ANALOGI�NYJ REZULXTAT�

nETRUDNO UBEDITXSQ W TOM� �TO POWERHNOSTX SLABOGO RAZRYWA RAS�
PROSTRANQETSQ OTNOSITELXNO GAZA SO SKOROSTX�� RAWNOJ LOKALXNOJ SKO�
ROSTI ZWUKA� w SAMOM DELE� WYDELIM MALU� OKRESTNOSTX POWERHNOSTI
SLABOGO RAZRYWA I WOZXMEM SREDNIE ZNA�ENIQ GIDRODINAMI�ESKIH WELI�
�IN W �TOJ OKRESTNOSTI� sLABYJ RAZRYW� O�EWIDNO� MOVNO RASSMATRI�
WATX NA FONE SREDNIH ZNA�ENIJ KAK MALOE WOZMU�ENIE� KOTOROE UDOWLE�
TWORQET URAWNENI� AKUSTIKI I DOLVNO RASPROSTRANQTXSQ S LOKALXNOJ
SKOROSTX� ZWUKA�

w KA�ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM ISTE�ENIE GAZA W WAKUUM �WOLNA
RAZREVENIQ��pUSTX W NA�ALXNYJ MOMENT t� � GAZ� ZAPOLNQ��IJ POLU�
PROSTRANSTWO x 
 �� POKOITSQ I IMEET POSTOQNNYE ZNA�ENIQ PLOTNOSTI
�� I DAWLENIQ p� WO WSEJ OBLASTI x 
 �� pRI t � � WNE�NEE DAWLENIE�
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PRILOVENNOE K PLOSKOSTI x � �� SNIMAETSQ I GAZ NA�INAET DWIGATXSQ�
PRI �TOM WOZNIKAET SLABYJ RAZRYW �W OL N A R A Z R EVE N I Q�� RASPRO�
STRANQ��IJSQ SO SKOROSTX� ZWUKA a� W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII
OSI x� nA PEREDNEM FRONTE GAZA x � x� �t� PRI t � � MY IMEEM RAZ�
RYW PLOTNOSTI I DAWLENIQ� oDNAKO �TOT RAZRYW SRAZU VE POSLE NA�ALA
DWIVENIQ IS�EZAET�

w SAMOM DELE� IZ USLOWIJ NEPRERYWNOSTI POTOKOW WE�ESTWA I KO�
LI�ESTWA DWIVENIQ PRI x � x� �t�	

� � ��� �v� � v�� � � ��� �v� � v�� ��

p�� � ��� �v� � v�� �
� � p�� � ��� �v� � v�� �
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GDE ��� � p
�
� � v

�
� 
 ZNA�ENIQ SLEWA W TO�KE x� �t�� �

�
� � p

�
� � v

�
� 
 ZNA�ENIQ

SPRAWA W TO�KE x� �t�� POLU�AEM

p�� � � I ��� � ��

TAK KAK

��� � p�� � v�� � ��

dLQ ADIABATI�ESKOGO PROCESSA URAWNENIE SOSTOQNIQ IDEALXNOGO GAZA
IMEET WID
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�
�

��
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� ����

rE�ENIE ZADA�I BUDEM ISKATX W FORME

� � � ���� p � p ���� v � v ���� GDE � � x�t�

wY�ISLQQ PROIZWODNYE

f

t
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t
�
df

d�
�

f

x
�

�

t

df

d�
�

GDE f � �� v ILI p� I PODSTAWLQQ REZULXTATY W URAWNENIQ ��� I ����
POLU�AEM

�v � ��
d�

d�
� � �

dv

d�
�

�v � �� �
dv

d�
� � dp

d�
�

��������� ����

uMNOVIM PERWOE URAWNENIE NA �v � �� I SLOVIM SO WTORYM	

�v � ���
d�

d�
�
dp

d�

ILI

dp

d�
� �v � ����



��� priloveniq k glawe II

oTS�DA IMEEM

v � � � �
s
dp

d�
� � a�

GDE a
 SKOROSTX ZWUKA PRI ADIABATI�ESKOM PROCESSE�
pOSKOLXKU MY RASSMATRIWAEM DWIVENIE SLABOGO RAZRYWA W POLO�

VITELXNOM NAPRAWLENII OSI x� NADO WYBRATX W PREDYDU�EJ FORMULE
ZNAK �MINUS�� T� E�

v � � � �a� ����

pODSTAWLQQ �TO RE�ENIE W URAWNENIQ ����� POLU�AEM

dv

d�
�
a

�
� ����

ILI� �TO ODNO I TO VE�

dv

dp
�

�

�a
�

pOLXZUQSX URAWNENIEM SOSTOQNIQ ����� NAHODIM

a� � �
p

�

I POSLE INTEGRIROWANIQ URAWNENIQ ���� POLU�AEM

v �
�

� � �
a�

���
�

��

� ���
�

� �

�� � ����

iZ POSLEDNEJ FORMULY MOVNO WYRAZITX � �EREZ v	

� � ��

�
� �

� � �

�

v

a�

� �
���

� ����

zDESX

a� �
p
�p����

OBOZNA�AET SKOROSTX ZWUKA PRI v � � �W POKOQ�EMSQ GAZE�� fORMULU
���� MOVNO TAKVE PEREPISATX W WIDE

v �
�

� � �
�a� a��� ����

pODSTAWLQQ WYRAVENIE ���� DLQ � W URAWNENIE SOSTOQNIQ �����
NAHODIM

p � p�
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�
� v
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iZ URAWNENIJ ���� I ���� POLU�AEM FORMULU

v �
�

� � �

�x
t
� a�

�
� ����

OPREDELQ��U� ZAWISIMOSTX v OT x I t� pODSTAWLQQ ZATEM WYRAVE�
NIE ���� DLQ v W FORMULY ���� I ����� POLU�IM ZAWISIMOSTX � I
p OT x I t W QWNOJ FORME� wSE WELI�INY OKAZYWA�TSQ ZAWISQ�I�
MI OT x�t� eSLI IZMERQTX RASSTOQNIQ W EDINICAH� PROPORCIONALX�
NYH t� TO KARTINA DWIVENIQ NE MENQETSQ� tAKOE DWIVENIE NAZYWAETSQ
A WT OM OD E L XNYM�

nAJDEM SKOROSTX DWIVENIQ PEREDNEGO FRONTA v� �t�� pOLAGAQ W RA�
WENSTWE ���� p � �� BUDEM IMETX

v� � � �

� � �
a�� ����

oTS�DA SLEDUET� �TO SKOROSTX ISTE�ENIQ GAZA W PUSTOTU KONE�NA� dLQ
DWUHATOMNYH GAZOW � � ��� I

v� � � �a��

wYRAVENIE ���� DLQ SKOROSTI LEWOGO FRONTA x � x� �t� MOVNO PO�
LU�ITX TAKVE IZ URAWNENIQ BALANSA WE�ESTWA

x�Z
x�

� dx � ��x� � ��a�t� ����

wWEDQ PEREMENNU�

� � x�t�

POLU�IM

a�Z
v�

� d� � ��a��

pODSTAWLQQ ZATEM WYRAVENIE DLQ � IZ ���� I POLAGAQ

� �
� � �

� � �

� � a�
a�

� ��

BUDEM IMETX

��Z
��

�
�

��� d� �
� � �

� � �
� ����

GDE

�� � � �
� � �

� � �

v� � a�
a�

� �� � ��
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pOSLE WY�ISLENIQ INTEGRALA ���� POLU�IM

�
���
���
� � �

���
���
� � ��

T� E�

�� � ��

OTKUDA I SLEDUET

v� � � �a�
� � �

�

zADA�A OB ISTE�ENII GAZA W WAKUUM RE�ENA�
mY OGRANI�ILISX WY�E RASSMOTRENIEM LI�X NAIBOLEE PROSTYH

ZADA� GAZODINAMIKI� dLQ BOLEE PODROBNOGO OZNAKOMLENIQ S ZATRONUTY�

MI ZDESX WOPROSAMI OTSYLAEM �ITATELQ K SPECIALXNOJ LITERATURE ���

V� dINAMIKA SORBCII GAZOW

�� uRAWNENIQ� OPISYWA	�IE PROCESS SORBCII GAZA� rAS�

SMOTRIM ZADA�U O POGLO�ENII �S O R B C I I� GAZA ��� pUSTX �EREZ TRUBKU
�OSX KOTOROJ MY WYBEREM ZA KOORDINATNU� OSX x�� ZAPOLNENNU� POGLO�
�A��IM WE�ESTWOM �SORBENTOM�� PROPUSKAETSQ GAZOWOZDU�NAQ SMESX�
oBOZNA�IM �EREZ a �x� t� KOLI�ESTWO GAZA� POGLO�ENNOGO EDINICEJ OB��
EMA SORBENTA� A �EREZ u �x� t�
 KONCENTRACI� GAZA� NAHODQ�EGOSQ W
PORAH SORBENTA W SLOE x�

nAPI�EM URAWNENIE BALANSA WE�ESTWA� PREDPOLAGAQ� �TO SKOROSTX
GAZA � DOSTATO�NO WELIKA I PROCESS DIFFUZII NE IGRAET SU�ESTWENNOJ
ROLI W PERENOSE GAZA� rASSMOTRIM SLOJ SORBENTA OT x� DO x� W TE�ENIE
PROMEVUTKA WREMENI OT t� DO t�� o�EWIDNO� DLQ NEGO MOVNO NAPISATX
URAWNENIE BALANSA WE�ESTWA

��ujx� � �ujx� �S�t � ��a� u�jt� � �a� u�jt� �S�x� ���

KOTOROE POSLE SOKRA�ENIQ NA �x�t I PEREHODA K PREDELU PRI �x	 ��
�t	 � PRINIMAET WID

� �
u

x
�



t
�a� u�� ���

�� sM�� kO�IN n� e�� kIB E L X i� a�� rO Z E n� w� tEORETI�ESKAQ GIDRO�
MEHANIKA� M�� ����� �� II� GL� I� lANDA U l� d�� lIF�IC e� m� mEHANIKA
SPLO�NYH SRED� M�� ����� gL� VII� z EL X D O W I� q� b� tEORIQ UDARNYH WOLN
I WWEDENIE W GAZODINAMIKU� M�� l�� ���� sED O W l� i� rASPROSTRANENIE
SILXNYH WZRYWNYH WOLN �� pRIKLADNAQ MATEMATIKA I MEHANIKA� ���� t� ���
WYP� �� s� ��	����

�� tIHO N O W a� n�� vUHO W I CKI J a� a�� zA B EVIN S KI J q� l� pO�
GLO�ENIE GAZA IZ TOKA WOZDUHA SLOEM ZERNISTOGO MATERIALA� II �� vfh�
���� t� ��� WYP� ��� s� ����	�����
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lEWAQ �ASTX �TOGO URAWNENIQ PREDSTAWLQET KOLI�ESTWO GAZA� NAKOPLQ�
��EGOSQ ZA S�ET PERENOSA� RASS�ITANNOE NA EDINICU DLINY I WREMENI�
PRAWAQ �ASTX
 KOLI�ESTWO GAZA� IZRASHODOWANNOGO NA POWY�ENIE KON�
CENTRACII SORBIROWANNOGO GAZA I GAZA� NAHODQ�EGOSQ W PORAH� k �TOMU
URAWNENI� BALANSA SLEDUET PRISOEDINITX URAWNENIE KINETIKI SORBCII

a

t
� � �u� y�� ���

GDE �
TAK NAZYWAEMYJ KINETI�ESKIJ KO�FFICIENT� y
 KONCENTRA�
CIQ GAZA� NAHODQ�EGOSQ W RAWNOWESII S SORBIROWANNYM KOLI�ESTWOM
GAZA�

wELI�INY a I y SWQZANY DRUG S DRUGOM URAWNENIEM

a � f �y�� ���

QWLQ��IMSQ HARAKTERISTIKOJ SORBENTA�
kRIWAQ a � f �y� NAZYWAETSQ I Z O T E RM OJ S O R BC I I� eSLI

f �y� �
yu�

� �u� � py�
�

TO IZOTERMA NAZYWAETSQ I Z OT E RM OJ l EN GM�R A� nAIBOLEE PRO�
STOJ WID FUNKCII f SOOTWETSTWUET TAK NAZYWAEMOJ I Z OT E RM E
g EN R I� SPRAWEDLIWOJ W OBLASTI MALYH KONCENTRACIJ	

a �
�

�
y� ���

GDE ���
 KO�FFICIENT gENRI�
w �TOM SLU�AE MY PRIHODIM K SLEDU��EJ ZADA�E�
nAJTI FUNKCII u �x� t� I a �x� t� IZ URAWNENIJ

� �
u

x
�
u

t
�
a

t
� ���

a

t
� � �u� �a� ���

PRI DOPOLNITELXNYH USLOWIQH

a �x� �� � ��

u �x� �� � ��

�
���

u ��� t� � u�� ���

GDE u�� KONCENTRACIQ GAZA NA WHODE�
pRENEBREGAQ PROIZWODNOJ u�t� PREDSTAWLQ��EJ RASHOD GAZA NA

POWY�ENIE SWOBODNOJ KONCENTRACII W PORAH SORBENTA� W OTLI�IE OT
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PROIZWODNOJ a�t� PREDSTAWLQ��EJ RASHOD GAZA NA UWELI�ENIE SOR�

BIROWANNOGO KOLI�ESTWA GAZA� POLU�AEM ��

� �
u

x
�
a

t
� ����

a

t
� � �u� �a�� ���

a �x� �� � ��

u ��� t� � u��

iSKL��IM FUNKCI� a �x� t�� DIFFERENCIRUQ PERWOE URAWNENIE PO t I
ISPOLXZUQ WTOROE URAWNENIE	

� �uxt � �ut � ��at � �ut � ���ux�

ILI

uxt �
�

�
ut � ��ux � ��

oPREDELIM NA�ALXNOE USLOWIE DLQ u� POLAGAQ W PERWOM URAWNENII t �
� �	

� �ux �x� �� � �u �x� ��� u ��� �� � u��

OTKUDA NAHODIM

u �x� �� � u� e
�����x�

zADA�A NAHOVDENIQ FUNKCII u �x� t� SWELASX K INTEGRIROWANI� URAW�
NENIQ

uxt �
�

�
ut � ��ux � � ���

PRI DOPOLNITELXNYH USLOWIQH

u �x� �� � u� e
�����x� ����

u ��� t� � u�� ���

hARAKTERISTIKAMI �TOGO URAWNENIQ QWLQ�TSQ LINII

x � const� t � const�

dOPOLNITELXNYE USLOWIQ W �TOJ ZADA�E PREDSTAWLQ�T ZNA�ENIQ ISKO�
MOJ FUNKCII u �x� t� NA HARAKTERISTIKAH� aNALOGI�NO STAWITSQ ZADA�

�� dLQ SISTEMY URAWNENIJ ���� I ��� DOSTATO�NO ODNOGO NA�ALXNOGO USLO�
WIQ� TAK KAK OSX t � � W �TOM SLU�AE STANOWITSQ HARAKTERISTIKOJ�pODROBNEE
OB �TOM SM� PRIME�ANIE NA S� �

�
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�A DLQ FUNKCII a �x� t�	

axt �
�

�
at � ��ax � �� ����

a �x� �� � �� ���

a ��� t� �
u�
�

��� e��
t�� ����

sLEDUET ZAMETITX� �TO PODOBNAQ ZADA�A WSTRE�AETSQ PRI RASSMO�
TRENII RQDA DRUGIH WOPROSOW �NAPRIMER� PROCESS SU�KI WOZDU�NYM

POTOKOM� PROGREWANIE TRUBY POTOKOM WODY I T� D������

�� pEREHODQ K URAWNENI� ����� MY PRENEBREGAEM �LENOM ut� oDNAKO NETRUD�
NO POKAZATX� �TO MY PRIDEM K TOMU VE URAWNENI�� ESLI WWEDEM PEREMENNYE

� � t� x

�
� t � � �

�

�
� � � x� x � �

�RIS� ���� W KOTORYH WREMQ W TO�KE x OTS�ITYWAETSQ OT t� � x�� 	MOMENTA
PRIHODA W �TU TO�KU POTOKA GAZOWOZDU�NOJ SMESI� w SAMOM DELE�

�u

�x
�

�u

��
� �

�

�u

��
�

�

�t
�

�

��

I URAWNENIE ��� PRINIMAET WID

� �
�u

��
�

�a

��
� �����

�a

��
�  �u� �a�� ���

nA�ALXNYE USLOWIQ �
� I URAWNENIQ ��� I ��� DA�T

u �x� �� � ��

ut �x� �� � ��

�
�
��

w OBLASTI MEVDU PRQMOJ t � � I OSX� � MY POLU�AEM ZADA�U OPREDELENIQ

rIS� ��

FUNKCII u PO NA�ALXNYM USLOWIQM �
��
�ZADA�A kO�I�� o�EWIDNO� �TO W �TOJ
OBLASTI FUNKCIQ u �x� t� � � �A TAKVE
a � ��� iZ URAWNENIJ ���� I ��� WIDNO�
�TO PRI � � � FUNKCIQ u �x� t� PRETER�
PEWAET RAZRYW� W TO WREMQ KAK FUNKCIQ
a �x� t� OSTAETSQ NEPRERYWNOJ� tAKIM
OBRAZOM� PRI � � � FUNKCIQ u� KAK
BYLO POKAZANO WY�E� OPREDELQETSQ IZ
URAWNENIQ ���� PRI a �x� �� � �� oPRE�
DELQQ� KAK �TO BYLO SDELANO WY�E �SM�
FORMULY ���� I ������ ZNA�ENIQ u �x� �� I a ��� t�� MY POLU�AEM DLQ FUNKCIJ
u �x� t� I a �x� t� ZADA�I S DANNYMI NA HARAKTERISTIKAH�

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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rE�ENIE URAWNENIQ ��� MOVET BYTX POLU�ENO W QWNOM WIDE METO�
DOM� IZLOVENNYM W x �� I DAETSQ FORMULOJ

u �x�� t�� � u� e
�x�

��e�t� I� ��px�t�� � �

x�

x�t�Z
�

e���x� I� ��
p
� � d�

�� �

����
GDE x� � �x��� t� � �t��
 BEZRAZMERNYE PEREMENNYE� I�
FUNKCIQ
bESSELQ PERWOGO RODA NULEWOGO PORQDKA OT MNIMOGO ARGUMENTA�

pOLXZUQSX ASIMPTOTI�ESKIMI FORMULAMI DLQ FUNKCII I�� NE�
TRUDNO POLU�ITX ASIMPTOTI�ESKOE PREDSTAWLENIE RE�ENIQ PRI BOLX�
�IH ZNA�ENIQH ARGUMENTOW�

�� aSIMPTOTI�ESKOE RE�ENIE� wY�E MY IZU�ALI PROCESS
SORBCII GAZA� POD�INQ��EGOSQ IZOTERME SORBCII gENRI� SWQZYWA��EJ
KOLI�ESTWO POGLO�ENNOGO WE�ESTWA a S RAWNOWESNOJ KONCENTRACIEJ y
LINEJNOJ ZAWISIMOSTX�

a �
�

�
y�

rASSMOTRIM IZOTERMU SORBCII OB�EGO WIDA

a � f �y��

eSLI WWESTI BEZRAZMERNYE PEREMENNYE

x� �
x�

�
� t� �

t�

�
� �u �

u

u�
� z �

y

u�
� v �

a

u��
�

TO SISTEMA ����� ���� ���� ��� PRIMET WID

�u

x�
� � v

t�
�

v

t�
� ��u� z��

��������� ����

v � f��z� �
�

u��
f �zu�� ����

PRI DOPOLNITELXNYH USLOWIQH

�u ��� t�� � �� ����

v �x�� �� � �� ����

nAS BUDET INTERESOWATX ASIMPTOTI�ESKOE POWEDENIE FUNKCIJ� PREDSTA�
WLQ��IH RE�ENIE SISTEMY �����

oTNOSITELXNO FUNKCII f� �z� MY BUDEM PREDPOLAGATX SLEDU��EE�
�� f� �z�
 WOZRASTA��AQ FUNKCIQ� I f� ��� � ��
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�� f� �z� IMEET NEPRERYWNU� PROIZWODNU� DLQ WSEH ZNA�ENIJ z�
� � z � ��

�� lU�� IDU�IJ IZ NA�ALA KOORDINAT W TO�KU ��� f� ����� LEVIT
NIVE KRIWOJ f� �z� W PROMEVUTKE �� z � � �RIS� ���� �TO� W �ASTNOSTI�

rIS� ��

IMEET MESTO DLQ WYPUKLOJ IZOTERMY�
wWEDQ OBOZNA�ENIE DLQ OBRATNOJ FUNK�

CII

z � f��� �v� � F �v��

BUDEM ISKATX ASIMPTOTI�ESKOE RE�ENIE PO�
STAWLENNOJ ZADA�I W WIDE RASPROSTRANQ��

�EJSQ WOLNY ��	

$u � � ����

$v � � ����
� � x� �t� ����

GDE �
 SKOROSTX RASPROSTRANENIQ WOLNY�
PODLEVA�AQ OPREDELENI��

�TO OZNA�AET� �TO NA BOLX�IH RASSTOQNIQH �PRI x	
� ILI �E�
REZ BOLX�OJ PROMEVUTOK WREMENI �t	
�

v �x� t� � $v � � �x� �t��

�u �x� t� � $u � � �x� �t��

kONCENTRACII �u I v DOLVNY PRI x �
 ILI t �
 UDOWLETWORQTX
USLOWI� RAWNOWESIQ

v � f� ��u�� ILI �u � F �v��

iZ USLOWIQ ���� TOGDA SLEDUET

�ujx��
t��

� � ��
� � �� � ��
� � vjx��
t��

� f� ���� ����

iZ USLOWIQ ���� WYTEKAET� �TO

vjx��
t��

� � ��
� � �� � ��
� � �ujx��
t��

� F ��� � �� ����

uSLOWIQ ���� OZNA�A�T� �TO PRI t 	 
 �� 	 �
� DOLVNO USTANO�
WITXSQ WS�DU NASY�ENIE�

pODSTAWLQQ PREDPOLAGAEMU� FORMU RE�ENIQ W URAWNENIQ ����� PO�
LU�IM

�� � ��� � �� ����

���� � � � F ���� ����

iZ ���� I ���� ZAKL��AEM� �TO

� ��� � �� ��� � �� ����

�� dLQ UPRO�ENIQ ZAPISI WMESTO x�� t� BUDEM PISATX x� t�

���
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iZ URAWNENIJ ���� TOGDA SLEDUET� �TO

� �
� ���

� ���

����
����

�
�

f� ���
� ����

ILI� W RAZMERNYH WELI�INAH�

� � �
u�
a�
� a� � f �u��� �����

iZ ���� I ���� NAHODIM

��
d�

��� F ���
� d�� ����

pOSLE INTEGRIROWANIQ BUDEM IMETX

� ��� � � � ��� ����

GDE � ���
 KAKOJ�LIBO INTEGRAL LEWOJ �ASTI� A �� 
 POSTOQNNAQ INTE�
GRIROWANIQ� oTS�DA ISKOMAQ FUNKCIQ � ��� OPREDELITSQ S TO�NOSTX�
DO NEIZWESTNOJ POSTOQNNOJ ��	

� � ��� �� � ���� ����

� � � ��� �� � ���� ����

wYQSNIM� MOVET LI BYTX OPREDELENA FUNKCIQ ��� I BUDUT LI
FUNKCII � I � UDOWLETWORQTX POSTAWLENNYM USLOWIQM PRI � 	 �

I � 	 �
� pOKAVEM� �TO PROIZWODNAQ

d�

d�
� ��

�

�� � f��� ���
� �� ����

T� E�

� � �� � � ���


MONOTONNO UBYWA��AQ FUNKCIQ �� w SAMOM DELE� ZNAMENATELX W ����
RAWEN

��� f��� ��� �
�

f� ���
�� f��� ����

pERWOE SLAGAEMOE ESTX PRINADLEVA�AQ ORDINATE � ABSCISSA TO�KI�
LEVA�EJ NA LU�E� IDU�EM IZ NA�ALA KOORDINAT W TO�KU ��� f� ����
�RIS� ���� tAK KAK MY USLOWILISX� �TO KRIWAQ � � f� �z� LEVIT WY�
�E �TOGO LU�A� TO

f��� ��� �
�

f� ���
� �� � � � f� ����

I� SLEDOWATELXNO�

��� f��� ��� 
 ��



V� dinamika sorbcii gazow ���

kROME TOGO�

�� � f��� ��� � �

PRI � � � I PRI � � f� ����

oTS�DA SLEDUET� �TO

� � �� � � ��� � �
 PRI � � ��

� � �� � � ��� � �
 PRI � � f� ����

dLQ OBRATNOJ FUNKCII POLU�AEM

� � ��� �� � ��� � f� ��� PRI � � �
�

� � ��� �� � ��� � � PRI � � �
�

dALEE W SILU RAWENSTWA ���� IMEEM

� � �� �
�

f� ���
� � � PRI � � �
�

� � �� �
�

f� ���
� � � PRI � � �
�

iTAK� WSE USLOWIQ ���� I ���� UDOWLETWORENY I TEM SAMYM DOKAZANO�
�TO SISTEMA URAWNENIJ IMEET RE�ENIE W WIDE RASPROSTRANQ��EJSQ
WOLNY� SODERVA�EJ NEOPREDELENNU� POSTOQNNU� ���

dLQ OPREDELENIQ �� INTEGRIRUEM PERWOE URAWNENIE PO t W PREDE�
LAH OT � DO t� I PO x W PREDELAH OT � DO x�	�� t�Z

�

�u �x�� �� d� �
t�Z
�

�u ��� �� d�

�� �

�� x�Z
�

v �x� t�� dx�
x�Z
�

v �x� �� dx

�� � ��

����
pOLU�ENNOE RAWENSTWO WYRAVAET ZAKON SOHRANENIQ WE�ESTWA�pEREHODQ
K PREDELU PRI x� 	
 I POLXZUQSX NA�ALXNYMI USLOWIQMI DLQ �u I v�
NAHODIM

�Z
�

v �x� t�� dx �

t�Z
�

�u ��� �� d� � t��

dOPUSTIM� �TO DLQ BOLX�IH ZNA�ENIJ t RE�ENIE NA�EJ ZADA�I
PRIBLIVAETSQ K FUNKCIQM $u I $v� NAJDENNYM WY�E W WIDE RASPRO�
STRANQ��IHSQ WOLN�

eSLI MY OPREDELIM �� IZ USLOWIQ

�Z
�

v �x� t�� dx� t� 	 � �t� 	
�� ����
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�TO I BUDET TO ZNA�ENIE ��� KOTOROE SOOTWETSTWUET FUNKCIQM $u �x� t�
I $v �x� t��

pREOBRAZUEM NA� INTEGRAL	
�Z
�

$v �x� t�� dx �

�Z
�

� �x� �t�� dx �
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�

��� �x� �t� � ��� dx �

�
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��� ��� d� �
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��� ��� d�
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�
�

oBOZNA�IM �EREZ �� ZNA�ENIE ��� ��� PRI � � �	

��� ��� � ���
nETRUDNO WIDETX� �TO ESLI � � ��� ���
 OBRATNAQ FUNKCIQ DLQ � �

rIS� �

� � ���� TO �RIS� ���

�Z
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�Z
�
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�
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� ��� d��
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�
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oTS�DA SLEDUET� �TO WMESTO PREDELXNOGO RAWENSTWA ���� MOVNO NAPI�
SATX
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��t����

��� ��� d� � t� �

�

�������t� � ���� ���t� � ��� �

� ���t�����Z
�

� ��� d�

����� � t� 	

	 � �t� 	
�� �����



V� dinamika sorbcii gazow ���

pEREJDEM K PREDELU PRI t� 	
� tOGDA

�� ���t� � ���	 �� ��
� � �f� ��� � �� ������

	TOBY WY�ISLITX PREDEL WYRAVENIQ

�t�� ���t� � ���� t��

WOSPOLXZUEMSQ URAWNENIEM ����� rAZLAGAQ f��� ��� � F ��� W RQD WBLIZI
TO�KI �� � f� ���� POLU�AEM

��� F ��� � � �� � ��� � �� F ��� �

� � ��� ���� �F ���� F ����� � �� � F � ����� ��� ��� � � � � �

OTKUDA

��
d�

�� � F � ����� ��� ��� � � � �
� d�� ����

GDE TO�KAMI OBOZNA�ENY �LENY BOLEE WYSOKOGO PORQDKA OTNOSITELXNO
��� ����

iZ TREBOWANIQ � DLQ FUNKCII f� SLEDUET� �TO

F � ���� 
 � �
�

f� ���
�

iZ URAWNENIQ ���� NAHODIM PORQDOK ROSTA � PRI � 	 �
	

� � Aek� � ��� ����

GDE A I k 
 �
 NEKOTORYE POSTOQNNYE�
iZ ���� SLEDUET� �TO

lim
t���

t� ��� ���t� � ���� �� � lim
t���

t�A�e
�k ��t����� � �� �������

sOWER�IW W FORMULE ����� PREDELXNYJ PEREHOD PRI t�	
 I PRINIMAQ
WO WNIMANIE ������ I �������� POLU�AEM

�� � � �

f� ���

f� ���Z
�

� ��� d�� ����

tEM SAMYM PROFILI WOLNY f$u� $vg OPREDELENY POLNOSTX��
oSOBYJ INTERES PREDSTAWLQET SLU�AJ IZOTERMY lENGM�RA� nAJ�

DEM ASIMPTOTI�ESKOE RE�ENIE DLQ PROCESSA SORBCII GAZA� POD�INQ��
�EGOSQ IZOTERME lENGM�RA�

uRAWNENIE ���� PRIMET WID

��
d�

�� � �

�� p�

� d�� ����



��� priloveniq k glawe II

GDE � � ��f���� � � � p
 SKOROSTX WOLNY� iZ ���� NAHODIM

� � �� � � ����

GDE

� ��� � �

Z
��� p�� d�

�� �� ��� p��
�A �

�
�

� � �

�
�

�
ln�� � �� p���� ln�

�
�A�

o�EWIDNO� �TO KOGDA � MENQETSQ OT � DO f� ���� TO � ��� MENQETSQ OT

rIS� ��

�
 DO �
� wYBEREM A TAK� �TOBY

�� �
�

�
f� ����

T� E� �TOBY

� ���� � � PRI �� �
�

�
f� ��� �

�

�

�

� � p
�

pRI �TOM USLOWII

A � � �

� � �

�
�

�
ln

�
�

�
p

�
� ln

�
�

�

�

� � p

��



VI� fizi�eskie analogii ���

I

� ��� �
�

� � �

�
�

�
ln � ��� ��� � ln � �� � p��

�
�

zNA�ENIE �� OPREDELQETSQ FORMULOJ

�� � � �

f� ���

f� ���Z
�

� ��� d� � ln �� �

I NE ZAWISIT OT p � u��y� T� E� OT PODAWAEMOJ KONCENTRACII�
iSKOMOE ASIMPTOTI�ESKOE RE�ENIE IMEET WID

$v �x� t� � ����x � �t� ����

$u �x� t� � �����x� �t� ����
����

GDE ��� ���
 OBRATNAQ DLQ � ��� FUNKCIQ�
nA RIS� �� PRIWEDENY REZULXTATY �ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ

URAWNENIJ ���� DLQ IZOTERMY lENGM�RA METODOM KONE�NYH RAZNOSTEJ�
�TI GRAFIKI DANY DLQ ZNA�ENIJ � � t � t� � ��� pRI t � t� REZULX�
TATY �ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ SOWPADA�T S ASIMPTOTI�ESKIM RE�
�ENIEM S TO�NOSTX� DO �%� dLQ ZNA�ENIJ t 
 t� MOVNO POLXZOWATXSQ
ASIMPTOTI�ESKIMI FORMULAMI�

VI� fIZI�ESKIE ANALOGII

pRI RASSMOTRENII QWLENIJ W RAZLI�NYH OBLASTQH FIZIKI MY �A�
STO OBNARUVIWAEM OB�IE �ERTY W �TIH QWLENIQH� �TO PRIWODIT K TOMU�
�TO PRI MATEMATI�ESKOJ FORMULIROWKE ZADA�I MY POLU�AEM ODNI I TE
VE URAWNENIQ� OPISYWA��IE RAZLI�NYE FIZI�ESKIE QWLENIQ� pROSTEJ�
�IM PRIMEROM MOVET SLUVITX URAWNENIE

a
d�x

dt�
� bx � ��

OPISYWA��EE RAZLI�NYE KOLEBATELXNYE PROCESSY PROSTEJ�IH SISTEM	
MATEMATI�ESKIJ MAQTNIK� KOLEBANIE GRUZA POD DEJSTWIEM SILY UPRU�
GOSTI PRUVINY� �LEKTRI�ESKIE KOLEBANIQ W PROSTOM KONTURE S INDUK�
TIWNOSTX� I EMKOSTX� I T� D� oB�NOSTX URAWNENIJ DLQ RAZLI�NYH
FIZI�ESKIH PROCESSOW POZWOLQET NA OSNOWANII IZU�ENIQ SWOJSTW OD�
NOGO QWLENIQ DELATX ZAKL��ENIE O SWOJSTWAH DRUGOGO� MENEE IZU�EN�
NOGO QWLENIQ� tAK� IZU�ENIE RAZLI�NYH AKUSTI�ESKIH QWLENIJ MOVET
BYTX ZNA�ITELXNO OBLEG�ENO PREDWARITELXNYM RASSMOTRENIEM PODOB�
NYH �LEKTRI�ESKIH SHEM�

rASPROSTRANENIE �LEKTRI�ESKIH KOLEBANIJ W SISTEMAH S RASPRE�
DELENNYMI POSTOQNNYMI OPISYWAETSQ� KAK IZWESTNO� TELEGRAFNYMI



��� priloveniq k glawe II

URAWNENIQMI

� I

x
� C

V

t
�GV�

� V

x
� L

I

t
�RI�

��������� ���

GDE C� G� L� R
RASPREDELENNYE EMKOSTX� UTE�KA� INDUKTIWNOSTX
I SOPROTIWLENIE SISTEMY� eSLI MOVNO PRENEBRE�X SOPROTIWLENIEM I
UTE�KOJ TOKA� TO DLQ V I I POLU�A�TSQ OBY�NYE WOLNOWYE URAWNENIQ

�V

x�
� LC

�V

t�
� ��

�I

x�
� LC

�I

t�
� ��

A URAWNENIQ ��� PRINIMA�T WID

� I

x
� C

V

t
�

� V

x
� L

I

t
�

��������� ���

pRI RE�ENII ZADA�I O RASPROSTRANENII ZWUKA W ODNOM NAPRAWLENII�
NAPRIMER PRI IZU�ENII DWIVENIQ WOZDUHA W TRUBAH� MY PRIHODIM K
URAWNENIQM

� p

x
� �

v

t
�

� v

x
�

�

�

p

t
�

��������� ���

GDE v
 SKOROSTX KOLEBL��IHSQ �ASTIC� �
PLOTNOSTX� p
 DAWLENIE�
A � � p��
KO�FFICIENT UPRUGOSTI WOZDUHA�

pODOBIE URAWNENIJ ��� I ��� POZWOLQET USTANOWITX SOOTWETSTWIE
MEVDU AKUSTI�ESKIMI I �LEKTRI�ESKIMI WELI�INAMI� rAZNOSTI PO�
TENCIALOW SOOTWETSTWUET DAWLENIE� TOKU
 SKOROSTX SME�ENIQ �ASTIC�
iNDUKTIWNOSTI �LEKTRI�ESKOJ CEPI SOOTWETSTWUET PLOTNOSTX� OPREDE�
LQ��AQ INERCIONNYE SWOJSTWA GAZA� A EMKOSTI �LEKTRI�ESKOJ CEPI SO�
OTWETSTWUET ��� � T� E� OBRATNAQ WELI�INA KO�FFICIENTA UPRUGOSTI�
�TO VE SOOTWETSTWIE MOVNO USTANOWITX I IZ WYRAVENIJ KINETI�ESKOJ
I POTENCIALXNOJ �NERGIJ DLQ �LEKTRI�ESKOJ I AKUSTI�ESKOJ SISTEM�

wOZWRA�AQSX K URAWNENIQM ���� MY MOVEM WWESTI AKUSTI�ESKIE
ANALOGI SOPROTIWLENIQ I UTE�KI� wELI�INU AKUSTI�ESKOGO SOPROTI�
WLENIQ PRIHODITSQ U�ITYWATX W TEH SLU�AQH� KOGDA PRI RASSMOTRENII



VI� fizi�eskie analogii ���

DWIVENIQ GAZA OKAZYWAETSQ SU�ESTWENNYM TRENIE GAZA O STENKI SOSU�
DA� pO ANALOGII S �LEKTRI�ESKIM SOPROTIWLENIEM� KOTOROE OPREDELQ�
ETSQ KAK OTNO�ENIE NAPRQVENIQ K TOKU� MOVNO WWESTI I AKUSTI�ESKOE
SOPROTIWLENIE� OPREDELQEMOE OTNO�ENIEM DAWLENIQ K TOKU W SREDE� KO�
TORYJ PROPORCIONALEN SKOROSTI SME�ENIQ �ASTIC GAZA� RA � p�uv� w
TEH SLU�AQH� KOGDA RASSMATRIWAETSQ DWIVENIE GAZA W PORISTOJ SREDE�
PRIHODITSQ WWODITX WELI�INU� ANALOGI�NU� UTE�KE W �LEKTRI�ESKIH
CEPQH� �TA WELI�INA� OBOZNA�AEMAQ �EREZ P � NAZYWAETSQ PORISTOSTX�
I OPREDELQETSQ �ASTX� OB�EMA MATERIALA� KOTORAQ OKAZYWAETSQ ZAPOL�
NENNOJ WOZDUHOM�

mEHANI�ESKIM ANALOGOM TELEGRAFNOGO URAWNENIQ QWLQETSQ URAWNE�
NIE PRODOLXNYH KOLEBANIJ STERVNQ� KOTOROE PODOBNO URAWNENIQM ���
MOVET BYTX ZAPISANO W WIDE

� v

x
�

�

k

T

t
� � T

x
� �

v

t
�

GDE T 
 NATQVENIE STERVNQ� v
 SKOROSTX KOLEBL��IHSQ TO�EK� �

PLOTNOSTX I k
 KO�FFICIENT UPRUGOSTI STERVNQ�

sRAWNIWAQ �TO URAWNENIE S URAWNENIEM ���� MY MOVEM USTANOWITX
PODOBIE MEVDU MEHANI�ESKIMI I �LEKTRI�ESKIMI WELI�INAMI� tAK�
USTANOWIW SOOTWETSTWIE MEVDU �LEKTRI�ESKIM NAPRQVENIEM I NATQ�
VENIEM STRUNY� TOKOM I SKOROSTX� DWIVENIQ �ASTIC� MY POLU�IM�
�TO OBRATNAQ WELI�INA KO�FFICIENTA UPRUGOSTI SOOTWETSTWUET EMKO�
STI� A PLOTNOSTX
 INDUKTIWNOSTI�

tAKIM OBRAZOM� RASSMOTRENIE PODOBNYH DINAMI�ESKIH ZADA� PRI�
WODIT K USTANOWLENI� SOOTWETSTWIQ MEVDU RQDOM �LEKTRI�ESKIH� AKU�
STI�ESKIH I MEHANI�ESKIH WELI�IN� �TO SOOTWETSTWIE MOVNO ILL��
STRIROWATX SLEDU��EJ TABLICEJ ��	

�LEKTRI�ESKAQ SISTEMA aKUSTI�ESKAQ SISTEMA mEHANI�ESKAQ SISTEMA

nAPRQVENIE V dAWLENIE p nATQVENIE �SILA� T

tOK I sKOROSTX �ASTIC v sKOROSTX SME�ENIQ  x

zARQD e sME�ENIE u sME�ENIE x

iNDUKTIWNOSTX L
iNERTNOSTX
�PLOTNOSTX� � pLOTNOSTX MASSY �m

eMKOSTX C aKUSTI�ESKAQ
EMKOSTX

CA �
�

�
mQGKOSTX CM �

�

k

sOPROTIWLENIE R
aKUSTI�ESKOE
SOPROTIWLENIE RA

mEHANI�ESKOE
SOPROTIWLENIE RM

�� sM�� NAPRIMER� oLX S O N g� dINAMI�ESKIE ANALOGII� M�� ��
�



��� priloveniq k glawe II

rAZWITYE WY�E SOOBRAVENIQ POZWOLQ�T W RQDE AKUSTI�ESKIH ZA�
DA� POLU�ITX NEKOTORYE SWEDENIQ O HARAKTERE QWLENIJ DO RE�ENIQ
ZADA�I�

tAK� ZADA�A O DWIVENII WOZDUHA W PORAH DLQ PROSTYH GARMONI�E�

SKIH WOLN PRIWODIT K URAWNENIQM ��

� i��mu� ru � � gradp�

�p� i
�P�

�a�
�r � i��m� p � ��

GDE u
 OB�EMNAQ SKOROSTX WOZDUHA �EREZ PORY� p
 DAWLENIE� �

PLOTNOSTX� �m
 �FFEKTIWNAQ PLOTNOSTX WOZDUHA W PORAH� KOTORAQ MO�
VET BYTX BOLX�E �� TAK KAK W PORAH WMESTE S WOZDUHOM MOGUT KOLEBATX�
SQ I �ASTICY WE�ESTWA� P 
 PORISTOSTX� a I �
 SKOROSTX I �ASTOTA
ZWUKA� r
 SOPROTIWLENIE POTOKU� KOTOROE HARAKTERIZUET PADENIE DA�
WLENIQ W MATERIALE� pOLOVIW r � RA� �m � LA� �P���a

�� � CA� MY
POLU�IM NA�I URAWNENIQ W WIDE

LA
u

t
�RA u � � gradp�

CALA
�p

t�
� CARA

p

t
� �p�

�TI URAWNENIQ WPOLNE PODOBNY URAWNENIQM RASPROSTRANENIQ �LEKTRI�
�ESKIH KOLEBANIJ W LINII� pO�TOMU MY PO ANALOGII S WOLNOWYM SO�
PROTIWLENIEM LINII

Z �

r
R� i�L

G� i�C
MOVEM SRAZU NAPISATX WYRAVENIE DLQ SOPROTIWLENIQ� NAZYWAEMOGO HA�
RAKTERISTI�ESKIM IMPEDANSOM PORISTOGO MATERIALA	

Z � a
p
�

s
�m � ir��

�P
�

S�ITAQ PRI �TOM G � �� wYRAVENIE HARAKTERISTI�ESKOGO IMPEDANSA
UKAZYWAET NA ZATUHANIE WOLN� RASPROSTRANQ��IHSQ W PORISTOM MATE�
RIALE�

uSTANOWLENNAQ ANALOGIQ MEVDU �LEKTRI�ESKIMI I AKUSTI�ESKI�
MI QWLENIQMI POZWOLQET ZAMENITX IZU�ENIE RQDA AKUSTI�ESKIH ZADA�
RASSMOTRENIEM �KWIWALENTNYH �LEKTRI�ESKIH SHEM�

mETOD PODOBIQ W POSLEDNEE WREMQ NA�EL BOLX�OE PRIMENENIE W
MODELIRU��IH S�ETNO�RE�A��IH USTROJSTWAH� W KOTORYH DLQ RE�E�
NIQ URAWNENIQ� SOOTWETSTWU��EGO KAKOMU�LIBO FIZI�ESKOMU PROCESSU�
STROITSQ �KWIWALENTNAQ �LEKTRI�ESKAQ SHEMA�

�� sM�� fURDU E W w� w� �LEKTROAKUSTIKA� M�� l�� ����



glawa III

urawneniq paraboli�eskogo tipa

uRAWNENIQ S �ASTNYMI PROIZWODNYMI ��GO PORQDKA PARABOLI�E�
SKOGO TIPA NAIBOLEE �ASTO WSTRE�A�TSQ PRI IZU�ENII PROCESSOW TE�
PLOPROWODNOSTI I DIFFUZII� pROSTEJ�EE URAWNENIE PARABOLI�ESKOGO
TIPA

uxx � uy � � �y � a�t�

OBY�NO NAZYWA�T U R A WN E N I EM T E P L OP R O W OD N O STI�

xxxxxxxxx �� pROSTEJ�IE ZADA�I� PRIWODQ�IE K URAWNENIQM
PARABOLI�ESKOGO TIPA� pOSTANOWKA KRAEWYH ZADA�

�� lINEJNAQ ZADA�A O RASPROSTRANENII TEPLA� rASSMOTRIM
ODNORODNYJ STERVENX DLINY l� TEPLOIZOLIROWANNYJ S BOKOW I DOSTA�
TO�NO TONKIJ� �TOBY W L�BOJ MOMENT WREMENI TEMPERATURU WO WSEH TO��
KAH POPERE�NOGO SE�ENIQ MOVNO BYLO S�ITATX ODINAKOWOJ� eSLI KONCY

rIS� ��

STERVNQ PODDERVIWATX PRI POSTO�
QNNYH TEMPERATURAH u� I u�� TO�
KAK HORO�O IZWESTNO� WDOLX STERV�
NQ USTANAWLIWAETSQ LINEJNOE RAS�
PREDELENIE TEMPERATURY �RIS� ���

u �x� � u� �
u� � u�

l
x� ���

pRI �TOM OT BOLEE NAGRETOGO K ME�
NEE NAGRETOMU KONCU STERVNQ BU�
DET PERETEKATX TEPLO� kOLI�ESTWO
TEPLA� PROTEKA��EE �EREZ SE�ENIE STERVNQ PLO�ADI S ZA EDINICU
WREMENI� DAETSQ �KSPERIMENTALXNOJ FORMULOJ

Q � �k u� � u�
l

S � �k u
x

S� ���

GDE k
 KO�FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI� ZAWISQ�IJ OT MATERIALA
STERVNQ�



��� urawneniq paraboli�eskogo tipa �gl� III

wELI�INA TEPLOWOGO POTOKA S�ITAETSQ POLOVITELXNOJ� ESLI TEPLO
TE�ET W STORONU WOZRASTANIQ x�

rASSMOTRIM PROCESS RASPROSTRANENIQ TEPLA W STERVNE� �TOT PRO�
CESS MOVET BYTX OPISAN FUNKCIEJ u �x� t�� PREDSTAWLQ��EJ TEMPERA�
TURU W SE�ENII x W MOMENT WREMENI t� nAJDEM URAWNENIE� KOTOROMU
DOLVNA UDOWLETWORQTX FUNKCIQ u �x� t�� dLQ �TOGO SFORMULIRUEM FI�
ZI�ESKIE ZAKONOMERNOSTI� OPREDELQ��IE PROCESSY� SWQZANNYE S RAS�
PROSTRANENIEM TEPLA�

�� z AK ON fUR X E� eSLI TEMPERATURA TELA NERAWNOMERNA� TO W NEM
WOZNIKA�T TEPLOWYE POTOKI� NAPRAWLENNYE IZ MEST S BOLEE WYSOKOJ
TEMPERATUROJ W MESTA S BOLEE NIZKOJ TEMPERATUROJ�

kOLI�ESTWO TEPLA� PROTEKA��EE �EREZ SE�ENIE x ZA PROMEVUTOK
WREMENI �t� t� dt�� RAWNO

dQ � qS dt� ���

GDE

q � �k �x� u
x

���


 PLOTNOSTX TEPLOWOGO POTOKA� RAWNAQ KOLI�ESTWU TEPLA� PROHODQ�EGO
ZA EDINICU WREMENI �EREZ PLO�ADX W � SM�� �TOT ZAKON PREDSTAWLQ�
ET OBOB�ENIE FORMULY ���� eMU MOVNO TAKVE PRIDATX INTEGRALXNU�
FORMU	

Q � �S
t�Z
t�

k
u

x
�x� t� dt� ���

GDE Q
 KOLI�ESTWO TEPLA� PROTEKA��EE ZA PROMEVUTOK WREMENI
�t�� t�� �EREZ SE�ENIE x� eSLI STERVENX NEODNORODEN� TO k QWLQET�
SQ FUNKCIEJ x�

�� kOLI�ESTWO TEPLA� KOTOROE NEOBHODIMO SOOB�ITX ODNORODNOMU
TELU� �TOBY POWYSITX EGO TEMPERATURU NA �u� RAWNO

Q � cm�u � c�V �u� ���

GDE c
 UDELXNAQ TEPLOEMKOSTX� m
MASSA TELA� �
 EGO PLOTNOSTX�
V 
 OB�EM�

eSLI IZMENENIE TEMPERATURY IMEET RAZLI�NU� WELI�INU NA RAZ�
NYH U�ASTKAH STERVNQ ILI ESLI STERVENX NEODNORODEN� TO

Q �

x�Z
x�

c�S�u �x� dx� ���

�� wNUTRI STERVNQ MOVET WOZNIKATX ILI POGLO�ATXSQ TEPLO �NA�
PRIMER� PRI PROHOVDENII TOKA� WSLEDSTWIE HIMI�ESKIH REAKCIJ I
T� D��� wYDELENIE TEPLA MOVET BYTX OHARAKTERIZOWANO OB�EMNOJ PLOT�



x �� prostej	ie zada�i ���

NOSTX� TEPLOWYH ISTO�NIKOW F �x� t� W TO�KE x W MOMENT t ��� w RE�
ZULXTATE DEJSTWIQ �TIH ISTO�NIKOW NA U�ASTKE STERVNQ �x� x� dx� ZA
PROMEVUTOK WREMENI �t� t� dt� WYDELITSQ KOLI�ESTWO TEPLA

dQ � SF �x� t� dx dt� ���

ILI� W INTEGRALXNOJ FORME�

Q � S

t�Z
t�

x�Z
x�

F �t� x� dx dt� ���

GDEQ
 KOLI�ESTWO TEPLA� WYDELQ��EGOSQ NA U�ASTKE STERVNQ �x�� x��
ZA PROMEVUTOK WREMENI �t�� t���

uRAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI POLU�AETSQ PRI PODS�ETE BALANSA TE�
PLA NA NEKOTOROM OTREZKE �x�� x�� ZA NEKOTORYJ PROMEVUTOK WREMENI
�t�� t��� pRIMENQQ ZAKON SOHRANENIQ �NERGII I POLXZUQSX FORMULAMI
���� ��� I ���� MOVNO NAPISATX RAWENSTWO

t�Z
t�

	
k
u

x
�x� ��

����
x�x�

� k
u

x
�x� ��

����
x�x�



d� �

x�Z
x�

t�Z
t�

F ��� �� d� d� �

�

x�Z
x�

c� �u ��� t��� u ��� t��� d�� ����

KOTOROE I PREDSTAWLQET URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI W INTEGRALXNOJ
FORME�

	TOBY POLU�ITX URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI W DIFFERENCIALX�
NOJ FORME� PREDPOLOVIM� �TO FUNKCIQ u �x� t� IMEET NEPRERYWNYE

PROIZWODNYE uxx I ut
���

pOLXZUQSX TEOREMOJ O SREDNEM� POLU�AEM RAWENSTWO	
k
u

x
�x� ��

����
x�x�

� k
u

x
�x� ��

����
x�x�



��t	

�t� F �x
� t
��x�t �

�

�
c� �u ��� t��� u ��� t���

�
��x	

�x� ����

�� eSLI� NAPRIMER� TEPLO WYDELQETSQ W REZULXTATE PROHOVDENIQ �LEKTRI�
�ESKOGO TOKA SILY I PO STERVN�� SOPROTIWLENIE KOTOROGO NA EDINICU DLINY
RAWNO R� TO F � I�R�S�

�� tREBUQ DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCII u �x� t�� MY� WOOB�E GOWORQ� MO�
VEM POTERQTX RQD WOZMOVNYH RE�ENIJ� UDOWLETWORQ��IH INTEGRALXNOMU
URAWNENI�� NO NE UDOWLETWORQ��IH DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI��oDNAKO
W SLU�AE URAWNENIJ TEPLOPROWODNOSTI� TREBUQ DIFFERENCIRUEMOSTI RE�E�
NIQ� MY FAKTI�ESKI NE TERQEM WOZMOVNYH RE�ENIJ� TAK KAK MOVNO DOKAZATX�
�TO ESLI FUNKCIQ UDOWLETWORQET URAWNENI� ����� TO ONA OBQZATELXNO DOLVNA
BYTX DIFFERENCIRUEMOJ�
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KOTOROE PRI POMO�I TEOREMY O KONE�NYH PRIRA�ENIQH MOVNO PRE�
OBRAZOWATX K WIDU



x

�
k
u

x
�x� t�

�
x�x

t�t	

�x�t� F �x
� t
��x�t �

�
c�

u

t
�x� t�

�
x�x	
t�t


�x�t�

����
GDE t�� t
� t I x�� x
� x 
 PROMEVUTO�NYE TO�KI INTERWALOW �t�� t��
I �x�� x���

oTS�DA POSLE SOKRA�ENIQ NA PROIZWEDENIE �x�t NAHODIM



x

�
k
u

x

� ����x�x

t�t	

� F �x� t�

����x�x�
t�t�

� c�
u

t

���� t�t

x�x	

� ����

wSE �TI RASSUVDENIQ OTNOSQTSQ K PROIZWOLXNYM PROMEVUTKAM �x�� x��
I �t�� t��� pEREHODQ K PREDELU PRI x�� x� 	 x I t�� t� 	 t� POLU�IM
URAWNENIE



x

�
k
u

x

�
� F �x� t� � c�

u

t
� ����

NAZYWAEMOE U R A WN E N I EM T E P L OP R O W OD N O STI�
rASSMOTRIM NEKOTORYE �ASTNYE SLU�AI�
�� eSLI STERVENX ODNORODEN� TO k� c� � MOVNO S�ITATX POSTOQN�

NYMI I URAWNENIE ���� OBY�NO ZAPISYWA�T W WIDE

ut � a�uxx � f �x� t��

a� �
k

c�
� f �x� t� �

F �x� t�

c�
�

GDE a�
 POSTOQNNAQ� NAZYWAEMAQ K O �FFIC I EN TOM T EM P E R A TU�
R OP R O W OD N O S TI� eSLI ISTO�NIKI OTSUTSTWU�T� T� E� F �x� t� � ��
TO URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI PRINIMAET PROSTOJ WID

ut � a�uxx� �����
�� pLOTNOSTX TEPLOWYH ISTO�NIKOW MOVET ZAWISETX OT TEMPERA�

TURY� w SLU�AE TEPLOOBMENA S OKRUVA��EJ SREDOJ� POD�INQ��EGOSQ

Z A K ON U n X�TON A� KOLI�ESTWO TEPLA� TERQEMOGO STERVNEM ��� RAS�
S�ITANNOE NA EDINICU DLINY I WREMENI� RAWNO

F� � h �u� ���

GDE � �x� t�
TEMPERATURA OKRUVA��EJ SREDY� h
 K O �FFIC I E N T
T EP L O O BM EN A� tAKIM OBRAZOM� PLOTNOSTX TEPLOWYH ISTO�NIKOW W
TO�KE x W MOMENT t RAWNA

F � F� �x� t�� h �u� ���

�� pOSKOLXKU W NA�EM PRIBLIVENII NE U�ITYWAETSQ RASPREDELENIE TEM�
PERATURY PO SE�ENI�� TO DEJSTWIE POWERHNOSTNYH ISTO�NIKOW �KWIWALENTNO
DEJSTWI� OB�EMNYH ISTO�NIKOW TEPLA�



x �� prostej	ie zada�i ���

GDE F� �x� t�
 PLOTNOSTX DRUGIH ISTO�NIKOW TEPLA�
eSLI STERVENX ODNORODEN� TO URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI S BOKO�

WYM TEPLOOBMENOM IMEET SLEDU��IJ WID	

ut � a�uxx � �u� f �x� t�� ����

GDE � �
h

c�
� f �x� t� � � � �x� t� �

F� �x� t�

c�

 IZWESTNAQ FUNKCIQ�

�� kO�FFICIENTY k I c� KAK PRAWILO� QWLQ�TSQ MEDLENNO MENQ��
�IMISQ FUNKCIQMI TEMPERATURY� pO�TOMU SDELANNOE WY�E PREDPOLO�
VENIE O POSTOQNSTWE �TIH KO�FFICIENTOW WOZMOVNO LI�X PRI USLOWII
RASSMOTRENIQ NEBOLX�IH INTERWALOW IZMENENIQ TEMPERATURY� iZU�E�
NIE TEMPERATURNYH PROCESSOW W BOLX�OM INTERWALE IZMENENIQ TEMPE�
RATUR PRIWODIT K KWAZILINEJNOMU URAWNENI� TEPLOPROWODNOSTI� KO�
TOROE DLQ NEODNORODNOJ SREDY ZAPI�ETSQ W WIDE



x

�
k �u� x�

u

x

�
� F �x� t� � C �u� x� � �u� x�

u

t

�SM� pRILOVENIE III��
�� uRAWNENIE DIFFUZII� eSLI SREDA NERAWNOMERNO ZAPOLNENA

GAZOM� TO IMEET MESTO DIFFUZIQ EGO IZ MEST S BOLEE WYSOKOJ KONCENTRA�
CIEJ W MESTA S MENX�EJ KONCENTRACIEJ� �TO VE QWLENIE IMEET MESTO
I W RASTWORAH� ESLI KONCENTRACIQ RASTWORENNOGO WE�ESTWA W OB�EME
NEPOSTOQNNA�

rASSMOTRIM PROCESS DIFFUZII W POLOJ TRUBKE ILI W TRUBKE� ZAPOL�
NENNOJ PORISTOJ SREDOJ� PREDPOLAGAQ� �TO WO WSQKIJ MOMENT WREMENI
KONCENTRACIQ GAZA �RASTWORA� PO SE�ENI� TRUBKI ODINAKOWA� tOGDA
PROCESS DIFFUZII MOVET BYTX OPISAN FUNKCIEJ u �x� t�� PREDSTAWLQ�
��EJ KO NC E N TR AC I� W SE�ENII x W MOMENT WREMENI t�

sOGLASNO Z A K ON U n E R N ST A MASSA GAZA� PROTEKA��AQ �EREZ SE�
�ENIE x ZA PROMEVUTOK WREMENI �t� t��t�� RAWNA

dQ � �D u

x
�x� t�S dt � WS dt�

W � �D u

x
� ����

GDE D 
 KO�FFICIENT DIFFUZII� S 
 PLO�ADX SE�ENIQ TRUBKI�
W �x� t� 
 PLOTNOSTX DIFFUZIONNOGO POTOKA� RAWNAQ MASSE GAZA� PRO�
TEKA��EGO ZA EDINICU WREMENI �EREZ EDINICU PLO�ADI�

pO OPREDELENI� KONCENTRACII� KOLI�ESTWO GAZA W OB�EME V RAWNO

Q � uV �

OTS�DA POLU�AEM� �TO IZMENENIE MASSY GAZA NA U�ASTKE TRUBKI
�x�� x�� PRI IZMENENII KONCENTRACII NA �u RAWNO

�Q �

x�Z
x�

c �x��u � S dx�

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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GDE c �x�
K O �FF ICI E N T P OR I S T O S TI ���
sOSTAWIM URAWNENIE BALANSA MASSY GAZA NA U�ASTKE �x�� x�� ZA

PROMEVUTOK WREMENI �t�� t��	

S

t�Z
t�

�
D �x��

u

x
�x�� ���D �x��

u

x
�x�� ��

�
d� �

� S

x�Z
x�

c ��� �u ��� t��� u ��� t��� d��

oTS�DA �SR� S P� �� POLU�IM URAWNENIE



x

�
D
u

x

�
� c

u

t
� ����

QWLQ��EESQ U R A WN E N I EM D IFFU Z I I� oNO WPOLNE ANALOGI�NO
URAWNENI� TEPLOPROWODNOSTI� pRI WYWODE �TOGO URAWNENIQ MY S�I�
TALI� �TO W TRUBKE NET ISTO�NIKOW WE�ESTWA I DIFFUZIQ �EREZ STENKI
TRUBKI OTSUTSTWUET� u�ET �TIH QWLENIJ PRIWODIT K URAWNENIQM� SHOD�
NYM S URAWNENIQMI ���� I ���� �SM� GL� VI� x �� P� ���

eSLI KO�FFICIENT DIFFUZII POSTOQNEN� TO URAWNENIE DIFFUZII
PRINIMAET WID

ut � a�uxx�

GDE a� � D�c�
eSLI KO�FFICIENT PORISTOSTI c � �� A KO�FFICIENT DIFFUZII

POSTOQNEN� TO URAWNENIE DIFFUZII IMEET WID

ut � Duxx�

�� rASPROSTRANENIE TEPLA W PROSTRANSTWE� pROCESS RASPRO�
STRANENIQ TEPLA W PROSTRANSTWE MOVET BYTX OHARAKTERIZOWAN TEMPE�
RATUROJ u �x� y� z� t�� QWLQ��EJSQ FUNKCIEJ x� y� z I t�

eSLI TEMPERATURA NEPOSTOQNNA� TO WOZNIKA�T TEPLOWYE POTOKI�
NAPRAWLENNYE OT MEST S BOLEE WYSOKOJ TEMPERATUROJ K MESTAM S BOLEE
NIZKOJ TEMPERATUROJ�

pUSTX d� 
 NEKOTORAQ PLO�ADKA W TO�KE P ��� �� �� S NORMALX� n�
kOLI�ESTWO TEPLA� PROTEKA��EE �EREZ d� W EDINICU WREMENI� SOGLAS�
NO ZAKONU fURXE RAWNO

Wn d� � �Wn�d� � �k u
n

d��

�� kO�FFICIENTOM PORISTOSTI NAZYWAETSQ OTNO�ENIE OB�EMA POR K POL�
NOMU OB�EMU V�� RAWNOMU W NA�EM SLU�AE S dx�



x �� prostej	ie zada�i ���

GDE k
 KO�FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI�
u

n

 PROIZWODNAQ PO NAPRA�

WLENI� NORMALI n K d�� RAWNAQ

u

n
�

u

x
cos�n� x� �

u

y
cos�n� y� �

u

z
cos�n� z� � �gradu� n��

zAKON fURXE �ASTO ZAPISYWA�T W FORME

W � �k gradu�
GDE W
 WEKTOR PLOTNOSTI TEPLOWOGO POTOKA�

eSLI SREDA IZOTROPNAQ� TO k ESTX SKALQR� w SLU�AE ANIZOTROP�
NOJ SREDY k ESTX TENZOR� A WEKTOR TEPLOWOGO POTOKA W PREDSTAWLQET
SOBOJ PROIZWEDENIE TENZORA k NA WEKTOR � gradu� mY BUDEM RASSMA�
TRIWATX TOLXKO IZOTROPNYE SREDY�

pEREJDEM K WYWODU URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI W PROSTRANSTWE�
rASSMOTRIM NEKOTORYJ OB�EM V � OGRANI�ENNYJ POWERHNOSTX� S�

uRAWNENIE BALANSA TEPLA DLQ OB�EMA V ZA WREMQ �t � t� � t� IMEET
WIDZZZ
V

c� �u �P� t��� u �P� t��� dVP �

� �
t�Z
t�

dt

Z Z
S

Wn d� �

t�Z
t�

dt

��ZZZ
V

F �P� t� dVP

�A � ����

GDE P � P ��� �� ��
TO�KA INTEGRIROWANIQ� dVP � d� d� d�
 �LEMENT
OB�EMA� c�
TEPLOEMKOSTX EDINICY OB�EMA� Wn
 NORMALXNAQ SOSTA�
WLQ��AQ PLOTNOSTI TEPLOWOGO POTOKA� �TO URAWNENIE WYRAVAET ZAKON
SOHRANENIQ TEPLA W OB�EME V ZA WREMQ �t	 IZMENENIE KOLI�ESTWA TE�
PLA W OB�EME V ZA WREMQ �t � t� � t� �LEWAQ �ASTX W ����� OBUSLOWLE�
NO POTOKOM TEPLA �EREZ GRANI�NU� POWERHNOSTX S �PERWOE SLAGAEMOE
W PRAWOJ �ASTI RAWENSTWA ������ A TAKVE KOLI�ESTWOM TEPLA� WYDE�
LIW�IMSQ W OB�EME V ZA WREMQ �t W REZULXTATE DEJSTWIQ TEPLOWYH
ISTO�NIKOW�

	TOBY PEREJTI OT INTEGRALXNOGO URAWNENIQ BALANSA K DIF�
FERENCIALXNOMU URAWNENI�� PREDPOLOVIM� �TO FUNKCIQ u �M� t� �
� u �x� y� z� t� DWAVDY DIFFERENCIRUEMA PO x� y� z I ODIN RAZ PO
t I �TO �TI PROIZWODNYE NEPRERYWNY W RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI� tO�
GDA MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ oSTROGRADSKOGO
gAUSSAZ Z

S

Wn d� �

ZZZ
V

divW dV

���
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I PREOBRAZOWATX URAWNENIE BALANSA K WIDUZZZ
V

c� �u �P� t��� u �P� t��� dVP �

� �
t�Z
t�

ZZZ
V

divW dVP dt�

t�Z
t�

ZZZ
V

F �P� t� dVP dt�

�bUDEM PREDPOLAGATX F �P� t� NEPRERYWNOJ FUNKCIEJ SWOIH ARGUMEN�
TOW��

pRIMENQQ TEOREMU O SREDNEM I TEOREMU O KONE�NYH PRIRA�ENIQH
DLQ FUNKCIJ MNOGIH PEREMENNYH� POLU�AEM

c�
u

t

���� t�t	
P�P�

�t � V � � divW

���� t�t�
P�P�

�t � V � F

���� t�t

P�P	

�t � V�

GDE t�� t
� t
 PROMEVUTO�NYE TO�KI NA INTERWALE �t� A P�� P�� P�

TO�KI W OB�EME V � fIKSIRUEM NEKOTORU� TO�KU M �x� y� z� WNUTRI
V I BUDEM STQGIWATX V W �TU TO�KU� A �t USTREMLQTX K NUL�� pOSLE
SOKRA�ENIQ NA �t V I UKAZANNOGO PREDELXNOGO PEREHODA POLU�IM

c�
u

t
�x� y� z� t� � � divW �x� y� z� t� � F �x� y� z� t��

zAMENQQ W PO FORMULE W � �k gradu� POLU�IM DIFFERENCIALXNOE
URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI

c�ut � div�k gradu� � F�

ILI

c�ut �


x

�
k
u

x

�
�



y

�
k
u

y

�
�



z

�
k
u

z

�
� F�

eSLI SREDA ODNORODNA� TO �TO URAWNENIE OBY�NO ZAPISYWA�T W WIDE

ut � a� �uxx � uyy � uzz� �
F

c�
�

GDE a� � k�c�
 KO�FFICIENT TEMPERATUROPROWODNOSTI� ILI

ut � a��u� f

�
f �

F

c�

�
�

GDE � �
�

x�
�

�

y�
�

�

z�

 OPERATOR lAPLASA�

�� pOSTANOWKA KRAEWYH ZADA�� dLQ WYDELENIQ EDINSTWENNOGO
RE�ENIQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI NEOBHODIMO K URAWNENI� PRISO�
EDINITX NA�ALXNYE I GRANI�NYE USLOWIQ�



x �� prostej	ie zada�i ���

nA�ALXNOE USLOWIE W OTLI�IE OT URAWNENIQ GIPERBOLI�ESKOGO TI�
PA SOSTOIT LI�X W ZADANII ZNA�ENIJ FUNKCII u �x� t� W NA�ALXNYJ
MOMENT t��

gRANI�NYE USLOWIQ MOGUT BYTX RAZLI�NY W ZAWISIMOSTI OT TEM�
PERATURNOGO REVIMA NA GRANICAH� rASSMATRIWA�T TRI OSNOWNYH TIPA
GRANI�NYH USLOWIJ�

�� nA KONCE STERVNQ x � � ZADANA TEMPERATURA

u ��� t� � � �t��

GDE � �t�
FUNKCIQ� ZADANNAQ W NEKOTOROM PROMEVUTKE t� � t � T �
�T 
MOMENT WREMENI� DO KOTOROGO IZU�AETSQ PROCESS��

�� nA KONCE x � l ZADANO ZNA�ENIE PROIZWODNOJ

u

x
�l� t� � � �t��

k �TOMU USLOWI� MY PRIHODIM� ESLI ZADANA WELI�INA TEPLOWOGO POTOKA
Q �l� t�� PROTEKA��EGO �EREZ TORCEWOE SE�ENIE STERVNQ�

Q �l� t� � �k u
x

�l� t��

OTKUDA
u

x
�l� t� � � �t�� GDE � �t�
IZWESTNAQ FUNKCIQ� WYRAVA��AQSQ

�EREZ ZADANNYJ POTOK Q �l� t� FORMULOJ

� �t� � �Q �l� t�

k
�

�� nA KONCE x � l ZADANO LINEJNOE SOOTNO�ENIE MEVDU PROIZWOD�
NOJ I FUNKCIEJ

u

x
�l� t� � �� �u �l� t�� � �t���

�TO GRANI�NOE USLOWIE SOOTWETSTWUET TEPLOOBMENU PO ZAKONU nX�TO�
NA NA POWERHNOSTI TELA S OKRUVA��EJ SREDOJ� TEMPERATURA KOTOROJ �
IZWESTNA� pOLXZUQSX DWUMQ WYRAVENIQMI DLQ TEPLOWOGO POTOKA� WYTE�
KA��EGO �EREZ SE�ENIE x � l	

Q � h �u� ��

I

Q � �k u
x

�

POLU�AEM MATEMATI�ESKU� FORMULIROWKU TRETXEGO GRANI�NOGO USLO�
WIQ W WIDE

u

x
�l� t� � �� �u �l� t�� � �t���
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GDE � � h�k
 KO�FFICIENT TEPLOOBMENA� � �t�
 NEKOTORAQ ZADANNAQ
FUNKCIQ� dLQ KONCA x � � STERVNQ ��� l� TRETXE GRANI�NOE USLOWIE
IMEET WID

u

x
��� t� � � �u ��� t�� � �t���

gRANI�NYE USLOWIQ PRI x � � I x � l MOGUT BYTX RAZNYH TIPOW�
TAK �TO �ISLO RAZLI�NYH ZADA� WELIKO�

pER WA Q K R A E W A Q Z A D A � A D L Q O G R AN I � E N N O G O S T E RVN Q
SOSTOIT W SLEDU��EM�

nAJTI RE�ENIE u � u �x� t� URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI

ut � a�uxx PRI � � x � l� � � t � T�

UDOWLETWORQ��EE USLOWIQM

u �x� �� � � �x�� � � x � l�

u ��� t� � �� �t�� u �l� t� � �� �t�� � � t � T�

GDE � �x�� �� �t� I �� �t�� ZADANNYE FUNKCII�
aNALOGI�NO STAWQTSQ I DRUGIE KRAEWYE ZADA�I S RAZLI�NYMI KOM�

BINACIQMI KRAEWYH USLOWIJ PRI x � � I x � l� wOZMOVNY KRAEWYE
USLOWIQ BOLEE SLOVNOGO TIPA� �EM TE� KOTORYE BYLI RASSMOTRENY WY�
�E�

pUSTX NA KONCE x � � STERVNQ POME�ENA SOSREDOTO�ENNAQ TEPLO�
EMKOSTX C� �NAPRIMER� TELO S BOLX�OJ TEPLOPROWODNOSTX�� WSLED�
STWIE �EGO TEMPERATURU PO WSEMU OB�EMU �TOGO TELA MOVNO S�ITATX
POSTOQNNOJ� I PROISHODIT TEPLOOBMEN SO WNE�NEJ SREDOJ PO ZAKONU
nX�TONA� tOGDA KRAEWOE USLOWIE PRI x � � �WYRAVA��EE URAWNENIE
TEPLOWOGO BALANSA� BUDET IMETX WID

C�
u

t
� k

u

x
� h �u� u���

GDE u�
TEMPERATURA WNE�NEJ SREDY� �TO USLOWIE SODERVIT PROIZ�
WODNU� u�t �ILI �u�x�� ESLI U�ESTX URAWNENIE ut � a�uxx��

eSLI SREDA NEODNORODNA I KO�FFICIENTY URAWNENIQ QWLQ�TSQ
RAZRYWNYMI FUNKCIQMI� TO PROMEVUTOK ��� l�� W KOTOROM I�ETSQ
RE�ENIE ZADA�I� RAZBIWAETSQ TO�KAMI RAZRYWA KO�FFICIENTOW NA NE�
SKOLXKO �ASTEJ� WNUTRI KOTORYH FUNKCIQ u UDOWLETWORQET URAWNENI�
TEPLOPROWODNOSTI� A NA GRANICAH
 USLOWIQM SOPRQVENIQ�

w PROSTEJ�EM SLU�AE �TI USLOWIQ ZAKL��A�TSQ W NEPRERYWNOSTI
TEMPERATURY I NEPRERYWNOSTI TEPLOWOGO POTOKA	

u�xi � �� t� � u�xi � �� t��

k �xi � ��
u

x
�xi � �� t� � k �xi � ��

u

x
�xi � �� t��
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GDE xi
TO�KI RAZRYWA KO�FFICIENTOW�
kROME NAZWANNYH ZDESX ZADA� �ASTO WSTRE�A�TSQ IH PREDELX�

NYE SLU�AI� rASSMOTRIM PROCESS TEPLOPROWODNOSTI W O�ENX DLINNOM
STERVNE�w TE�ENIE NEBOLX�OGO PROMEVUTKA WREMENI WLIQNIE TEMPERA�
TURNOGO REVIMA� ZADANNOGO NA GRANICE� W CENTRALXNOJ �ASTI STERVNQ
SKAZYWAETSQ WESXMA SLABO� I TEMPERATURA NA �TOM U�ASTKE OPREDELQET�
SQ W OSNOWNOM LI�X NA�ALXNYM RASPREDELENIEM TEMPERATURY� w �TOM
SLU�AE TO�NYJ U�ET DLINY STERVNQ NE IMEET ZNA�ENIQ� TAK KAK IZ�
MENENIE DLINY STERVNQ NE OKAVET SU�ESTWENNOGO WLIQNIQ NA TEMPE�
RATURU INTERESU��EGO NAS U�ASTKA� W ZADA�AH PODOBNOGO TIPA OBY�NO
S�ITA�T� �TO STERVENX IMEET BESKONE�NU� DLINU� tAKIM OBRAZOM� STA�
WITSQ Z A D A � A S N A� AL XNYMI U S L O WI QMI �Z A D A� A kO�I� O
R A S P R ED E L E N I I T EMP E R ATU RY N A B E S K ON E � N OJ P R QM OJ�

nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI W OBLASTI �
 �
� x �
 I t � t�� UDOWLETWORQ��EE USLOWI�

u �x� t�� � � �x� ��
 � x � �
��

GDE � �x�� ZADANNAQ FUNKCIQ�
aNALOGI�NO� ESLI U�ASTOK STERVNQ� TEMPERATURA KOTOROGO NAS IN�

TERESUET� NAHODITSQ WBLIZI ODNOGO KONCA I DALEKO OT DRUGOGO� TO W
�TOM SLU�AE TEMPERATURA PRAKTI�ESKI OPREDELQETSQ TEMPERATURNYM
REVIMOM BLIZKOGO KONCA I NA�ALXNYMI USLOWIQMI� w ZADA�AH PODOBNO�
GO TIPA OBY�NO S�ITA�T� �TO STERVENX POLUBESKONE�EN I KOORDINATA�
OTS�ITYWAEMAQ OT KONCA� MENQETSQ W PREDELAH � � x �
� pRIWEDEM
W KA�ESTWE PRIMERA FORMULIROWKU P E R W OJ K R A E W O J Z AD A � I DL Q
P OL U B E S K ON E � N O G O S T E RVN Q�

nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI W OBLASTI � � x �
�
 I t � t�� UDOWLETWORQ��EE USLOWIQM

u �x� t�� � � �x� �� � x �
��

u ��� t� � � �t� �t � t���

GDE � �x� I � �t�� ZADANNYE FUNKCII�
pRIWEDENNYE WY�E ZADA�I PREDSTAWLQ�T SOBOJ PREDELXNYJ SLU�

�AJ �WYR OVD E N I E� OSNOWNYH KRAEWYH ZADA�� wOZMOVNY PREDELXNYE
SLU�AI OSNOWNOJ ZADA�I I DRUGOGO TIPA� KOGDA PRENEBREGA�T TO�NYM
U�ETOM NA�ALXNYH USLOWIJ� wLIQNIE NA�ALXNYH USLOWIJ PRI RASPRO�
STRANENII TEPLA PO STERVN� OSLABEWAET S TE�ENIEM WREMENI� eSLI
INTERESU��IJ NAS MOMENT DOSTATO�NO UDALEN OT NA�ALXNOGO� TO TEM�
PERATURA STERVNQ PRAKTI�ESKI OPREDELQETSQ GRANI�NYMI USLOWIQMI�
TAK KAK IZMENENIE NA�ALXNYH USLOWIJ NE IZMENILO BY TEMPERATURNO�
GO SOSTOQNIQ STERVNQ W PREDELAH TO�NOSTI NABL�DENIQ� w �TOM SLU�AE
PRAKTI�ESKI MOVNO S�ITATX� �TO OPYT PRODOLVAETSQ BESKONE�NO� I
NA�ALXNYE USLOWIQ TEM SAMYM OTPADA�T�

tAKIM OBRAZOM� MY PRIHODIM K K R A E WYM Z A D A� AM B E Z N A�
� AL XNYH U S L O WI J�
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nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI DLQ � � x � l I
�
 � t� UDOWLETWORQ��EE USLOWIQM

u ��� t� � �� �t��

u �l� t� � �� �t��

w ZAWISIMOSTI OT HARAKTERA GRANI�NOGO REVIMA WOZMOVNY I DRU�
GIE WIDY ZADA� BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ�

wESXMA WAVNOJ QWLQETSQ ZADA�A BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ DLQ POLU�
BESKONE�NOGO STERVNQ �l �
�� KOGDA TREBUETSQ NAJTI RE�ENIE URAW�
NENIQ TEPLOPROWODNOSTI DLQ � � x � 
� t 
 �
� UDOWLETWORQ��EE
USLOWI�

u ��� t� � � �t��

GDE � �t�
 ZADANNAQ FUNKCIQ�
nAIBOLEE �ASTO WSTRE�A�TSQ ZADA�I BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ PRI

PERIODI�ESKOM GRANI�NOM REVIME

� �t� � A cos�t

�SM� pRILOVENIE I K GL� III��
eSTESTWENNO S�ITATX� �TO PO PRO�ESTWII BOLX�OGO PROMEVUTKA

WREMENI TEMPERATURA STERVNQ PRAKTI�ESKI TAKVE MENQETSQ PO PERI�
ODI�ESKOMU ZAKONU S TOJ VE �ASTOTOJ� oDNAKO ESLI MY ZAHOTIM TO�NO
U�ITYWATX NA�ALXNYE USLOWIQ� TO FORMALXNO NIKOGDA NE POLU�IM PE�
RIODI�ESKOGO RE�ENIQ� TAK KAK WLIQNIE NA�ALXNYH USLOWIJ HOTQ I
BUDET OSLABEWATX S TE�ENIEM WREMENI� NO W NULX NE OBRATITSQ� U�I�
TYWATX �TO WLIQNIE WWIDU O�IBOK NABL�DENIQ NET NIKAKOGO SMYSLA�
rASSMATRIWAQ PERIODI�ESKOE RE�ENIE� MY PRENEBREGAEM WLIQNIEM NA�
�ALXNYH DANNYH�

pOSTANOWKA KRAEWYH ZADA�� IZLOVENNAQ WY�E� OTNOSITSQ� KONE�NO�
NE TOLXKO K URAWNENI� S POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI� pOD SLOWAMI
�URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI� MY MOGLI BY PONIMATX L�BOE IZ URAW�
NENIJ PREDYDU�IH PUNKTOW�

pOMIMO PERE�ISLENNYH WY�E LINEJNYH KRAEWYH ZADA� STAWQTSQ
TAKVE ZADA�I S NELINEJNYMI GRANI�NYMI USLOWIQMI� NAPRIMER WIDA

k
u

x
��� t� � � �u
 ��� t�� �
��� t���

�TO GRANI�NOE USLOWIE SOOTWETSTWUET IZLU�ENI� PO Z A K ON U sT E�
FAN A
bOL X CM AN A S TORCA x � � W SREDU S TEMPERATUROJ � �t��

oSTANOWIMSQ BOLEE PODROBNO NA POSTANOWKE KRAEWYH ZADA�� rAS�
SMOTRIM PERWU� KRAEWU� ZADA�U DLQ OGRANI�ENNOJ OBLASTI�

rE�EN I EM P ER W OJ K R A E W OJ Z AD A� I BUDEM NAZYWATX FUNK�
CI� u �x� t�� OBLADA��U� SLEDU��IMI SWOJSTWAMI	

�� u �x� t� OPREDELENA I NEPRERYWNA W ZAMKNUTOJ OBLASTI

� � x � l� t� � t � T �



x �� prostej	ie zada�i ���

�� u �x� t� UDOWLETWORQET URAWNENI� TEPLOPROWODNOSTI W OTKRY�
TOJ OBLASTI

� � x � l� t� � t � T �

�� u �x� t� UDOWLETWORQET NA�ALXNOMU I GRANI�NYM USLOWIQM� T� E�

u �x� t�� � � �x�� u ��� t� � �� �t�� u �l� t� � �� �t��

GDE � �x�� �� �t�� �� �t�
 NEPRERYWNYE FUNKCII� UDOWLETWORQ��IE
USLOWIQM SOPRQVENIQ

� ��� � �� �t�� �� u ��� t��� I � �l� � �� �t�� �� u �l� t����

NEOBHODIMYM DLQ NEPRERYWNOSTI u �x� t� W ZAMKNUTOJ OBLASTI�
rASSMOTRIM PLOSKOSTX FAZOWYH SOSTOQNIJ �x� t� �RIS� ���� w NA�

�EJ ZADA�E I�ETSQ FUNKCIQ u �x� t�� OPREDELENNAQ WNUTRI PRQMO�
UGOLXNIKA ABCD� �TA OBLASTX OPREDELQETSQ SAMOJ POSTANOWKOJ ZA�
DA�I� TAK KAK IZU�AETSQ PROCESS RASPROSTRANENIQ TEPLA W STERV�
NE � � x � l ZA PROMEVUTOK WREMENI t� � t � T � W TE�ENIE KO�
TOROGO NAM IZWESTEN TEPLOWOJ REVIM NA KRAQH� pUSTX t� � �� MY

rIS� �


PREDPOLAGAEM� �TO u �x� t� UDOWLE�
TWORQET URAWNENI� TOLXKO PRI � �
� x � l� � � t � T � NO NE PRI t �
� � �STORONA AB� I NE PRI x � ��
x � l �STORONY AD I BC�� GDE NA�
�ALXNYMI I GRANI�NYMI USLOWIQMI
NEPOSREDSTWENNO ZADA�TSQ ZNA�ENIQ
�TOJ FUNKCII� eSLI BY MY POTREBO�
WALI� �TOBY URAWNENIE UDOWLETWORQ�
LOSX� NAPRIMER� PRI t � �� TO �TIM
MY POTREBOWALI BY� �TOBY SU�ESTWO�
WALA PROIZWODNAQ ��� � uxx �x� ��� WHODQ�AQ W URAWNENIE� �TIM TREBO�
WANIEM MY OGRANI�ILI BY OBLASTX IZU�AEMYH FIZI�ESKIH QWLENIJ�
ISKL��IW IZ RASSMOTRENIQ TE FUNKCII� DLQ KOTORYH �TO TREBOWANIE
NE WYPOLNQETSQ� uSLOWIE � BEZ PREDPOLOVENIQ NEPRERYWNOSTI u �x� t�
W OBLASTI � � x � l� � � t � T �T� E� W ZAMKNUTOM PRQMOUGOLXNIKE
ABCD� ILI KAKOGO�LIBO DRUGOGO USLOWIQ� ZAMENQ��EGO �TO PREDPOLO�

VENIE� TERQET SMYSL ���
dEJSTWITELXNO� RASSMOTRIM FUNKCI� v �x� t�� OPREDELENNU� SLE�

DU��IM OBRAZOM	

v �x� t� � C �� � x � l� � � t � T ��

v �x� �� � � �x� �� � x � l��

v ��� t� � �� �t��

v �l� t� � �� �t�

�
�� � t � T ��

�� nIVE BUDUT RASSMOTRENY KRAEWYE ZADA�I S RAZRYWNYMI GRANI�NYMI
I NA�ALXNYMI USLOWIQMI� dLQ �TIH ZADA� BUDET UTO�NENO� W KAKOM SMYSLE
PONIMAETSQ WYPOLNENIE GRANI�NYH USLOWIJ�
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GDE C
 PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ�fUNKCIQ v �x� t�� O�EWIDNO� UDOWLE�
TWORQET USLOWI� �� A TAKVE GRANI�NYM USLOWIQM� oDNAKO �TA FUNK�
CIQ NE PREDSTAWLQET PROCESSA RASPROSTRANENIQ TEPLA W STERVNE PRI
NA�ALXNOJ TEMPERATURE � �x� �� C I GRANI�NYH TEMPERATURAH �� �t� ��
�� C I �� �t� �� C� TAK KAK ONA RAZRYWNA PRI t � �� x � �� x � l�

nEPRERYWNOSTX FUNKCII u �x� t� PRI � � x � l� � � t � T SLEDU�
ET IZ TOGO� �TO �TA FUNKCIQ UDOWLETWORQET URAWNENI�� tAKIM OBRA�
ZOM� TREBOWANIE NEPRERYWNOSTI u �x� t� PRI � � x � l� � � t � T � PO
SU�ESTWU� OTNOSITSQ TOLXKO K TEM TO�KAM� GDE ZADA�TSQ GRANI�NYE
I NA�ALXNYE ZNA�ENIQ� w DALXNEJ�EM MY POD WYRAVENIEM �RE�ENIE
URAWNENIQ� UDOWLETWORQ��EE GRANI�NYM USLOWIQM�� BUDEM PODRAZUME�
WATX FUNKCI�� UDOWLETWORQ��U� TREBOWANIQM �� �� �� NE OGOWARIWAQ
�TI USLOWIQ KAVDYJ RAZ� ESLI W �TOM NET OSOBOJ NEOBHODIMOSTI�

aNALOGI�NO STAWQTSQ I DRUGIE KRAEWYE ZADA�I� W TOM �ISLE ZADA�I
NA BESKONE�NOM STERVNE I ZADA�I BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ�

dLQ ZADA� S NESKOLXKIMI NEZAWISIMYMI GEOMETRI�ESKIMI PE�
REMENNYMI WSE SKAZANNOE WY�E SOHRANQET SILU� w �TIH ZADA�AH
PRI t � t� ZADAETSQ NA�ALXNAQ TEMPERATURA� NA POWERHNOSTI TELA

GRANI�NYE USLOWIQ� mOVNO RASSMATRIWATX TAKVE I ZADA�I DLQ BESKO�
NE�NOJ OBLASTI�

w OTNO�ENII KAVDOJ IZ POSTAWLENNYH ZADA� WOZNIKA�T SLEDU��
�IE WOPROSY �SR� S GL� II� x ���	

�� EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ POSTAWLENNOJ ZADA�I�
�� SU�ESTWOWANIE RE�ENIQ�
�� NEPRERYWNAQ ZAWISIMOSTX RE�ENIQ OT DOPOLNITELXNYH USLOWIJ�
eSLI POSTAWLENNAQ ZADA�A IMEET NESKOLXKO RE�ENIJ� TO SLOWA �RE�

�ENIE ZADA�I� NE IME�T OPREDELENNOGO SMYSLA� pO�TOMU� PREVDE �EM
GOWORITX O RE�ENII ZADA�I� NEOBHODIMO DOKAZATX EGO EDINSTWENNOSTX�
dLQ PRAKTIKI NAIBOLEE SU�ESTWENNYM QWLQETSQ WOPROS �� TAK KAK PRI
DOKAZATELXSTWE SU�ESTWOWANIQ RE�ENIQ OBY�NO DAETSQ SPOSOB WY�I�
SLENIQ RE�ENIQ�

kAK BYLO OTME�ENNO RANEE �SM� GL� II� x �� P� ��� PROCESS NAZYWA�
ETSQ FIZI�ESKI OPREDELENNYM� ESLI PRI MALOM IZMENENII NA�ALXNYH
I GRANI�NYH USLOWIJ ZADA�I EE RE�ENIE MENQETSQ MALO� w DALXNEJ�
�EM BUDET DOKAZANO� �TO PROCESS RASPROSTRANENIQ TEPLA FIZI�ESKI
OPREDELQETSQ SWOIMI NA�ALXNYMI I GRANI�NYMI USLOWIQMI� T� E� NE�
BOLX�OE IZMENENIE NA�ALXNOGO I GRANI�NYH USLOWIJ MALO IZMENQET
SAMO RE�ENIE�

�� pRINCIP MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ� w DALXNEJ�EM MY BU�
DEM RASSMATRIWATX URAWNENIE S POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI

vt � a�vxx � �vx � �v�

kAK MY WIDELI� �TO URAWNENIE PODSTANOWKOJ

v � e�x��t � u PRI � � � �

�a�
� � � � � ��

�a�



x �� prostej	ie zada�i ���

PRIWODITSQ K WIDU

ut � a�uxx�

dOKAVEM SLEDU��EE SWOJSTWO RE�ENIJ �TOGO URAWNENIQ� KOTOROE
MY BUDEM NAZYWATX P R IN C I P OM MAK SIM AL XN O G o Z N A� E N I Q�

eSLI FUNKCIQ u �x� t�� OPREDELENNAQ I NEPRERYWNAQ W ZAMKNUTOJ
OBLASTI � � t � T I � � x � l� UDOWLETWORQET URAWNENI� TEPLOPRO�
WODNOSTI

ut � a�uxx ����

W TO�KAH OBLASTI � � x � l� � � t � T� TO MAKSIMALXNOE I MINIMALX�
NOE ZNA�ENIQ FUNKCII u �x� t� DOSTIGA�TSQ ILI W NA�ALXNYJ MOMENT�
ILI W TO�KE GRANICY x � � LIBO x � l�

fUNKCIQ u �x� t� � const� O�EWIDNO� UDOWLETWORQET URAWNENI� TE�
PLOPROWODNOSTI I DOSTIGAET SWOEGO MAKSIMALXNOGO �MINIMALXNOGO�
ZNA�ENIQ W L�BOJ TO�KE� oDNAKO �TO NE PROTIWORE�IT TEOREME� TAK
KAK IZ EE USLOWIQ SLEDUET� �TO ESLI MAKSIMALXNOE �MINIMALXNOE� ZNA�
�ENIE DOSTIGAETSQ WNUTRI OBLASTI� TO ONO TAKVE �A NE TOLXKO� DOLVNO
DOSTIGATXSQ ILI PRI t � �� ILI PRI x � �� ILI PRI x � l�

fIZI�ESKIJ SMYSL �TOJ TEOREMY O�EWIDEN	 ESLI TEMPERATURA NA
GRANICE I W NA�ALXNYJ MOMENT NE PREWOSHODIT NEKOTOROGO ZNA�ENIQ
M � TO PRI OTSUTSTWII ISTO�NIKOW WNUTRI TELA NE MOVET SOZDAWATXSQ
TEMPERATURA� B#oLX�AQ M � oSTANOWIMSQ SNA�ALA NA DOKAZATELXSTWE
TEOREMY DLQ MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ�

dOKAZATELXSTWO TEOREMY WEDETSQ OT PROTIWNOGO� oBOZNA�IM �E�
REZ M MAKSIMALXNOE ZNA�ENIE u �x� t� PRI t � � �� � x � l �� ILI PRI

x � �� ILI PRI x � l �� � t � T � �� I DOPUSTIM� �TO W NEKOTOROJ TO��
KE �x�� t�� �� � x� � l� � � t� � T � FUNKCIQ u �x� t� DOSTIGAET SWOEGO
MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ� RAWNOGO

u �x�� t�� � M � ��

�� eSLI NE PREDPOLAGATX NEPRERYWNOSTX u �x� t� W ZAMKNUTOJ OBLASTI � �
� x � l� � � t � T � TO FUNKCIQ u �x� t� MOGLA BY NE DOSTIGATX SWOEGO MAKSI�
MUMA NI W ODNOJ TO�KE I DALXNEJ�IE RASSUVDENIQ BYLI BY NEPRIMENIMY�
w SILU TEOREMY O TOM� �TO WSQKAQ NEPRERYWNAQ FUNKCIQ DOSTIGAET SWOEGO
MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ W ZAMKNUTOJ OBLASTI� MY MOVEM BYTX UWERENY� �TO�
�� FUNKCIQ u �x� t� DOSTIGAET MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ NA NIVNEJ ILI BO�
KOWYH STORONAH PRQMOUGOLXNIKA� KOTOROE MY OBOZNA�ILI �EREZ M � �� ESLI
u �x� t� HOTQ BY W ODNOJ TO�KE BOLX�E M � TO SU�ESTWUET TO�KA �x�� t��� W
KOTOROJ u �x� t� DOSTIGAET MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ� PREWOSHODQ�EGO M �

u �x�� t�� � M � � �� � ���

PRI�EM

� 	 x� 	 l� � 	 t� � T�
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sRAWNIM ZNAKI LEWOJ I PRAWOJ �ASTEJ URAWNENIQ ���� W TO�KE
�x�� t��� tAK KAK W TO�KE �x�� t�� FUNKCIQ DOSTIGAET SWOEGO MAKSI�
MALXNOGO ZNA�ENIQ� TO NEOBHODIMO� �TOBY

u

x
�x�� t�� � � I

�u

x�
�x�� t�� � � ��� ����

dALEE� TAK KAK u �x�� t�� DOSTIGAET MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ PRI t� t��

TO ��

u

t
�x�� t�� � �� ����

sRAWNIWAQ ZNAKI PRAWOJ I LEWOJ �ASTI URAWNENIQ ����� MY WIDIM� �TO
ONI RAZLI�NY� oDNAKO �TO RASSUVDENIE E�E NE DOKAZYWAET TEOREMY�
TAK KAK PRAWAQ I LEWAQ �ASTI MOGUT BYTX RAWNY NUL�� �TO NE WLE�
�ET ZA SOBOJ PROTIWORE�IJ�mY PRIWELI �TO RASSUVDENIE� �TOBY QSNEE
WYDELITX OSNOWNU� IDE� DOKAZATELXSTWA�dLQ POLNOGO DOKAZATELXSTWA

NAJDEM TO�KU �x�� t��� W KOTOROJ
�u

x�
� � I

u

t

 �� dLQ �TOGO RAS�

SMOTRIM WSPOMOGATELXNU� FUNKCI�

v �x� t� � u �x� t� � k �t� � t�� ����

GDE k
NEKOTOROE POSTOQNNOE �ISLO� o�EWIDNO� �TO

v �x�� t�� � u �x�� t�� � M � �

I

k �t� � t� � kT�

wYBEREM k 
 � TAK� �TOBY kT BYLO MENX�E ���� T� E� k � ���T � TOGDA
MAKSIMALXNOE ZNA�ENIE v �x� t� PRI t� � ILI PRI x � �� x � l NE BUDET
PREWOSHODITX M � ���� T� E�

v �x� t� �M �
�

�
�PRI t � �� ILI x � �� ILI x � l�� ����

TAK KAK DLQ �TIH ARGUMENTOW PERWOE SLAGAEMOE FORMULY ���� NE PRE�
WOSHODIT M � A WTOROE NE BOLX�E ����

�� dEJSTWITELXNO� KAK IZWESTNO IZ ANALIZA� DOSTATO�NYMI USLOWIQMI DLQ
TOGO� �TOBY FUNKCIQ f �x� W TO�KE x�� LEVA�EJ WNUTRI INTERWALA ��� l��

IMELA LOKALXNYJ MINIMUM� QWLQ�TSQ SLEDU��IE USLOWIQ�
d f

dx

����
x�x�

� ��

d�f

dx�

����
x�x�

� �� tAKIM OBRAZOM� ESLI f �x� W TO�KE x� IMEET MAKSIMALX�

NOE ZNA�ENIE� TO� �� f � �x�� � � I �� NE MOVET BYTX� �TOBY f �� �x�� � �� T� E�
f �� �x�� � ��

�� pRI �TOM QSNO� �TO ESLI t� 	 T � TO
�u

�t
� �� ESLI VE t� � T � TO

�u

�t
� ��
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w SILU NEPRERYWNOSTI FUNKCII v �x� t� W ZAMKNUTOJ OBLASTI ONA
DOLVNA W NEKOTOROJ TO�KE �x�� t�� DOSTIGATX SWOEGO MAKSIMALXNOGO
ZNA�ENIQ� o�EWIDNO� �TO

v �x�� t�� � v �x�� t�� � M � ��

pO�TOMU t� 
 � I � � x� � l� TAK KAK PRI t � � ILI x � �� x � l
IMEET MESTO NERAWENSTWO ����� w TO�KE �x�� t��� PO ANALOGII S ����
I ����� DOLVNO BYTX vxx �x�� t�� � �� vt �x�� t�� � �� u�ITYWAQ �����
NAHODIM

uxx �x�� t�� � vxx �x�� t�� � ��

ut �x�� t�� � vt �x�� t�� � k � k 
 ��

oTS�DA SLEDUET� �TO

ut �x�� t��� a�uxx �x�� t�� � k 
 ��

T� E� URAWNENIE ���� WO WNUTRENNEJ TO�KE �x�� t�� NE UDOWLETWORQETSQ�
tEM SAMYM DOKAZANO� �TO RE�ENIE u �x� t� URAWNENIQ TEPLOPROWODNO�
STI ���� WNUTRI OBLASTI NE MOVET PRINIMATX ZNA�ENIJ� PREWOSHODQ�
�IH NAIBOLX�EE ZNA�ENIE u �x� t� NA GRANICE �T� E� PRI t � �� x � ��
x � l��

aNALOGI�NO MOVET BYTX DOKAZANA I WTORAQ �ASTX TEOREMY 
 O
MINIMALXNOM ZNA�ENII� wPRO�EM� �TO NE TREBUET OTDELXNOGO DOKAZA�
TELXSTWA� TAK KAK FUNKCIQ u� ��u IMEET MAKSIMALXNOE ZNA�ENIE TAM�
GDE u
MINIMALXNOE�

oBRATIMSQ TEPERX K USTANOWLENI� RQDA SLEDSTWIJ IZ PRINCIPA
MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ� pREVDE WSEGO DOKAVEM TEOREMU EDINSTWENNO�
STI DLQ PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I�

	� tEOREMA EDINSTWENNOSTI� eSLI DWE FUNKCII u� �x� t� I
u� �x� t�� OPREDELENNYE I NEPRERYWNYE W OBLASTI � � x � l� � � t �
� T� UDOWLETWORQ�T URAWNENI� TEPLOPROWODNOSTI

ut � a�uxx � f �x� t� �DLQ � � x � l� t 
 ��� ����

ODINAKOWYM NA�ALXNYM I GRANI�NYM USLOWIQM

u� �x� �� � u� �x� �� � � �x��

u� ��� t� � u� ��� t� � �� �t��

u� �l� t� � u� �l� t� � �� �t��

TO u� �x� t� � u� �x� t�
���

dLQ DOKAZATELXSTWA �TOJ TEOREMY RASSMOTRIM FUNKCI�

v �x� t� � u� �x� t�� u� �x� t��

�� w x �� P� � �TA TEOREMA BUDET USILENA I TREBOWANIE NEPRERYWNOSTI PRI
t � � SNQTO�
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pOSKOLXKU FUNKCII u� �x� t� I u� �x� t� NEPRERYWNY PRI

� � x � l� � � t � T�

TO I FUNKCIQ v �x� t�� RAWNAQ IH RAZNOSTI� NEPRERYWNA W �TOJ VE OBLA�
STI� kAK RAZNOSTX DWUH RE�ENIJ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI W OBLA�
STI � � x � l� t 
 �� FUNKCIQ v �x� t� QWLQETSQ RE�ENIEM ODNORODNOGO
URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI W �TOJ OBLASTI� tAKIM OBRAZOM� PRINCIP
MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ PRIMENIM K �TOJ FUNKCII� T� E� ONA DOSTIGA�
ET SWOEGO MAKSIMALXNOGO I MINIMALXNOGO ZNA�ENIJ ILI PRI t � �� ILI
PRI x � �� ILI PRI x � l� oDNAKO PO USLOWI� MY IMEEM

v �x� �� � �� v ��� t� � �� v �l� t� � ��

pO�TOMU

v �x� t� � ��

T� E�

u� �x� t� � u� �x� t��

oTS�DA SLEDUET� �TO RE�ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I EDINSTWENNO�
dOKAVEM E�E RQD PRQMYH SLEDSTWIJ IZ PRINCIPA MAKSIMALXNOGO

ZNA�ENIQ� pRI �TOM W DALXNEJ�EM MY BUDEM GOWORITX PROSTO �RE�ENIE
URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI� WMESTO BOLEE PODROBNOGO PERE�ISLENIQ
SWOJSTW FUNKCIJ� UDOWLETWORQ��IH� KROME TOGO� NA�ALXNYM I GRANI��
NYM USLOWIQM�

�� eSLI DWA RE�ENIQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI u� �x� t� I
u� �x� t� UDOWLETWORQ�T USLOWIQM

u� �x� �� � u� �x� ���

u� ��� t� � u� ��� t�� u� �l� t� � u� �l� t��

TO

u� �x� t� � u� �x� t�

DLQ WSEH ZNA�ENIJ � � x � l� � � t � T �
dEJSTWITELXNO� RAZNOSTX v �x� t� � u� �x� t� � u� �x� t� UDOWLETWO�

RQET USLOWIQM� PRI KOTORYH USTANOWLEN PRINCIP MAKSIMALXNOGO ZNA�
�ENIQ� I� KROME TOGO�

v �x� �� � �� v ��� t� � �� v �l� t� � ��

pO�TOMU

v �x� t� � � DLQ � � x � l� � � t � T�

TAK KAK INA�E FUNKCIQ v �x� t� IMELA BY OTRICATELXNOE MINIMALXNOE
ZNA�ENIE W OBLASTI

� � x � l� � � t � T�

�� eSLI TRI RE�ENIQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI

u �x� t�� u �x� t� I �u �x� t�



x �� prostej	ie zada�i ���

UDOWLETWORQ�T USLOWIQM

u �x� t� � u �x� t� � �u �x� t� PRI t � �� x � � I x � l�

TO �TI VE NERAWENSTWA WYPOLNQ�TSQ TOVDESTWENNO� T� E� DLQ WSEH
x� t IZ OBLASTI � � x � l� � � t � T �

�TO UTWERVDENIE DOKAZYWAETSQ PRIMENENIEM SLEDSTWIQ � K FUNK�
CIQM

u �x� t�� �u �x� t� I u �x� t�� u �x� t��

�� eSLI DLQ DWUH RE�ENIJ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI u� �x� t�
I u� �x� t� IMEET MESTO NERAWENSTWO

ju� �x� t�� u� �x� t�j � � DLQ t � �� x � �� x � l�

TO ONO TOVDESTWENNO� T� E� IMEET MESTO DLQ WSEH x� t IZ OBLASTI
� � x � l� � � t � T �

�TO UTWERVDENIE WYTEKAET IZ SLEDSTWIQ �� ESLI EGO PRIMENITX K
RE�ENIQM URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI

u �x� t� � ���
u �x� t� � u� �x� t�� u��x� t��

�u �x� t� � ��

sLEDSTWIE � POZWOLQET USTANOWITX NEPRERYWNU� ZAWISIMOSTX RE�
�ENIQ PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I OT NA�ALXNOGO I GRANI�NYH ZNA�ENIJ�
rASSMOTRIM W OBLASTI � � x � l� � � t � T RE�ENIE u �x� t� URAW�
NENIQ TEPLOPROWODNOSTI� SOOTWETSTWU��EE NA�ALXNOMU I GRANI�NYM
USLOWIQM

u �x� �� � � �x�� u ��� t� � �� �t�� u �l� t� � �� �t��

pUSTX u� �x� t�
 RE�ENIE TOGO VE URAWNENIQ� SOOTWETSTWU��EE NA�
�ALXNOMU I GRANI�NYM USLOWIQM� OPREDELQEMYM FUNKCIQMI �� �x��
��� �t�� �

�
� �t�� eSLI W RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI �TI FUNKCII BLIZKI K

FUNKCIQM � �x�� �� �t�� �� �t�	

j� �x� � �� �x�j � �� j�� �t�� ��� �t�j � �� j�� �t�� ��� �t�j � ��

TO u� �x� t� OTLI�AETSQ OT u �x� t� W PREDELAH TOJ VE TO�NOSTI �	

ju �x� t�� u��x� t�j � ��

w �TOM I ZAKL��AETSQ PRINCIP FIZI�ESKOJ OPREDELENNOSTI ZADA�I�
mY PODROBNO PROWELI IZU�ENIE WOPROSA O EDINSTWENNOSTI I FIZI�

�ESKOJ OPREDELENNOSTI ZADA�I NA PRIMERE PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I DLQ
OGRANI�ENNOGO OTREZKA� tEOREMA EDINSTWENNOSTI PERWOJ KRAEWOJ ZADA�
�I DLQ OGRANI�ENNOJ OBLASTI W PROSTRANSTWE DWUH ILI TREH IZMERE�
NIJ MOVET BYTX DOKAZANA BUKWALXNYM POWTORENIEM PRIWEDENNYH WY�E
RASSUVDENIJ�
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pODOBNYE VE WOPROSY WOZNIKA�T PRI IZU�ENII DRUGIH ZADA�� CE�
LYJ RQD KOTORYH BYL POSTAWLEN NAMI W PRED�ESTWU��IH PUNKTAH�
�TI ZADA�I TREBU�T NEKOTOROGO WIDOIZMENENIQ METODA DOKAZATELX�
STWA�

eDINSTWENNOSTX RE�ENIQ ZADA�I DLQ NEOGRANI�ENNOJ OBLASTI �SM�
P� �� ILI ZADA�I BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ IMEET MESTO LI�X PRI NALO�
VENII NEKOTORYH DOPOLNITELXNYH USLOWIJ NA IZU�AEMYE FUNKCII�


� tEOREMA EDINSTWENNOSTI DLQ BESKONE�NOJ PRQMOJ� pRI
RE�ENII ZADA�I NA BESKONE�NOJ PRQMOJ SU�ESTWENNYM QWLQETSQ TRE�
BOWANIE OGRANI�ENNOSTI ISKOMOJ FUNKCII WO WSEJ OBLASTI� T� E� SU�E�
STWOWANIE TAKOGO M � �TO ju �x� t�j � M DLQ WSEH �
 � x � �
 I
t � ��

eSLI u� �x� t� I u� �x� t�� NEPRERYWNYE� OGRANI�ENNYE WO WSEJ
OBLASTI IZMENENIQ PEREMENNYH �x� t� FUNKCII� UDOWLETWORQ��IE
URAWNENI� TEPLOPROWODNOSTI

ut � a�uxx ��
 � x � �
� t � �� ����

I USLOWI�

u� �x� �� � u� �x� �� ��
 � x �
��

TO

u� �x� t� � u� �x� t� ��
 � x �
� t � ���

rASSMOTRIM� KAK OBY�NO� FUNKCI�

v �x� t� � u� �x� t�� u� �x� t��

fUNKCIQ v �x� t� NEPRERYWNA� UDOWLETWORQET URAWNENI� TEPLOPRO�
WODNOSTI� OGRANI�ENA WO WSEJ OBLASTI	

jv �x� t�j � ju� �x� t�j� ju� �x� t�j � �M ��
 � x �
� t � ��

I UDOWLETWORQET USLOWI�

v �x� �� � ��

pRINCIP MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ� KOTORYM MY POLXZOWALISX PRI
DOKAZATELXSTWE EDINSTWENNOSTI ZADA�I DLQ OTREZKA� ZDESX NEPRIMENIM�
TAK KAK W NEOGRANI�ENNOJ OBLASTI FUNKCIQ v �x� t� MOVET NIGDE NE DO�
STIGATX MAKSIMALXNYH ZNA�ENIJ� 	TOBY WOSPOLXZOWATXSQ �TIM PRIN�
CIPOM� RASSMOTRIM OBLASTX

jxj � L�

GDE L
 WSPOMOGATELXNOE �ISLO� KOTOROE ZATEM BUDEM NEOGRANI�ENNO
UWELI�IWATX� I FUNKCI�

V �x� t� �
�M

L�

�
x�

�
� a�t

�
� ����



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

fUNKCIQ V �x� t� NEPRERYWNA� UDOWLETWORQET URAWNENI� TEPLOPROWOD�
NOSTI� W �EM NETRUDNO UBEDITXSQ S POMO�X� DIFFERENCIROWANIQ� I�
KROME TOGO� OBLADAET SLEDU��IMI SWOJSTWAMI	

V �x� �� � jv �x� ��j � ��

V ��L� t� � �M � jv ��L� t�j� ����

dLQ OGRANI�ENNOJ OBLASTI jxj � L� � � t � T SPRAWEDLIW PRINCIP
MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ� pRIMENQQ SLEDSTWIE � IZ PREDYDU�EGO PUNK�
TA DLQ FUNKCIJ u � �V �x� t�� u � v �x� t� I �u � V �x� t� I U�ITYWAQ
����� POLU�AEM

� �M

L�

�
x�

�
� a�t

�
� v �x� t� �

�M

L�

�
x�

�
� a�t

�
�

fIKSIRUEM NEKOTORYE ZNA�ENIQ �x� t� I� WOSPOLXZOWAW�ISX PRO�
IZWOLOM WYBORA L� BUDEM EGO NEOGRANI�ENNO UWELI�IWATX� pEREHODQ K
PREDELU PRI L	
� POLU�AEM

v �x� t� � ��

�TO I DOKAZYWAET TEOREMU�

xxxxxxxxx �� mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH
�� oDNORODNAQ KRAEWAQ ZADA�A� pEREJDEM K RE�ENI� PERWOJ

KRAEWOJ ZADA�I DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI NA OTREZKE	

ut � a�uxx � f �x� t� �� � x � l� t 
 �� ���

S NA�ALXNYM USLOWIEM

u �x� �� � � �x� �� � x � l� ���

I GRANI�NYMI USLOWIQMI

u ��� t� � �� �t��

u �l� t� � �� �t�

�
�t � ��� ���

iZU�ENIE OB�EJ PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I NA�NEM S RE�ENIQ SLEDU�
��EJ PROSTEJ�EJ ZADA�I I�

nAJTI NEPRERYWNOE W ZAMKNUTOJ OBLASTI �� � x � l� � � t � T �
RE�ENIE ODNORODNOGO URAWNENIQ

ut � a�uxx� � � x � l� � � t � T� ���

UDOWLETWORQ��EE NA�ALXNOMU USLOWI� ���

u �x� �� � � �x�� � � x � l�

I ODNORODNYM GRANI�NYM USLOWIQM

u ��� t� � �� u �l� t� � �� � � t � T� ���

� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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dLQ RE�ENIQ �TOJ ZADA�I RASSMOTRIM SNA�ALA� KAK PRINQTO W ME�
TODE RAZDELENIQ PEREMENNYH� OSNOWNU� WSPOMOGATELXNU� ZADA�U�

nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ

ut � a�uxx�

NE RAWNOE TOVDESTWENNO NUL�� UDOWLETWORQ��EE ODNORODNYM GRA�
NI�NYM USLOWIQM

u ��� t� � �� u �l� t� � � ���

I PREDSTAWIMOE W WIDE

u �x� t� � X �x�T �t�� ���

GDE X �x��FUNKCIQ TOLXKO PEREMENNOGO x� T �t��FUNKCIQ TOLXKO
PEREMENNOGO t�

pODSTAWLQQ PREDPOLAGAEMU� FORMU RE�ENIQ ��� W URAWNENIE ��� I
PROIZWODQ DELENIE OBEIH �ASTEJ RAWENSTWA NA a�XT � POLU�AEM

�

a�
T �

T
�
X ��

X
� ��� ���

GDE � � const� TAK KAK LEWAQ �ASTX RAWENSTWA ZAWISIT TOLXKO OT t� A
PRAWAQ
TOLXKO OT x�

oTS�DA SLEDUET� �TO

X �� � �X � �� ���

T � � a��T � �� ����

gRANI�NYE USLOWIQ ��� DA�T

X ��� � �� X �l� � �� ���

tAKIM OBRAZOM� DLQ OPREDELENIQ FUNKCII X �x� MY POLU�ILI ZADA�U
O SOBSTWENNYH ZNA�ENIQH �ZADA�U �TURMA
lIUWILLQ�

X �� � �X � �� X ��� � �� X �l� � �� ����

ISSLEDOWANNU� PRI RE�ENII URAWNENIQ KOLEBANIJ W GL� II� x �� P� �� pRI
�TOM BYLO POKAZANO� �TO TOLXKO DLQ ZNA�ENIJ PARAMETRA �� RAWNYH

�n �
��n
l

��
�n � �� �� �� � � ��� ����

SU�ESTWU�T NETRIWIALXNYE RE�ENIQ URAWNENIQ ���� RAWNYE

Xn �x� � sin
�n

l
x� ����

�TIM ZNA�ENIQM �n SOOTWETSTWU�T RE�ENIQ URAWNENIQ ����

Tn �t� � Cn e
�a��nt� ����

GDE Cn
 NE OPREDELENNYE POKA KO�FFICIENTY�



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

wOZWRA�AQSX K OSNOWNOJ WSPOMOGATELXNOJ ZADA�E� WIDIM� �TO
FUNKCII

un �x� t� � Xn �x�Tn �t� � Cn e
�a��nt sin

�n

l
x ����

QWLQ�TSQ �ASTNYMI RE�ENIQMI URAWNENIQ ���� UDOWLETWORQ��IMI NU�
LEWYM GRANI�NYM USLOWIQM�

oBRATIMSQ TEPERX K RE�ENI� ZADA�I �I�� sOSTAWIM FORMALXNO
RQD

u �x� t� �

�X
n��

Cn e
� ��nl �

�
a�t sin

�n

l
x� ����

fUNKCIQ u �x� t� UDOWLETWORQET GRANI�NYM USLOWIQM� TAK KAK IM UDO�
WLETWORQ�T WSE �LENY RQDA� tREBUQ WYPOLNENIQ NA�ALXNYH USLOWIJ�
POLU�AEM

� �x� � u �x� �� �

�X
n��

Cn sin
�n

l
x� ����

T� E� Cn QWLQ�TSQ KO�FFICIENTAMI fURXE FUNKCII � �x� PRI RAZLO�
VENII EE W RQD PO SINUSAM NA INTERWALE ��� l�	

Cn � �n �
�

l

lZ
�

� ��� sin
�n

l
� d�� ����

rASSMOTRIM TEPERX RQD ���� S KO�FFICIENTAMI Cn� OPREDELQE�
MYMI PO FORMULE ����� I POKAVEM� �TO �TOT RQD UDOWLETWORQET WSEM
USLOWIQM ZADA�I �I�� dLQ �TOGO NADO DOKAZATX� �TO FUNKCIQ u �x� t��
OPREDELQEMAQ RQDOM ����� DIFFERENCIRUEMA� UDOWLETWORQET URAWNENI�
W OBLASTI �� x � l� t 
 � I NEPRERYWNA W TO�KAH GRANICY �TOJ OBLASTI
�PRI t � �� x � �� x � l��

tAK KAK URAWNENIE ��� LINEJNO� TO W SILU PRINCIPA SUPERPOZICII
RQD� SOSTAWLENNYJ IZ �ASTNYH RE�ENIJ� TAKVE BUDET RE�ENIEM� ESLI
ON SHODITSQ I EGO MOVNO DIFFERENCIROWATX PO�LENNO DWAVDY PO x I
ODIN RAZ PO t �SM� LEMMU W GL� II� x �� P� ��� pOKAVEM� �TO PRI t � �t 
 �
��t
 L�BOE WSPOMOGATELXNOE �ISLO� RQDY PROIZWODNYH

�X
n��

un
t

I

�X
n��

�un
x�

SHODQTSQ RAWNOMERNO� w SAMOM DELE�����unt
����� �����Cn��l ��a�n�e���nl ��a�t sin �nl x

���� � jCnj��l ��� a�n�e���nl ��a�t�
w DALXNEJ�EM BUDUT SFORMULIROWANY DOPOLNITELXNYE TREBOWA�

NIQ� KOTORYM DOLVNA UDOWLETWORQTX FUNKCIQ � �x�� pREDPOLOVIM

��
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SNA�ALA� �TO � �x� OGRANI�ENA	 j� �x�j � M � tOGDA

jCnj � �

l

������
lZ

�

� ��� sin
�n

l
� d�

������ � �M�

OTKUDA SLEDUET� �TO����unt
���� � �M

��
l

��
a�n� e� �

�n
l �

�
a��t DLQ t � �t

I ANALOGI�NO�����unx�

���� � �M
��
l

��
n� e� �

�n
l �

�
a��t DLQ t � �t�

wOOB�E����k�luntk xl

���� � �M
��
l

��k�l
� n�k�l � a�k � e� ��nl �

�
a��t DLQ t � �t�

iSSLEDUEM SHODIMOSTX MAVORANTNOGO RQDA
P�

n�� �n� GDE

�n � Nnq e� �
�n
l �

�
a��t� �����

pO PRIZNAKU dALAMBERA �TOT RQD SHODITSQ� TAK KAK

lim
n��

�����n��

�n

���� � lim
n��

�n� ��q

nq
� e

� � �l �
�
a� �n���n��� �t

e� �
�
l �

�
a�n��t

�

� lim
n��

�
� �

�

n

�q

e� �
�
l �

�
a� ��n��� �t � ��

oTS�DA WYTEKAET WOZMOVNOSTX PO�LENNOGO DIFFERENCIROWANIQ RQDA
���� L�BOE �ISLO RAZ W OBLASTI t � �t 
 �� dALEE� POLXZUQSX PRINCIPOM
SUPERPOZICII� ZAKL��AEM� �TO FUNKCIQ� OPREDELENNAQ �TIM RQDOM� UDO�
WLETWORQET URAWNENI� ���� w SILU PROIZWOLXNOSTI �t �TO IMEET MESTO
DLQ WSEH t 
 �� tEM SAMYM DOKAZANO� �TO PRI t 
 � RQD ���� PREDSTA�
WLQET FUNKCI�� DIFFERENCIRUEMU� NUVNOE �ISLO RAZ I UDOWLETWORQ�

��U� URAWNENI� ��� ���
eSLI FUNKCIQ � �x� NEPRERYWNA� IMEET KUSO�NO�NEPRERYWNU�

PROIZWODNU� I UDOWLETWORQET USLOWIQM � ��� � � I � �l� � �� TO RQD
����

u �x� t� �
�X
n��

Cn e
� ��nl �

�
a�t sin

�n

l
x

�� pRI DOKAZATELXSTWE TOGO� �TO RQD ���� UDOWLETWORQET URAWNENI� ut �

a�uxx PRI t � �� BYLA ISPOLXZOWANA TOLXKO OGRANI�ENNOSTX KO�FFICIENTOW
fURXE Cn� KOTORAQ� W �ASTNOSTI� BUDET IMETX MESTO DLQ L�BOJ OGRANI�ENNOJ
FUNKCII ��x��



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

OPREDELQET NEPRERYWNU� FUNKCI� PRI t � ��
dEJSTWITELXNO� IZ NERAWENSTWA

jun �x� t�j � jCnj �PRI t � �� � � x � l�

SRAZU VE SLEDUET RAWNOMERNAQ SHODIMOSTX RQDA ���� PRI t � �� � � x �
� l� �TO I DOKAZYWAET SPRAWEDLIWOSTX SDELANNOGO WY�E UTWERVDENIQ�
ESLI U�ESTX� �TO DLQ NEPRERYWNOJ I KUSO�NO�GLADKOJ FUNKCII � �x�
RQD IZ MODULEJ KO�FFICIENTOW fURXE SHODITSQ� KOGDA � ��� � � �l� � �
�SM� GL� II� x �� P� ���

iTAK� ZADA�A NAHOVDENIQ RE�ENIQ PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I DLQ
ODNORODNOGO URAWNENIQ S NULEWYMI GRANI�NYMI USLOWIQMI I NEPRE�
RYWNYM� KUSO�NO�GLADKIM NA�ALXNYM USLOWIEM RE�ENA POLNOSTX��

�� fUNKCIQ ISTO�NIKA� pREOBRAZUEM POLU�ENNOE RE�ENIE �����
ZAMENQQ Cn IH ZNA�ENIQMI	

u �x� t� �
�X
n��

Cn e
� ��nl �

�
a�t sin

�n

l
x �

�
�X
n��

���

l

lZ
�

� ��� sin
�n

l
� d�

�� � e� ��nl ��a�t sin �n
l
x �

�

lZ
�

	
�

l

�X
n��

e� �
�n
l �

�
a�t sin

�n

l
x � sin �n

l
�



� ��� d��

iZMENENIE PORQDKOW SUMMIROWANIQ I INTEGRIROWANIQ WSEGDA ZAKONNO
PRI t 
 � W SILU TOGO� �TO RQD W SKOBKAH SHODITSQ RAWNOMERNO PO �

PRI t 
 � ���
oBOZNA�IM

G �x� �� t� �
�

l

�X
n��

e� �
�n
l �

�
a�t sin

�n

l
x � sin �n

l
�� ����

pOLXZUQSX FUNKCIEJ G �x� �� t�� MOVNO PREDSTAWITX FUNKCI� u �x� t�
W WIDE

u �x� t� �

lZ
�

G �x� �� t�� ��� d�� ����

fUNKCIQ G �x� �� t� NAZYWAETSQ F U N K C I EJ M G N O W E N N O G O T O� E ��
N O G O I S T O� N I K A ILI� BOLEE PODROBNO� FUNKCIEJ TEMPERATURNOGO
WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO�E�NOGO ISTO�NIKA TEPLA�

�� rQD
P

�n� GDE �n OPREDELQETSQ FORMULOJ ������ PRI q � � QWLQETSQ
MAVORANTNYM DLQ RQDA� STOQ�EGO W SKOBKAH�
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pOKAVEM� �TO FUNKCIQ ISTO�NIKA G �x� �� t�� RASSMATRIWAEMAQ
KAK FUNKCIQ x� PREDSTAWLQET RASPREDELENIE TEMPERATURY W STERVNE
� � x � l W MOMENT WREMENI t� ESLI TEMPERATURA W NA�ALXNYJ MOMENT
t � � RAWNA NUL� I W �TOT MOMENT W TO�KE x � � MGNOWENNO WYDELQETSQ
NEKOTOROE KOLI�ESTWO TEPLA �WELI�INU KOTOROGO MY OPREDELIM POZVE��
A NA KRAQH STERVNQ WSE WREMQ PODDERVIWAETSQ NULEWAQ TEMPERATURA�

wYRAVENIE �KOLI�ESTWO TEPLA Q� WYDELQ��EESQ W TO�KE �� OZNA�
�AET� KAK OBY�NO� �TO MY IMEEM DELO S TEPLOM� WYDELIW�IMSQ NA �NE�
BOLX�OM� INTERWALE OKOLO IZU�AEMOJ TO�KI �� iZMENENIE TEMPERATU�
RY �� ���� WYZYWAEMOE POQWLENIEM TEPLA OKOLO TO�KI� BUDET� O�EWIDNO�
RAWNO NUL� WNE INTERWALA �� � �� � � ��� NA KOTOROM WYDELQETSQ TE�
PLO� A WNUTRI �TOGO INTERWALA �� ��� MOVNO S�ITATX POLOVITELXNOJ�
NEPRERYWNOJ I DIFFERENCIRUEMOJ FUNKCIEJ� DLQ KOTOROJ

c�

���Z
���

�� ��
�� d�� � Q� ����

TAK KAK LEWAQ �ASTX �TOGO URAWNENIQ I PREDSTAWLQET KOLI�ESTWO TE�
PLA� WYZWAW�EE IZMENENIE TEMPERATURY NA WELI�INU �� ���� pROCESS
RASPROSTRANENIQ TEPLA W �TOM SLU�AE OPREDELQETSQ FORMULOJ ����	

u� �x� t� �

lZ
�

G �x� �� t��� ��� d�� ����

sOWER�IM TEPERX PREDELXNYJ PEREHOD PRI � 	 �� pRINIMAQ WO
WNIMANIE NEPRERYWNOSTX G PRI t 
 � I RAWENSTWO ���� I PRIMENQQ
TEOREMU SREDNEGO ZNA�ENIQ PRI FIKSIROWANNYH ZNA�ENIQH x� t� BUDEM
IMETX

u� �x� t� �

���Z
���

G �x� ��� t��� ���� d�� �

� G �x� ��� t�

���Z
���

�� ��
�� d�� � G �x� ��� t�

Q

c�
� �����

GDE ��
NEKOTORAQ SREDNQQ TO�KA INTERWALA �� � �� � � ��� w SILU NE�
PRERYWNOSTI FUNKCII G �x� �� t� PO � PRI t 
 � POLU�AEM

lim
���

u� �x� t� �
Q

c�
G�x� �� t� �

Q

c�
� �
l

�X
n��

e� �
�n
l �

�
a�t sin

�n

l
x � sin �n

l
��

����
oTS�DA SLEDUET� �TO G �x� �� t� PREDSTAWLQET TEMPERATURU W TO�KE x
W MOMENT t� WYZWANNU� DEJSTWIEM MGNOWENNOGO TO�E�NOGO ISTO�NIKA



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

MO�NOSTI Q � c�� POME�ENNOGO W MOMENT WREMENI t � � W TO�KE �
PROMEVUTKA ��� l��

oTMETIM SLEDU��EE SWOJSTWO FUNKCII G�x� �� t�	 FUNKCIQ
G�x� �� t� � � PRI L�BYH x� � I t 
 �� dEJSTWITELXNO� RASSMOTRIM NA�
�ALXNU� FUNKCI� �� �x�� OBLADA��U� PERE�ISLENNYMI SWOJSTWAMI�
I SOOTWETSTWU��EE EJ RE�ENIE ������ iZ NEOTRICATELXNOSTI NA�ALX�
NOGO I GRANI�NYH USLOWIJ W SILU PRINCIPA MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ
SLEDUET� �TO

u� �x� t� � �

DLQ WSEH � � x � l I t 
 �� oTS�DA� WOSPOLXZOWAW�ISX FORMULOJ ������
IMEEM

u� �x� t� � G �x� ��� t�
Q

c�
� � �PRI t 
 ��� ������

pEREHODQ K PREDELU PRI �	 �� IZ ����� POLU�AEM NERAWENSTWO

G �x� �� t� � � PRI � � x� � � l I t 
 ��

KOTOROE I NADO BYLO DOKAZATX� �TOT REZULXTAT IMEET PROSTOJ FIZI�E�
SKIJ SMYSL� oDNAKO USTANOWITX EGO NEPOSREDSTWENNO IZ FORMULY ����
BYLO BY ZATRUDNITELXNO� POSKOLXKU G �x� �� t� PREDSTAWLQETSQ ZNAKO�
PEREMENNYM RQDOM�

��kRAEWYE ZADA�I S RAZRYWNYMI NA�ALXNYMI USLOWIQMI�
iZLOVENNAQ WY�E TEORIQ OTNOSITSQ K RE�ENIQM URAWNENIQ TEPLOPRO�
WODNOSTI� NEPRERYWNYM W ZAMKNUTOJ OBLASTI �� x� l� �� t� T � �TI
USLOWIQ NEPRERYWNOSTI QWLQ�TSQ WESXMA OGRANI�ITELXNYMI� w SAMOM
DELE� RASSMOTRIM PROSTEJ�U� ZADA�U OB OSTYWANII RAWNOMERNO NA�
GRETOGO STERVNQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE NA KRAQH� dOPOLNITELXNYE
USLOWIQ IME�T WID

u �x� �� � u�� u ��� t� � u �l� t� � ��

eSLI u� �� �� TO RE�ENIE �TOJ ZADA�I DOLVNO BYTX RAZRYWNYM W TO��
KAH ��� �� I �l� ��� �TOT PRIMER POKAZYWAET� �TO POSTAWLENNYE WY�E
USLOWIQ NEPRERYWNOSTI NA�ALXNOGO ZNA�ENIQ I USLOWIQ SOPRQVENIQ EGO
S GRANI�NYMI USLOWIQMI ISKL��A�T IZ RASSMOTRENIQ PRAKTI�ESKI
WAVNYE SLU�AI� oDNAKO FORMULA ���� DAET RE�ENIE KRAEWOJ ZADA�I
I W �TOM SLU�AE�

w PRILOVENIQH �ASTO POLXZU�TSQ FORMULAMI� WYHODQ�IMI ZA GRA�
NICY USLOWIJ IH PRIMENIMOSTI� ZA�ASTU� WOOB�E NE STAWQ WOPROS
OB USLOWII PRIMENIMOSTI FORMUL� pOSLEDOWATELXNOE OBOSNOWANIE WSEH
FORMUL BYLO BY WESXMA GROMOZDKIM I OTWLEKALO BY WNIMANIE ISSLE�
DOWATELQ OT KOLI�ESTWENNYH I KA�ESTWENYH STORON QWLENIQ� HARAKTER�
NYH DLQ FIZI�ESKOJ SU�NOSTI PROCESSA�

oDNAKO MY S�ITAEM NUVNYM� PO KRAJNEJ MERE NA PROSTEJ�IH PRI�
MERAH� DATX OBOSNOWANIE MATEMATI�ESKOGO APPARATA� DOSTATO�NOE DLQ
RE�ENIQ OSNOWNYH ZADA��
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rASSMOTRIM KRAEWYE ZADA�I S KUSO�NO�NEPRERYWNYMI NA�ALXNY�
MI FUNKCIQMI� NE PREDPOLAGAQ� �TO NA�ALXNAQ FUNKCIQ SOPRQVENA S
GRANI�NYMI USLOWIQMI� �TOT KLASS DOPOLNITELXNYH USLOWIJ QWLQETSQ
DOSTATO�NO OB�IM DLQ POTREBNOSTEJ PRAKTIKI I DOSTATO�NO PROSTYM
DLQ IZLOVENIQ TEORII� nA�A CELX 
 DOKAZATX� �TO TA VE FORMULA
���� DAET RE�ENIE POSTAWLENNOJ ZADA�I� pROWEDEM EE ISSLEDOWANIE W
NESKOLXKO �TAPOW� sNA�ALA DOKAVEM SLEDU��U� TEOREMU	

rE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI

ut � a�uxx �� � x � l� t 
 ��� ���

NEPRERYWNOE W ZAMKNUTOJ OBLASTI �� � x � l� � � t � T � I UDOWLE�
TWORQ��EE USLOWIQM

u ��� t� � u �l� t� � �� t � �� ���

u �x� �� � � �x�� � � x � l� ���

GDE � �x��PROIZWOLXNAQ NEPRERYWNAQ FUNKCIQ� OBRA�A��AQSQ W NULX
PRI x � �� x � l� OPREDELENO ODNOZNA�NO I PREDSTAWLQETSQ FORMULOJ

u �x� t� �

lZ
�

G �x� �� t�� ��� d�� ����

�TA TEOREMA BYLA DOKAZANA WY�E W PREDPOLOVENII DOPOLNITELXNOGO
USLOWIQ O KUSO�NO�NEPRERYWNOJ DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCII � �x��

oSWOBODIMSQ OT �TOGO USLOWIQ� rASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX
NEPRERYWNYH KUSO�NO�DIFFERENCIRUEMYH FUNKCIJ �n �x� ��n ��� �
� �n �l� � ��� RAWNOMERNO SHODQ�U�SQ K � �x�� �w KA�ESTWE �n �x�
MOVNO WYBRATX� NAPRIMER� FUNKCII� PREDSTAWIMYE LOMANYMI LINI�
QMI� SOWPADA��IMI S � �x� W TO�KAH lk�n� k � �� �� �� � � � � n�� fUNK�
CII un �x� t�� OPREDELQEMYE FORMULOJ ���� �EREZ �n �x�� UDOWLETWO�
RQ�T WSEM USLOWIQM TEOREMY� TAK KAK �n �x� UDOWLETWORQ�T USLOWI�
KUSO�NOJ DIFFERENCIRUEMOSTI� �TI FUNKCII RAWNOMERNO SHODQTSQ I
OPREDELQ�T W PREDELE NEPRERYWNU� FUNKCI� u �x� t�� w SAMOM DELE�
DLQ L�BOGO � MOVNO UKAZATX TAKOE n ���� �TO

j�n� �x� � �n� �x�j � � �� � x � l�� ESLI n�� n� � n ����

TAK KAK �TI FUNKCII PO USLOWI� SHODQTSQ RAWNOMERNO� oTS�DA W SILU
PRINCIPA MAKSIMALXNYH ZNA�ENIJ SLEDUET TAKVE� �TO

jun��x� t�� un��x� t�j � � �� � x � l� � � t � T �� ESLI n�� n� � n����

�TO I DOKAZYWAET RAWNOMERNU� SHODIMOSTX POSLEDOWATELXNOSTI FUNK�
CIJ un �x� t� K NEKOTOROJ NEPRERYWNOJ FUNKCII u �x� t��

eSLI MY� FIKSIROWAW TO�KU �x� t�� PEREJDEM K PREDELU POD ZNAKOM
INTEGRALA� TO POLU�IM� �TO FUNKCIQ

u�x� t� � lim
n��

un�x� t� � lim
n��

lZ
�

G�x� �� t��n��� d� �

lZ
�

G�x� �� t����� d�
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NEPRERYWNA W ZAMKNUTOJ OBLASTI � � x � l� � � t � T I UDOWLETWO�
RQET NA�ALXNOMU USLOWI� ���� w SILU PRIME�ANIQ NA S� ��� NETRUDNO
UBEDITXSQ� �TO ONA TAKVE UDOWLETWORQET URAWNENI� ��� PRI t 
 �� dO�
KAZATELXSTWO TEOREMY ZAKON�ENO�

fORMULA ���� DAET EDINSTWENNOE NEPRERYWNOE RE�ENIE RASSMATRI�
WAEMOJ ZADA�I�

oBRATIMSQ K DOKAZATELXSTWU T E O R EMY E DI N S T W E NN O S TI DLQ SLU�
�AQ KU S O �N O �N E PR E RY W NO J NA � A L X N O J FU NKC II � �x�� NE PRED�
POLAGAQ� �TO �TA FUNKCIQ SOPRQVENA S GRANI�NYMI USLOWIQMI�

fUNKCIQ� NEPRERYWNAQ W OBLASTI t � �� UDOWLETWORQ��AQ URAWNENI�
TEPLOPROWODNOSTI

ut � a�uxx ��

W OBLASTI � 	 x 	 l� t � �� NULEWYM GRANI�NYM USLOWIQM

u ��� t� � u �l� t� � � ���

I NA�ALXNOMU USLOWI�

u �x� �� � � �x�� ���

OPREDELENA ODNOZNA�NO� ESLI�
�� ONA NEPRERYWNA W TO�KAH NEPRERYWNOSTI FUNKCII � �x��
�� OGRANI�ENA W ZAMKNUTOJ OBLASTI � � x � l� � � t � �t�� GDE �t��

PROIZWOLXNOE POLOVITELXNOE �ISLO�
pREDPOLOVIM� �TO TAKAQ FUNKCIQ SU�ESTWUET� o�EWIDNO� �TO W SILU

PRED�ESTWU��EJ TEOREMY ONA MOVET BYTX PREDSTAWLENA W OBLASTI t � �t
FORMULOJ

u �x� t� �

lZ
�

G �x� �� t� �t�� �t
��� d� �t � �t � �� �����

PRI L�BOM �t� GDE �t	 WSPOMOGATELXNOE ZNA�ENIE�

� 	 �t � t� � �t
�x� � u �x� �t��

sOWER�IM PREDELXNYJ PEREHOD W �TOJ FORMULE PRI �t� �� SOHRANQQ x

I t NEIZMENNYMI� pOKAVEM ��� �TO WOZMOVEN PEREHOD POD ZNAKOM INTEGRALA

�� dOKAZYWAEMAQ NIVE TEOREMA QWLQETSQ �ASTNYM SLU�AEM TEOREMY lEBE�
GA O WOZMOVNOSTI PEREHODA K PREDELU POD ZNAKOM INTEGRALA� ESLI POSLEDO�
WATELXNOSTX FUNKCIJ Fn �x� PO�TI WS�DU SHODITSQ K PREDELXNOJ SUMMIRUE�
MOJ FUNKCII F �x� I ESLI �TA POSLEDOWATELXNOSTX OGRANI�ENA SUMMIRUEMOJ
FUNKCIEJ� �TO DOKAZATELXSTWO PRIWODITSQ� �TOBY IZBEVATX POLXZOWANIQ
TEORETIKO�MNOVESTWENNYMI PONQTIQMI� eSLI WOSPOLXZOWATXSQ TEORETIKO�
MNOVESTWENNYMI PONQTIQMI� TO SOWER�ENNO ANALOGI�NO MOVNO DOKAZATX
TEOREMU O TOM� �TO RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI u �x� t�� UDOWLE�
TWORQ��EE NULEWYM GRANI�NYM USLOWIQM� ODNOZNA�NO OPREDELENO�

�� ESLI u �x� t� � F �x�� GDE F �x� 	 NEKOTORAQ SUMMIRUEMAQ FUNKCIQ� I
�� ESLI PO�TI WS�DU

lim
t��

u �x� t� � � �x��

GDE � �x� 	 ZADANNAQ NA�ALXNAQ SUMMIRUEMAQ FUNKCIQ�
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I� SLEDOWATELXNO� FUNKCIQ u �x� t� PREDSTAWIMA W WIDE INTEGRALA�

u �x� t� �

lZ
�

G �x� �� t�� ���d� �� ��� � u ��� ���� ����

ODNOZNA�NO EE OPREDELQ��EGO�
pUSTX x�� x�� � � � � xn 	TO�KI RAZRYWA FUNKCII � �x�� pOLAGAQ x� �

� � I xn�� � l �RIS� ��� I BERQ ZAMKNUTYE OTREZKI Ik � fx � xk � � � x �
� xk�� � � g �k � �� �� � � � � n�� GDE �	 NEKOTOROE FIKSIROWANNOE DOSTATO�NO
MALOE �ISLO� NETRUDNO UBEDITXSQ� �TO PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ IZ �����

rIS� ��

RAWNOMERNO SHODITSQ K PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII IZ ���� NA WSQKOM OTREZKE
Ik �k � �� �� �� � � � � n�� nA OTREZKAH �Ik � f x � xk � � � x � xk � � g �k �

� �� �� �� � � � � n�� �I� � fx � x� � x � x� � � g I �In�� � fx � xn�� � � � x �

� xn�� g PODYNTEGRALXNYE WYRAVENIQ W ���� I ����� OGRANI�ENY NEKOTORYM
�ISLOM N PRI L�BOM �t �� � �t � �t�� W SILU PREDPOLOVENNOJ OGRANI�ENNO�
STI FUNKCII u �x� t� I W SILU NEPRERYWNOSTI G �x� �� t� PRI � � � � l� t � ��

pREDSTAWIM RAZNOSTX INTEGRALOW ���� I ����� W WIDE SUMMY �n � � INTEGRA�
LOW� WZQTYH PO Ik �k � �� �� � � � � n� I �Ik �k � �� �� � � � � n � ��� wOZXMEM

� �
�

�n � �

�

N
�

tOGDA �������
Z
�Ik

 
G �x� �� t� �t�� �t

����G �x� �� t�� ���
!
d�

������� � �

�n � �
�

mOVNO WYBRATX �t NASTOLXKO MALYM� �TO��G �x� �� t� �t�� �t
����G �x� �� t�� ���

�� 	
	

�

l
� �

�n � �
DLQ t � �t NA Ik �k � �� �� � � � � n��

TAK �TOZ
Ik

 
G �x� �� t� �t�� �t

����G �x� �� t�� ���
!
d� 	

	
�

�n � �
DLQ t � �t �k � �� �� � � � � n��
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oTS�DA SLEDUET NERAWENSTWO������
lZ

�

 
G �x� �� t� �t�� �t

����G �x� �� t�� ���
!
d�

������ 	 � DLQ t � �t�

DOKAZYWA��EE ZAKONNOSTX PEREHODA K PREDELU PRI �t� � POD ZNAKOM INTE�
GRALA� tAKIM OBRAZOM� ESLI SU�ESTWUET FUNKCIQ u �x� t�� UDOWLETWORQ��AQ
USLOWIQM TEOREMY� TO ONA PREDSTAWIMA W WIDE ����� �TO I DOKAZYWAET EDIN�
STWENNOSTX TAKOJ FUNKCII�

dOKAVEM TEPERX� �TO FORMULA ���� PREDSTAWLQET OGRANI�EN�

rIS� ��

NOE RE�ENIE URAWNENIQ ���� UDOWLE�
TWORQ��EE USLOWIQM ��� DLQ L��
BOJ KUSO�NO�NEPRERYWNOJ FUNKCII
� �x�� NEPRERYWNOE WO WSEH TO�KAH
NEPRERYWNOSTI � �x��

�TU TEOREMU MY DOKAVEM W DWA
PRIEMA� dOKAVEM� �TO ONA WERNA�
ESLI � �x� 
 LINEJNAQ FUNKCIQ	

� �x� � cx� ����

rASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX WSPOMOGATELXNYH NEPRERYWNYH FUNK�
CIJ �RIS� ���

�n �x� �

���������
cx DLQ � � x � l

�
�� �

n

�
�

� �l � x� DLQ l

�
�� �

n

�
� x � l� � � �n� �� c�

fUNKCII un �x� t�� OPREDELENNYE PRI POMO�I FORMULY ���� DLQ
�n �x�� QWLQ�TSQ NEPRERYWNYMI RE�ENIQMI URAWNENIQ TEPLOPROWOD�
NOSTI S NULEWYMI GRANI�NYMI USLOWIQMI I NA�ALXNYMI USLOWIQMI

un �x� �� � �n �x��

tAK KAK

�n �x� � �n�� �x� �� � x � l��

TO W SILU PRINCIPA MAKSIMALXNYH ZNA�ENIJ

un �x� t� � un�� �x� t��

fUNKCIQ U� �x� � cx QWLQETSQ NEPRERYWNYM RE�ENIEM URAWNENIQ TE�
PLOPROWODNOSTI� w SILU PRINCIPA MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ

un �x� t� � U� �x��

TAK KAK �TO NERAWENSTWO IMEET MESTO PRI x � �� x � l I t � �� tAKIM
OBRAZOM� un �x� t� ESTX MONOTONNO NE UBYWA��AQ POSLEDOWATELXNOSTX�
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OGRANI�ENNAQ SWERHU FUNKCIEJ U� �x�� OTKUDA SLEDUET� �TO �TA POSLE�
DOWATELXNOSTX SHODITSQ� nETRUDNO WIDETX� �TO

u �x� t� � lim
n�� un �x� t� � lim

n��

lZ
�

G �x� �� t��n ��� d� �

�

lZ
�

G �x� �� t�� ��� d� � U� �x��

TAK KAK PEREHOD K PREDELU POD ZNAKOM INTEGRALA ZAKONEN� w SILU PRI�
ME�ANIQ NA S� ��� �TA FUNKCIQ UDOWLETWORQET URAWNENI� I NULEWYM
GRANI�NYM USLOWIQM PRI t 
 �� dOKAVEM� �TO �TA FUNKCIQ NEPRERYW�
NA PRI t � � DLQ � � x � l� pUSTX x� � l� wYBEREM n TAK� �TOBY
x� � l ��� ��n�� w �TOM SLU�AE �n �x�� � U� �x��� pRINIMAQ WO WNIMA�
NIE� �TO

un �x� t� � u �x� t� � U� �x�

I

lim
x�x�
t��

un �x� t� � lim
x�x�

U� �x� � � �x���

ZAKL��AEM� �TO SU�ESTWUET PREDEL

lim
x�x�
t��

u �x� t� � � �x���

NE ZAWISQ�IJ OT SPOSOBA STREMLENIQ x 	 x� I t	 �� oTS�DA I SLE�
DUET NEPRERYWNOSTX u �x� t� W TO�KE �x�� ��� �TA FUNKCIQ OGRANI�ENA�
TAK KAK ONA NE PREWOSHODIT U� �x�� iTAK� DLQ � �x� � cx TEOREMA DO�
KAZANA�

zAMENIW x NA l � x� UBEVDAEMSQ W TOM� �TO TEOREMA WERNA DLQ

� �x� � b �l� x�� �����

oTS�DA SLEDUET� �TO ONA WERNA DLQ L�BOJ FUNKCII TIPA

� �x� � B �Ax�

TAK KAK PODOBNAQ FUNKCIQ MOVET BYTX POLU�ENA SUMMIROWANIEM ����
I ������ dALEE� OTS�DA SLEDUET TAKVE� �TO TEOREMA WERNA DLQ L�BOJ
NEPRERYWNOJ FUNKCII BEZ PREDPOLOVENIQ O TOM� �TO � ��� � � �l� � ��
w SAMOM DELE� L�BU� FUNKCI� � �x� TAKOGO TIPA MOVNO PREDSTAWITX
W WIDE

� �x� �
h
� ��� �

x

l
�� �l�� � ����

i
� � �x��

GDE SLAGAEMOE W KWADRATNYH SKOBKAH
 LINEJNAQ FUNKCIQ� A � �x�

NEPRERYWNAQ FUNKCIQ� OBRA�A��AQSQ W NULX NA KONCAH OTREZKA	



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

� ��� � � �l� � �� tAK KAK MY UBEDILISX UVE W TOM� �TO DLQ KAVDO�
GO SLAGAEMOGO TEOREMA PRIMENIMA� TO OTS�DA SLEDUET� �TO TEOREMA
WERNA I DLQ � �x��

oBRATIMSQ TEPERX K DOKAZATELXSTWU TEOREMY DLQ PROIZWOLXNOJ
KUSO�NO�NEPRERYWNOJ FUNKCII � �x�� fORMULA ���� I W �TOM SLU�AE
OPREDELQET RE�ENIE� UDOWLETWORQ��EE URAWNENI� I NULEWYM GRANI��
NYM USLOWIQM�

pUSTX TO�KA x� 
 KAKAQ�LIBO TO�KA NEPRERYWNOSTI FUNKCII
� �x�� dOKAVEM� �TO DLQ L�BOGO � MOVNO NAJTI 	 ���� TAKOE� �TO
ju �x� t� � � �x��j � �� ESLI jx � x�j � 	 ��� I t � 	 ���� w SILU NEPRE�
RYWNOSTI FUNKCII � �x� W TO�KE x� SU�ESTWUET � ���� TAKOE� �TO

j� �x� � � �x��j � �

�
DLQ jx� x�j � � ����

OTKUDA

� �x��� �

�
� � �x� � � �x�� �

�

�
DLQ jx� x�j � � ���� ����

pOSTROIM WSPOMOGATELXNYE NEPRERYWNYE FUNKCII � �x� I � �x�	

� �x� � � �x�� �
�

�
DLQ jx� x�j � � ����

� �x� � � �x� DLQ jx� x�j 
 � ����
�A�

� �x� � � �x��� �

�
DLQ jx� x�j � � ����

� �x� � � �x� DLQ jx� x�j 
 � ����
�B�

nA INTERWALE jx � x�j 
 � ��� FUNKCII � �x� I � �x� UDOWLETWO�

RQ�T TOLXKO USLOWIQM �A� I �B�� A W OSTALXNOM PROIZWOLXNY� w SILU
NERAWENSTW ����

� �x� � � �x� � � �x�� ����

rASSMOTRIM FUNKCII

�u �x� t� �

lZ
�

G �x� �� t�� ��� d��

u �x� t� �

lZ
�

G �x� �� t�� ��� d��



��� urawneniq paraboli�eskogo tipa �gl� III

wWIDU NEPRERYWNOSTI FUNKCIJ � �x� I � �x� FUNKCII �u �x� t� I

u �x� t� NEPRERYWNY W TO�KE x�� T� E� NAJDETSQ TAKOE 	 ���� �TO

j�u �x� t�� � �x�j � �

�
�

ju �x� t�� � �x�j � �

�

��������� DLQ jx� x�j � 	 ���� t � 	 ����

OTKUDA

�u �x� t� � � �x� �
�

�
� � �x�� � ��

u �x� t� � � �x�� �

�
� � �x��� �

��������� DLQ jx� x�j � 	 ���� t � 	 ����

w SILU NEOTRICATELXNOSTI FUNKCII G �x� �� t� IZ FORMULY ���� SLE�
DUET� �TO

u �x� t� � u �x� t� � �u �x� t�� ����

oTS�DA POLU�AEM NERAWENSTWA

� �x��� � � u �x� t� � � �x�� � � DLQ jx� x�j � 	 ���� t � 	 ���

ILI

ju �x� t�� � �x��j � � DLQ jx� x�j � 	 ���� t � 	 ����

�TO I TREBOWALOSX DOKAZATX� oGRANI�ENNOSTX FUNKCII ju �x� t�j SLE�
DUET IZ ���� I IZ OGRANI�ENNOSTI FUNKCIJ �u �x� t� I u �x� t�� �TIM
TEOREMA DOKAZANA�

��nEODNORODNOE URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI� rASSMOTRIM
NEODNORODNOE URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI

ut � a�uxx � f �x� t� ���

S NA�ALXNYM USLOWIEM

u �x� �� � � ����

I GRANI�NYMI USLOWIQMI

u ��� t� � ��

u �l� t� � ��
���

bUDEM ISKATX RE�ENIE �TOJ ZADA�I u �x� t� W WIDE RQDA fURXE PO SOB�

STWENNYM FUNKCIQM ZADA�I ����� T� E� PO FUNKCIQM sin
�n

l
x	

u �x� t� �

�X
n��

un �t� sin
�n

l
x� ����



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

S�ITAQ PRI �TOM t PARAMETROM� dLQ NAHOVDENIQ FUNKCII u �x� t� NADO
OPREDELITX FUNKCII un �t�� pREDSTAWIM FUNKCI� f �x� t� W WIDE RQDA

f �x� t� �

�X
n��

fn �t� sin
�n

l
x�

GDE

fn �t� �
�

l

lZ
�

f ��� t� sin
�n

l
� d�� ����

pODSTAWIW PREDPOLAGAEMU� FORMU RE�ENIQ W ISHODNOE URAWNENIE ����
BUDEM IMETX

�X
n��

sin
�n

l
x

���n
l

��
a�un �t� � �un �t�� fn �t�

�
� ��

�TO URAWNENIE BUDET UDOWLETWORENO� ESLI WSE KO�FFICIENTY RAZLOVE�
NIQ RAWNY NUL�� T� E�

�un �t� � �a�
��n
l

��
un �t� � fn �t�� ����

pOLXZUQSX NA�ALXNYM USLOWIEM DLQ u �x� t�

u �x� �� �

�X
n��

un ��� sin
�n

l
x � ��

POLU�AEM NA�ALXNOE USLOWIE DLQ un �t�	

un ��� � �� ����

rE�AQ OBYKNOWENNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE ���� S NULEWYM NA�

�ALXNYM USLOWIEM ���� ��� NAHODIM

un �t� �

tZ
�

e� �
�n
l �

�
a� �t��� fn ��� d�� ����

pODSTAWLQQ WYRAVENIE ���� DLQ un �t� W FORMULU ����� POLU�AEM RE�
�ENIE ISHODNOJ ZADA�I W WIDE

u �x� t� �

�X
n��

�� tZ
�

e� �
�n
l �

�
a� �t��� fn ��� d�

�� sin
�n

l
x� ����

�� sM� TEKST� NABRANNYJ MELKIM �RIFTOM W KONCE P�  x � GL� II�



��� urawneniq paraboli�eskogo tipa �gl� III

wOSPOLXZUEMSQ WYRAVENIEM ���� DLQ fn ��� I PREOBRAZUEM NAJDEN�
NOE RE�ENIE ����	

u�x� t� �

tZ
�

lZ
�

�
�

l

�X
n��

e��
�n
l �

�
a� �t��� sin

�n

l
x � sin �n

l
�

�
f��� �� d� d� �

�

tZ
�

lZ
�

G �x� �� t� �� f ��� �� d� d�� ����

GDE

G �x� �� t� �� �
�

l

�X
n��

e� �
�n
l �

�
a� �t��� sin

�n

l
x � sin �n

l
� ����

SOWPADAET S FUNKCIEJ ISTO�NIKA� OPREDELQEMOJ FORMULOJ �����
wYQSNIM FIZI�ESKIJ SMYSL POLU�ENNOGO RE�ENIQ ����

u �x� t� �

tZ
�

lZ
�

G �x� �� t� �� f ��� �� d� d��

pREDPOLOVIM� �TO FUNKCIQ f ��� �� OTLI�NA OT NULQ LI�X W DOSTA�
TO�NO MALOJ OKRESTNOSTI TO�KI M� ���� ���

�� � � � �� ���� �� � � � �� ����

fUNKCIQ F ��� �� � c� f ��� �� PREDSTAWLQET PLOTNOSTX TEPLOWYH IS�
TO�NIKOW� oB�EE KOLI�ESTWO TEPLA� WYDELQ��EESQ NA OTREZKE ��� l�
ZA WSE WREMQ DEJSTWIQ ISTO�NIKA �T� E� ZA ���� RAWNO

Q �

�����Z
��

���� �Z
��

c� f ��� �� d� d�� ����

pRIMENIM TEOREMU O SREDNEM K WYRAVENI�

u �x� t� �

tZ
�

lZ
�

G �x� �� t� �� f ��� �� d� d� �

�

�����Z
��

�����Z
��

G �x� �� t� �� f ��� �� d� d� � G �x� ��� t� ���
Q

c�
� �u �x� t��

GDE

�� � �� � �� ���� �� � �� � �� ����



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

pEREJDQ K PREDELU PRI �� 	 � I �� 	 �� POLU�IM FUNKCI�

u �x� t� � lim
����
����

�u �x� t� �
Q

c�
G �x� ��� t� ���� ����

KOTORU� MOVNO INTERPRETIROWATX KAK FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO
ISTO�NIKA TEPLA� SOSREDOTO�ENNOGO W TO�KE �� W MOMENT ���

eSLI IZWESTNA FUNKCIQ Q��c�� � G �x� �� t � ��� PREDSTAWLQ��
�AQ DEJSTWIE EDINI�NOGO MGNOWENNOGO SOSREDOTO�ENNOGO ISTO�NIKA�
TO DEJSTWIE ISTO�NIKOW� NEPRERYWNO RASPREDELENNYH S PLOTNOSTX�
F �x� t� � c� f �x� t�� DOLVNO WYRAVATXSQ FORMULOJ ����� KAK �TO NE�
POSREDSTWENNO SLEDUET IZ FIZI�ESKOGO SMYSLA FUNKCII G �x� �� t� ���

iTAK� TEMPERATURNOE WLIQNIE TEPLOWYH ISTO�NIKOW� DEJSTWU��IH
W OBLASTI ���� �� ����� ���� �� ����� DAETSQ WYRAVENIEM

G �x� �� t� �� f ��� ������

�
Q

c�
� f ��� ������

�
�

eSLI ISTO�NIKI RASPREDELENY NEPRERYWNO� TO� SUMMIRUQ TEPLOWYE
WLIQNIQ ISTO�NIKOW� DEJSTWU��IH WO WSEJ OBLASTI �� � � l� �� � � t�
POSLE PREDELXNOGO PEREHODA PRI �� 	 � I �� 	 � POLU�IM

u �x� t� �

tZ
�

lZ
�

G �x� �� t� �� f ��� �� d� d��

tAKIM OBRAZOM� ISHODQ IZ FIZI�ESKOGO SMYSLA FUNKCII ISTO�NIKA
G �x� �� t�� MOVNO BYLO BY SRAZU NAPISATX WYRAVENIE ���� DLQ FUNK�
CII� DA��EJ RE�ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ�

iMEQ FORMU� W KOTOROJ DOLVNO PREDSTAWLQTXSQ RE�ENIE ZADA�I�
MOVNO ISSLEDOWATX USLOWIQ PRIMENIMOSTI �TOJ FORMULY W OTNO�ENII
FUNKCII f ��� ��� mY NE BUDEM PROWODITX �TOGO ISSLEDOWANIQ�

mY RASSMATRIWALI ZDESX NEODNORODNOE URAWNENIE S NULEWYMI NA�
�ALXNYMI USLOWIQMI� eSLI NA�ALXNOE USLOWIE OTLI�NO OT NULQ� TO K
�TOMU RE�ENI� SLEDUET PRIBAWITX RE�ENIE ODNORODNOGO URAWNENIQ S
ZADANNYM NA�ALXNYM USLOWIEM u �x� �� � � �x�� NAJDENNOE W P� ��

�� oB�AQ PERWAQ KRAEWAQ ZADA�A� rASSMOTRIM OB�U� PERWU�
KRAEWU� ZADA�U DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI�

nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ

ut � a�uxx � f �x� t� ���

S DOPOLNITELXNYMI USLOWIQMI

u �x� �� � � �x�� ���

u ��� t� � �� �t��

u �l� t� � �� �t��

�
���

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ



��� urawneniq paraboli�eskogo tipa �gl� III

wWEDEM NOWU� NEIZWESTNU� FUNKCI� v �x� t�	

u �x� t� � U �x� t� � v �x� t�� ����

PREDSTAWLQ��U� OTKLONENIE OT NEKOTOROJ IZWESTNOJ FUNKCII U�x� t��
�TA FUNKCIQ v �x� t� BUDET OPREDELQTXSQ KAK RE�ENIE URAWNENIQ

vt � a�vxx � �f �x� t��

�f �x� t� � f �x� t�� �Ut � a�Uxx��

S DOPOLNITELXNYMI USLOWIQMI

v �x� �� � �� �x�� �� �x� � � �x� � U �x� ���

v ��� t� � ��� �t�� ��� �t� � �� �t�� U ��� t��

v �l� t� � ��� �t�� ��� �t� � �� �t�� U �l� t��

wYBEREM WSPOMOGATELXNU� FUNKCI� U �x� t� TAK� �TOBY

��� �t� � � I ��� �t� � ��

DLQ �EGO DOSTATO�NO POLOVITX �SM� GL� II� x �� P� ��
U �x� t� � �� �t� �

x

l
��� �t�� �� �t���

tAKIM OBRAZOM� NAHOVDENIE FUNKCII u �x� t�� DA��EJ RE�ENIE OB�EJ
KRAEWOJ ZADA�I� SWEDENO K NAHOVDENI� FUNKCII v �x� t�� DA��EJ RE�
�ENIE KRAEWOJ ZADA�I S NULEWYMI GRANI�NYMI USLOWIQMI� mETOD NA�
HOVDENIQ FUNKCII v �x� t� DAN W P� ��

iZLOVENNAQ WY�E FORMALXNAQ SHEMA RE�ENIQ ZADA� PRI NALI�II
NEODNORODNOSTEJ W URAWNENII I GRANI�NYH USLOWIQH NE WSEGDA UDOBNA
DLQ PREDSTAWLENIQ ISKOMOJ FUNKCII u �x� t�� tRUDNOSTI� WOZNIKA��
�IE PRI NAHOVDENII WSPOMOGATELXNOJ FUNKCII v �x� t�� ZAWISQT OT
FUNKCII U �x� t�� OT KOTOROJ I�ETSQ OTKLONENIE�

w �ASTNOSTI� DLQ ZADA� SO STACIONARNYMI NEODNORODNOSTQMI
UDOBNEE WYDELQTX STACIONARNOE RE�ENIE I ISKATX OTKLONENIE OT �TOGO
RE�ENIQ �SM� GL� II� x �� P� ���

rASSMOTRIM� NAPRIMER� ZADA�U DLQ OGRANI�ENNOGO STERVNQ ��� l��
KONCY KOTOROGO PODDERVIWA�TSQ PRI POSTOQNNYH TEMPERATURAH u� I
u�	

ut � a�uxx�

u �x� �� � � �x��

u ��� t� � u��

u �l� t� � u��

rE�ENIE BUDEM ISKATX W WIDE SUMMY

u �x� t� � �u �x� � v �x� t��



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

GDE �u �x�
 STACIONARNAQ TEMPERATURA� A v �x� t�
 OTKLONENIE OT STA�
CIONARNOJ TEMPERATURY�

dLQ FUNKCIJ �u �x� I v �x� t� BUDEM IMETX USLOWIQ

�u�� � �� vt � a�vxx�

�u ��� � u�� v �x� �� � � �x�� �u �x� � �� �x��

�u �l� � u�� v ��� t� � v �l� t� � ��

oTS�DA NAHODIM

�u �x� � u� �
x

l
�u� � u���

fUNKCI� v �x� t�� OPREDELQEMU� NA�ALXNYM USLOWIEM I ODNOROD�
NYMI GRANI�NYMI USLOWIQMI� BEZ TRUDA NAHODIM METODOM RAZDELENIQ
PEREMENNYH�

zA D A � I

�� wYWESTI URAWNENIE DLQ PROCESSA NAGREWANIQ ODNORODNOJ TONKOJ PRO�
WOLOKI POSTOQNNYM �LEKTRI�ESKIM TOKOM� ESLI NA EE POWERHNOSTI PROISHO�
DIT TEPLOOBMEN S OKRUVA��EJ SREDOJ�

�� wYWESTI URAWNENIE DIFFUZII W SREDE� RAWNOMERNO DWIVU�EJSQ W NA�
PRAWLENII OSI x SO SKOROSTX� w� rASSMOTRETX SLU�AJ ODNOJ NEZAWISIMOJ
PEREMENNOJ�

� iSHODQ IZ URAWNENIJ mAKSWELLA� PREDPOLAGAQ Ex � Ez � �� Hz � �
I PRENEBREGAQ TOKAMI SME�ENIQ� POKAZATX� �TO W ODNORODNOJ PROWODQ�EJ
SREDE SOSTAWLQ��AQ �LEKTROMAGNITNOGO POLQ Ey UDOWLETWORQET URAWNENI�

��Ey
�z�

�
��

c�
�Ey
�t

�

GDE �	PROWODIMOSTX SREDY� c	 SKOROSTX SWETA� wYWESTI URAWNENIQ DLQ
Hx�

�� dATX FIZI�ESKOE ISTOLKOWANIE SLEDU��IH GRANI�NYH USLOWIJ W ZA�
DA�AH TEPLOPROWODNOSTI I DIFFUZII�

A� u ��� t� � �� B� ux ��� t� � ��

W� ux ��� t�� hu ��� t� � ��

ux �l� t� � hu �l� t� � �
�h � ���

�� rE�ITX ZADA�U OB OSTYWANII RAWNOMERNO NAGRETOGO ODNORODNOGO
STERVNQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE NA KONCAH� PREDPOLAGAQ OTSUTSTWIE TE�
PLOOBMENA NA BOKOWOJ POWERHNOSTI�

�� nA�ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ u �x� �� � u� � const PRI � 	 x 	 l�
tEMPERATURA KONCOW PODDERVIWAETSQ POSTOQNNOJ� u ��� t� � u�� u �l� t� � u�
PRI � 	 t 	�� nAJTI TEMPERATURU STERVNQ� ESLI TEPLOOBMEN NA BOKOWOJ
POWERHNOSTI OTSUTSTWUET� nAJTI STACIONARNU� TEMPERATURU�

�� rE�ITX ZADA�U � PRI SLEDU��IH GRANI�NYH USLOWIQH� NA ODNOM KON�
CE PODDERVIWAETSQ POSTOQNNAQ TEMPERATURA� DRUGOJ KONEC TEPLOIZOLIROWAN�

���
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�� rE�ITX ZADA�U O NAGREWANII TONKOJ ODNORODNOJ PROWOLOKI POSTOQN�
NYM �LEKTRI�ESKIM TOKOM� ESLI NA�ALXNAQ TEMPERATURA� GRANI�NAQ TEMPE�
RATURA� A TAKVE TEMPERATURA OKRUVA��EJ SREDY RAWNY NUL��

�� cILINDR DLINY l� ZAPOLNENNYJ WOZDUHOM PRI DAWLENII I TEMPERA�
TURE OKRUVA��EJ SREDY� OTKRYWA�T S ODNOGO KONCA W NA�ALXNYJ MOMENT
WREMENI� I IZ OKRUVA��EJ ATMOSFERY� GDE KONCENTRACIQ NEKOTOROGO GAZA
RAWNA u�� NA�INAETSQ DIFFUZIQ GAZA W CILINDR� nAJTI KOLI�ESTWO GAZA�
DIFFUNDIROWAW�EGO ZA WREMQ t� ESLI NA�ALXNAQ KONCENTRACIQ GAZA W CI�
LINDRE RAWNA NUL��

��� rE�ITX ZADA�U � W PREDPOLOVENII� �TO LEWYJ KONEC CILINDRA ZA�
KRYT POLUPRONICAEMOJ PEREGORODKOJ�

��� rE�ITX ZADA�U OB OSTYWANII ODNORODNOGO STERVNQ S TEPLOIZOLI�
ROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX�� ESLI EGO NA�ALXNAQ TEMPERATURA u �x� �� �
� � �x�� A NA KONCAH PROISHODIT TEPLOOBMEN SO SREDOJ NULEWOJ TEMPERATURY�
rASSMOTRETX �ASTNYJ SLU�AJ � �x� � u��

��� rE�ITX ZADA�U ��� PREDPOLAGAQ� �TO TEMPERATURA OKRUVA��EJ SRE�
DY RAWNA U��

�� rE�ITX ZADA�U ��� S�ITAQ� �TO NA BOKOWOJ POWERHNOSTI PROISHODIT
TEPLOOBMEN SO SREDOJ� TEMPERATURA KOTOROJ�

A� RAWNA NUL��
B� POSTOQNNA I RAWNA u��
��� nAJTI USTANOWIW�U�SQ TEMPERATURU STERVNQ� PRENEBREGAQ TEPLO�

OBMENOM NA BOKOWOJ POWERHNOSTI I S�ITAQ� �TO ODIN KONEC STERVNQ TEPLO�
IZOLIROWAN� A KO WTOROMU KONCU PODWODITSQ POTOK TEPLA� GARMONI�ESKI ME�
NQ��IJSQ WO WREMENI�

��� rE�ITX ZADA�U �� S�ITAQ� �TO ODIN KONEC STERVNQ IMEET NULE�
WU� TEMPERATURU� A TEMPERATURA WTOROGO KONCA GARMONI�ESKI MENQETSQ WO
WREMENI�

��� sTERVENX ��� l� SOSTAWLEN IZ DWUH ODNORODNYH KUSKOW ODINAKOWOGO
POPERE�NOGO SE�ENIQ� SOPRIKASA��IHSQ W TO�KE x � x� I OBLADA��IH HA�
RAKTERISTIKAMI a�� k� I a�� k� SOOTWETSTWENNO� nAJTI USTANOWIW�U�SQ
TEMPERATURU W TAKOM STERVNE �TEPLOWYE WOLNY�� ESLI ODIN KONEC STERVNQ
�x � �� PODDERVIWAETSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE� A TEMPERATURA WTOROGO
MENQETSQ SINUSOIDALXNO WO WREMENI�

��� lEWYJ KONEC SOSTAWNOGO STERVNQ IZ ZADA�I �� PODDERVIWAETSQ PRI
TEMPERATURE� RAWNOJ NUL�� A PRAWYJ	PRI TEMPERATURE u �l� t� � u�� NA�
�ALXNAQ VE TEMPERATURA STERVNQ RAWNA NUL�� nAJTI TEMPERATURU u �x� t�
STERVNQ W REGULQRNOM REVIME �PERWYJ �LEN RAZLOVENIQ��

��� nAJTI TEMPERATURU u �x� t� STERVNQ� NA�ALXNAQ TEMPERATURA KOTO�
ROGO RAWNA NUL�� A GRANI�NYE USLOWIQ IME�T WID

u ��� t� � Ae��t� u �l� t� � B�

GDE A� B I � � � 	 POSTOQNNYE�

xxxxxxxxx �� zADA�I NA BESKONE�NOJ PRQMOJ

�� rASPROSTRANENIE TEPLA NA BESKONE�NOJ PRQMOJ� fUNK�
CIQ ISTO�NIKA DLQ NEOGRANI�ENNOJ OBLASTI� rASSMOTRIM NA BES�
KONE�NOJ PRQMOJ ZADA�U S NA�ALXNYMI DANNYMI �ZADA�U kO�I��
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nAJTI OGRANI�ENNU� FUNKCI� u �x� t�� OPREDELENNU� W OBLASTI
�
 � x � 
� t � �� UDOWLETWORQ��U� URAWNENI� TEPLOPROWODNO�
STI

ut � a�uxx� �
 � x �
� t 
 �� ���

I NA�ALXNOMU USLOWI�

u �x� �� � � �x�� �
 � x �
� ���

eSLI � �x�
 NEPRERYWNAQ FUNKCIQ� TO WYPOLNENIE NA�ALXNOGO USLO�
WIQ BUDEM PONIMATX W TOM SMYSLE� �TO FUNKCIQ u �x� t� NEPRERYWNA
PRI t � �� T� E�

lim
t��
x�x�

u �x� t� � � �x���

kAK MY WIDELI W x �� P� �� RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI ODNO�
ZNA�NO OPREDELQETSQ SWOIMI NA�ALXNYMI USLOWIQMI� ESLI ONO OGRANI�
�ENO� pO�TOMU W FORMULIROWKU TEOREM WWODITSQ USLOWIE OGRANI�ENNO�
STI�

dADIM SNA�ALA FORMALXNU� SHEMU RE�ENIQ POSTAWLENNOJ ZADA�I�
OSNOWANNU� NA RAZDELENII PEREMENNYH�

bUDEM ISKATX OGRANI�ENNOE NETRIWIALXNOE RE�ENIE URAWNENIQ
���� PREDSTAWIMOE W WIDE PROIZWEDENIQ

u �x� t� � X �x�T �t�� ���

pODSTAWLQQ WYRAVENIE ��� W ���� POLU�AEM

X ��

X
�

T �

T
� ����

GDE ��
 PARAMETR RAZDELENIQ� oTS�DA SLEDUET

T � � a���T � �� ���

X �� � ��X � �� ���

rE�AQ URAWNENIQ ��� I ���� NAJDEM �ASTNYE RE�ENIQ URAWNENIQ ���
WIDA

u� �x� t� � A ��� e��
�a�t�i�x� ���

UDOWLETWORQ��IE USLOWI� OGRANI�ENNOSTI� zDESX �
 L�BOE WE�E�
STWENNOE �ISLO	 �
 � � � 
� PO�TOMU W ��� WOZXMEM ZNAK �PL�S�
I OBRAZUEM FUNKCI�

u �x� t� �

�Z
��

A ��� e�a
���t�i�x d�� ���
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eSLI PROIZWODNYE� WHODQ�IE W URAWNENIE ���� MOVNO WY�ISLQTX PUTEM
DIFFERENCIROWANIQ POD ZNAKOM INTEGRALA ���� TO FUNKCIQ ���� O�E�
WIDNO� BUDET UDOWLETWORQTX URAWNENI� ��� KAK SUPERPOZICIQ �ASTNYH
RE�ENIJ �TOGO URAWNENIQ�

tREBUQ WYPOLNENIQ NA�ALXNOGO USLOWIQ PRI t � �� BUDEM IMETX

� �x� �

�Z
��

A ��� ei�x d�� ���

wOSPOLXZUEMSQ TEPERX FORMULOJ OBRATNOGO PREOBRAZOWANIQ INTEGRALA
fURXE

A ��� �
�
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�Z
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���� e�i�� d�� ���

pODSTAWLQQ ��� W ��� I MENQQ PORQDOK INTEGRIROWANIQ� POLU�IM
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wNUTRENNIJ INTEGRAL W ���� RAWEN ��
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pODSTAWLQQ ���� W ����� PRIHODIM K INTEGRALXNOMU PREDSTAWLENI� IS�
KOMOGO RE�ENIQ

u �x� t� �

�Z
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G �x� �� t�� ��� d�� ����

GDE

G�x� �� t� �
�

�
p
�a�t

e
� �x����

�a�t � ����

fUNKCI� G �x� �� t�� OPREDELQEMU� FORMULOJ ����� �ASTO NAZYWA�T
FUND AM E N TAL XNYM R E� E N I EM U R A W N EN I Q T E P L OP R O W OD�
N O S TI�

�� bUDA K b� m�� fOMIN s� w� kRATNYE INTEGRALY I RQDY� M�� ���
�
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nEPOSREDSTWENNOJ PROWERKOJ MOVNO UBEDITXSQ W TOM� �TO FUNKCIQ

G �x� �� t� t�� �
Q

c� �
p
�a� �t� t��

e
� �x����

�a� �t�t�� �����

PREDSTAWLQET TEMPERATURU W TO�KE x W MOMENT WREMENI t� ESLI W NA�
�ALXNYJ MOMENT WREMENI t � t� W TO�KE � WYDELQETSQ KOLI�ESTWO TE�
PLA Q � c��

fUNKCIQ G �x� �� t� t�� UDOWLETWORQET URAWNENI� TEPLOPROWODNO�

STI PO PEREMENNYM �x� t� ��� �TO MOVNO PROWERITX NEPOSREDSTWENNYM
DIFFERENCIROWANIEM�

kOLI�ESTWO TEPLA� NAHODQ�EESQ NA OSI x W MOMENT t 
 t�� RAWNO
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G �x� �� t� t�� dx �
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taKIM OBRAZOM� KOLI�ESTWO TEPLA NA NA�EJ PRQMOJ NE MENQETSQ S TE�
�ENIEM WREMENI� fUNKCIQ G �x� �� t � t�� ZAWISIT OT WREMENI TOLXKO
�EREZ ARGUMENT � � a� �t� t��� TAK �TO �TU FUNKCI� MOVNO ZAPISATX

�� w SAMOM DELE�
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W WIDE

G �
�

�
p
�

�p
�
e�

�x����

�� � ������

nA RIS� �� IZOBRAVEN GRAFIK FUNKCII G W ZAWISIMOSTI OT x DLQ RAZ�
LI�NYH ZNA�ENIJ �� pO�TI WSQ PLO�ADX� OGRANI�ENNAQ �TOJ KRIWOJ�
NAHODITSQ NAD PROMEVUTKOM

�� � �� � � ���

GDE �
 SKOLX UGODNO MALOE �ISLO� ESLI TOLXKO � � �� �t � t��

DOSTATO�NO MALOE �ISLO� wELI�INA �TOJ PLO�ADI� UMNOVENNAQ NA c��

rIS� �

RAWNA KOLI�ESTWU TEPLA� PODWEDENNOMU W NA�ALXNYJ MOMENT� tAKIM
OBRAZOM� DLQ MALYH ZNA�ENIJ t� t� 
 � PO�TI WSE TEPLO SOSREDOTO�E�
NO W MALOJ OKRESTNOSTI TO�KI �� iZ SKAZANNOGO WY�E SLEDUET� �TO W
MOMENT t� WSE KOLI�ESTWO TEPLA POME�AETSQ W TO�KE ��

rASSMATRIWAQ IZMENENIE TEMPERATURY W FIKSIROWANNOJ TO�KE x �
� � � h S TE�ENIEM WREMENI PRI h � �� T� E� PRI x � �� POLU�IM

Gx�� �
�

�
p
�

�p
�
�

tAKIM OBRAZOM� TEMPERATURA W �TOJ TO�KE� GDE WYDELQETSQ TEPLO� DLQ
MALYH � NEOGRANI�ENNO WELIKA�
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eSLI x �� �� T� E� h �� �� TO FUNKCIQ G PREDSTAWLQETSQ W WIDE
PROIZWEDENIQ DWUH MNOVITELEJ

Gx	�� �
�

�

�
p
�

�p
�

�
e�

h�

�� �

wTOROJ SOMNOVITELX MENX�E EDINICY	 PRI BOLX�IH � ON PRI�
BLIZITELXNO RAWEN �� PRI MALYH � ON BLIZOK K �� oTS�DA SLEDUET� �TO
Gx	��  Gx�� DLQ BOLX�IH �� Gx	�� � Gx�� DLQ MALYH �� 	EM MENX�
�E h� T� E� �EM BLIVE x K �� TEM BOLX�E WTOROJ MNOVITELX� gRAFIKI
FUNKCIJ Gx�� I Gx	�� PRI h� � h� PRIWEDENY NA RIS� ���

nETRUDNO WIDETX� �TO

lim
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Gx	�� � ��

rASKRYWAQ NEOPREDELENNOSTX� NAHODIM
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fORMULA ����� POKAZYWAET� �TO WO WSQKOJ TO�KE x TEMPERATURA� SO�

rIS� �

ZDAWAEMAQ MGNOWENNYM TO�E�NYM ISTO�NIKOM�
DEJSTWU��IM W NA�ALXNYJ MOMENT t � �� OT�
LI�NA OT NULQ DLQ SKOLX UGODNO MALYH MOMENTOW
WREMENI� pODOBNYJ FAKT MOVNO BYLO BY INTER�
PRETIROWATX KAK REZULXTAT BESKONE�NO BYSTRO�
GO RASPROSTRANENIQ TEPLA �BESKONE�NAQ SKO�
ROSTX�� oDNAKO �TO PROTIWORE�IT MOLEKULQRNO�
KINETI�ESKIM PREDSTAWLENIQM O PRIRODE TEPLA�
tAKOE PROTIWORE�IE POLU�AETSQ W SWQZI S TEM�
�TO WY�E PRI WYWODE URAWNENIQ TEPLOPROWOD�
NOSTI MY POLXZOWALISX FENOMENOLOGI�ESKIMI
PREDSTAWLENIQMI O RASTEKANII TEPLA� NE U�ITYWA��IMI INERCION�
NOSTX PROCESSA DWIVENIQ MOLEKUL�

tEPERX WYQSNIM USLOWIQ PRIMENIMOSTI FORMULY �����
dOKAVEM� �TO FORMULA

u �x� t� �
�

�
p
�

�Z
��

�p
a�t

e
� �x����

�a�t � ��� d�� �����

NAZYWAEMAQ I N T E G R A L OM pU A S c ON A� DLQ L�BOJ OGRANI�ENNOJ
FUNKCII j� ���j � M PREDSTAWLQET PRI t 
 � OGRANI�ENNOE RE�ENIE
URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI� NEPRERYWNO PRIMYKA��EE PRI t � � K
� �x� WO WSEH TO�KAH NEPRERYWNOSTI �TOJ FUNKCII�

dOKAVEM PREDWARITELXNO LEMMU �O B O B� E N NYJ PR I N CI P S U�
P ER P O Z I C I I��

pUSTX FUNKCIQ U �x� t� �� PO PEREMENNYM �x� t� UDOWLETWORQET
LINEJNOMU DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI�

L �U� � �
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PRI L�BOM FIKSIROWANNOM ZNA�ENII PARAMETRA �� tOGDA INTEGRAL

u �x� t� �

Z
U �x� t� ��� ��� d�

TAKVE QWLQETSQ RE�ENIEM TOGO VE URAWNENIQ L �u� � �� ESLI PRO�
IZWODNYE� WHODQ�IE W LINEJNYJ DIFFERENCIALXNYJ OPERATOR L�U��
MOVNO WY�ISLQTX PRI POMO�I DIFFERENCIROWANIQ POD ZNAKOM INTE�
GRALA�

dOKAZATELXSTWO LEMMY KRAJNE PROSTO� lINEJNYJ DIFFERENCIALX�
NYJ OPERATOR L �U� PREDSTAWLQET SUMMU PROIZWODNYH FUNKCII U S
NEKOTORYMI KO�FFICIENTAMI� ZAWISQ�IMI OT x I t� dIFFERENCIRO�
WANIE FUNKCII u� PO PREDPOLOVENI�� MOVNO PROIZWODITX POD ZNAKOM
INTEGRALA� kO�FFICIENTY TAKVE MOVNO WNESTI POD ZNAK INTEGRALA�
oTS�DA SLEDUET� �TO

L �u� �

Z
L �U �x� t� ���� ��� d� � ��

T� E� �TO FUNKCIQ u �x� t� UDOWLETWORQET URAWNENI� L �u� � ��
nAPOMNIM DOSTATO�NYE USLOWIQ DIFFERENCIRUEMOSTI POD ZNAKOM

INTEGRALA� ZAWISQ�EGO OT PARAMETRA�
fUNKCIQ

F �x� �

bZ
a

f �x� �� d�

PRI KONE�NYH PREDELAH a I b DIFFERENCIRUEMA POD ZNAKOM INTEGRALA�

ESLI
f

x
�x� �� QWLQETSQ NEPRERYWNOJ FUNKCIEJ PEREMENNYH x I � W

OBLASTI IH IZMENENIQ ���
nETRUDNO WIDETX TAKVE� �TO FUNKCIQ
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PRI KONE�NYH PREDELAH a I b DIFFERENCIRUEMA POD ZNAKOM INTEGRA�
LA PRI TEH VE USLOWIQH OTNOSITELXNO FUNKCII f �x� �� I PROIZWOLX�
NOJ� OGRANI�ENNOJ �I DAVE ABSOL�TNO INTEGRIRUEMOJ� FUNKCII � ����
eSLI PREDELY INTEGRIROWANIQ BESKONE�NY� TO W �TOM SLU�AE TREBUETSQ
RAWNOMERNAQ SHODIMOSTX INTEGRALA� POLU�ENNOGO W REZULXTATE DIFFE�

RENCIROWANIQ PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII PO PARAMETRU ���
�TI VE ZAME�ANIQ OTNOSQTSQ K KRATNYM INTEGRALAM� ZAWISQ�IM

OT PARAMETROW�

�� sM� bUD A K b� m�� fOMIN s� w� kRATNYE INTEGRALY I RQDY� m��
���
�

�� sM� TAM VE�
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dLQ LINEJNYH URAWNENIJ L �u� � � IMEET MESTO PRINCIP SUPER�
POZICII� ZAKL��A��IJSQ W TOM� �TO FUNKCIQ
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����� W NA�EM SLU�AE RAWNYJ
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O B O B� E N NYM PRI N C I P OM S U P ER P O Z I C I I�

oBRATIMSQ K IZU�ENI� INTEGRALA ������ dOKAVEM� WO�PERWYH� �TO
ESLI FUNKCIQ � �x� OGRANI�ENA� j� �x�j � M � TO INTEGRAL ����� SHO�
DITSQ I PREDSTAWLQET OGRANI�ENNU� FUNKCI�� w SAMOM DELE�
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KOM INTEGRALA PRI BESKONE�NYH PREDELAH DOSTATO�NO UBEDITXSQ W RAW�
NOMERNOJ SHODIMOSTI INTEGRALA� POLU�ENNOGO POSLE DIFFERENCIROWA�
NIQ POD ZNAKOM INTEGRALA� pROWEDEM �TO ISSLEDOWANIE NA PRIMERE PER�
WOJ PROIZWODNOJ PO x�

iTAK� DLQ DOKAZATELXSTWA DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCII ���� PO
x� A TAKVE RAWENSTWA
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DOSTATO�NO UBEDITXSQ W RAWNOMERNOJ SHODIMOSTI INTEGRALA� STOQ�E�
GO SPRAWA� PRI �TOM DLQ USTANOWLENIQ DIFFERENCIRUEMOSTI W TO�KE
�x�� t�� DOSTATO�NO DOKAZATX RAWNOMERNU� SHODIMOSTX INTEGRALA W NE�
KOTOROJ OBLASTI ZNA�ENIJ PEREMENNYH� SODERVA�EJ ISSLEDUEMYE ZNA�
�ENIQ �x�� t��� NAPRIMER W OBLASTI
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SHODITSQ� TAK KAK POD ZNAKOM INTEGRALA STOIT MNOVITELX TIPA �a� �

� b� e�c�
�
� oTS�DA ZAKL��AEM� �TO

u

x
�

�Z
��

G

x
�x� �� t�� ��� d��

aNALOGI�NO DOKAZYWAETSQ WOZMOVNOSTX WY�ISLENIQ WSEH OSTALX�
NYH PROIZWODNYH POD ZNAKOM INTEGRALA� tEM SAMYM DOKAZANO� �TO
FUNKCIQ ����� UDOWLETWORQET URAWNENI� TEPLOPROWODNOSTI�

oBRATIMSQ TEPERX K WYQSNENI� OSNOWNOGO SWOJSTWA INTEGRALA
������ A IMENNO DOKAVEM� �TO

u �x� t�	 � �x�� PRI t	 � I x	 x�

WO WSEH TO�KAH NEPRERYWNOSTI FUNKCII � �x��
iTAK� PUSTX � �x� NEPRERYWNA W NEKOTOROJ TO�KE x�� mY DOLVNY

DOKAZATX� �TO

lim
t��
x�x�

u �x� t� � � �x���

T� E� KAKOWO BY NI BYLO � 
 �� MOVNO UKAZATX TAKOE 	 ���� �TO

ju �x� t�� � �x��j � ��

KOLX SKORO

jx� x�j � 	 ��� I jtj � 	 ����

w SILU PREDPOLAGAEMOJ NEPRERYWNOSTI FUNKCII � �x� W TO�KE x� SU�
�ESTWUET TAKOE � ���� �TO

j� �x� � � �x��j � �

�
� ����

ESLI TOLXKO

jx� x�j � ��

rAZBIWAQ PROMEVUTOK INTEGRIROWANIQ NA �ASTI� PREDSTAWIM
u �x� t� W WIDE SUMMY TREH SLAGAEMYH	
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gLAWNOE SLAGAEMOE �TOJ SUMMY u� MOVNO PREDSTAWITX W WIDE
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pRI jx� x�j � � WERHNIJ PREDEL POLOVITELEN� A NIVNIJ 
 OTRICATE�
LEN� I PRI t	 � WERHNIJ PREDEL STREMITSQ K �
� A NIVNIJ K �
�
oTS�DA SLEDUET� �TO

lim
t��
x�x�

I� � � �x���

tAKIM OBRAZOM� MOVNO UKAZATX TAKOE 	�� �TO

jI� � � �x��j � �

�
� ����

ESLI TOLXKO

jx� x�j � 	� I jtj � 	��

pOKAVEM� �TO OSTALXNYE INTEGRALY	 I�� u� I u�
MALY� oCENIM
PREVDE WSEGO INTEGRAL I�	
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IMEET MESTO NERAWENSTWO
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pOLXZUQSX NERAWENSTWOM ����� a TAKVE TEM� �TO
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sPRAWEDLIWOSTX ����� ���� WYTEKAET IZ TOGO� �TO ESLI x	 x�� TO x� �
� x 
 � I x� � x � �� I ESLI t	 �� TO W POSLEDNIH �LENAH ���� I ����
NIVNIJ I� SOOTWETSTWENNO� WERHNIJ PREDELY STREMQTSQ K �
 I �
�
sLEDOWATELXNO� MOVNO UKAZATX TAKOE 	�� �TO

ju� �x� t�j � �

�
I ju� �x� t�j � �

�
� ����

ESLI TOLXKO

jx� x�j � 	� I jtj � 	��

pOLXZUQSX USTANOWLENNYMI WY�E OCENKAMI ����� ���� I ����� POLU�AEM
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ESLI TOLXKO

jx� x�j � 	 I jtj � 	�

GDE 	 RAWNO NAIMENX�EMU IZ �ISEL 	� I 	��
tAKIM OBRAZOM� MY DOKAZALI� �TO FUNKCIQ

u �x� t� �
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p
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�p
a�t

e
� �x����

�a�t � ��� d� �����

OGRANI�ENA� UDOWLETWORQET URAWNENI� TEPLOPROWODNOSTI I NA�ALXNO�
MU USLOWI��

eSLI NA�ALXNOE ZNA�ENIE ZADAETSQ NE PRI t � �� A PRI t � t�� TO
WYRAVENIE DLQ u �x� t� PRIOBRETAET WID
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� �x� SLEDUET IZ TEOREMY� DOKAZANNOJ W x �� P� �� eSLI NA�ALXNAQ FUNK�
CIQ � �x� IMEET KONE�NOE �ISLO TO�EK RAZRYWA� TO INTEGRAL ������ PRED�
STAWLQET OGRANI�ENNOE RE�ENIE URAWNENIQ ���� NEPRERYWNOE WS�DU�

KROME TO�EK RAZRYWA FUNKCII � �x� ���
rASSMOTRIM W KA�ESTWE PRIMERA SLEDU��U� ZADA�U�
nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI� ESLI NA�ALXNAQ

TEMPERATURA �PRI t � t� � �� IMEET POSTOQNNYE� NO RAZLI�NYE ZNA�
�ENIQ DLQ x 
 � I x � �� A IMENNO	

u �x� �� � � �x� �
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GDE z PREDSTAWLQET ABSCISSU TO�KI� W KOTOROJ OPREDELQETSQ TEMPERA�
TURA� ESLI ZA EDINICU DLINY� W ZAWISIMOSTI OT t� PRINIMAETSQ ZNA�E�
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oTS�DA WIDNO� �TO W TO�KE x � � TEMPERATURA WSE WREMQ POSTOQNNA I
RAWNA POLUSUMME NA�ALXNYH ZNA�ENIJ SPRAWA I SLEWA� TAK KAK � ��� �
� ��

rE�ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ

ut � a�uxx � f �x� t� ��
 � x �
� t 
 ��

S NULEWYM NA�ALXNYM USLOWIEM

u �x� �� � ��

O�EWIDNO� DOLVNO PREDSTAWLQTXSQ FORMULOJ

u �x� t� �

tZ
�

�Z
��

G �x� �� t� �� f ��� �� d� d�� ����

KAK TO SLEDUET IZ SMYSLA FUNKCII G �x� �� �� �SM� x �� P� ��� mY NE
BUDEM PODROBNEE ZANIMATXSQ IZU�ENIEM �TOJ FORMULY I USLOWIJ PRI�
MENIMOSTI� KOTORYE NADO NALOVITX NA FUNKCI� f �x� t��

�� kRAEWYE ZADA�I DLQ POLUOGRANI�ENNOJ PRQMOJ� kAK MY
UVE OTME�ALI W x �� P� �� W TEH SLU�AQH� KOGDA INTERESU�TSQ RASPRE�
DELENIEM TEMPERATURY WBLIZI ODNOGO IZ KONCOW STERVNQ� A WLIQNIE
WTOROGO KONCA NESU�ESTWENNO� PRINIMA�T� �TO WTOROJ KONEC NAHODIT�
SQ W BESKONE�NOSTI� �TO PRIWODIT K ZADA�E OB OPREDELENII RE�ENIQ
URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI

ut � a�uxx� x 
 �� t 
 ��

NA POLUBESKONE�NOJ PRQMOJ x 
 � DLQ ZNA�ENIJ t 
 �� UDOWLETWORQ��
�EGO NA�ALXNOMU USLOWI�

u �x� �� � � �x� �x 
 ��

I GRANI�NOMU USLOWI�� KOTOROE W ZAWISIMOSTI OT ZADANNOGO HARAKTERA
GRANI�NOGO REVIMA BERETSQ W ODNOM IZ SLEDU��IH WIDOW	

u ��� t� � � �t� �PERWAQ KRAEWAQ ZADA�A��

u

x
��� t� � � �t� �WTORAQ KRAEWAQ ZADA�A�

ILI

u

x
��� t� � � �u ��� t�� � �t�� �TRETXQ KRAEWAQ ZADA�A��

w DALXNEJ�EM MY OGRANI�IMSQ PODROBNYM ISSLEDOWANIEM TOLXKO
P ER W OJ K R A E W OJ Z AD A � I� ZAKL��A��EJSQ W OTYSKANII RE�ENIQ
URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI PRI DOPOLNITELXNYH USLOWIQH

u �x� �� � � �x�� u ��� t� � � �t�� ����
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dLQ TOGO �TOBY USLOWIQ ZADA�I OPREDELQLI EDINSTWENNOE RE�ENIE�
NEOBHODIMO NALOVITX NEKOTORYE USLOWIQ W BESKONE�NOSTI� pOTREBUEM
DOPOLNITELXNO� �TOBY FUNKCIQ u �x� t� BYLA WS�DU OGRANI�ENA	

ju �x� t�j � M DLQ � � x �
 I t � ��

GDE M 
 NEKOTORAQ POSTOQNNAQ� oTS�DA SLEDUET� �TO NA�ALXNAQ FUNK�
CIQ � �x� DOLVNA TAKVE UDOWLETWORQTX USLOWI� OGRANI�ENNOSTI	

j� �x�j � M�

rE�ENIE POSTAWLENNOJ ZADA�I MOVNO ZAPISATX W WIDE SUMMY

u �x� t� � u� �x� t� � u� �x� t��

GDE u� �x� t� PREDSTAWLQET WLIQNIE TOLXKO NA�ALXNOGO USLOWIQ� A
u� �x� t�
 TOLXKO GRANI�NOGO USLOWIQ� �TI FUNKCII MOVNO OPREDE�
LITX KAK RE�ENIQ URAWNENIQ ���� UDOWLETWORQ��IE USLOWIQM

u� �x� �� � � �x�� u� ��� t� � � �����

I

u� �x� �� � �� u� ��� t� � � �t�� ������

o�EWIDNO� �TO SUMMA �TIH FUNKCIJ BUDET UDOWLETWORQTX USLOWI�
QM ����� dOKAVEM PREDWARITELXNO DWE LEMMY OTNOSITELXNO FUNKCII
u �x� t�� OPREDELQEMOJ INTEGRALOM pUASSONA	
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pRI �TOM� KONE�NO� PREDPOLAGAETSQ� �TO INTEGRAL� OPREDELQ��IJ
FUNKCI� u �x� t�� SHODITSQ� �TO IMEET MESTO� ESLI � �x� OGRANI�E�
NA� pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ W INTEGRALE
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NE�ETNA OTNOSITELXNO �� TAK KAK QWLQETSQ PROIZWEDENIEM NE�ETNOJ
FUNKCII NA �ETNU�� iNTEGRAL VE OT NE�ETNOJ FUNKCII W PREDELAH�
SIMMETRI�NYH OTNOSITELXNO NA�ALA KOORDINAT� RAWNQETSQ NUL�� SLE�
DOWATELXNO�

u ��� t� � ��

�TO I DOKAZYWAET LEMMU ��
�� eSLI FUNKCIQ � �x� QWLQETSQ �ETNOJ� T� E�

� �x� � � ��x��
TO PROIZWODNAQ FUNKCII u �x� t� IZ FORMULY ���� RAWNA NUL� PRI x �
� �	
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DLQ WSEH t 
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TAK KAK PRI x � � PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ NE�ETNAQ� ESLI � ���

�ETNAQ�

pEREJDEM TEPERX K POSTROENI� FUNKCII u� �x� t�� UDOWLETWORQ��
�EJ USLOWIQM ������

wWEDEM WSPOMOGATELXNU� FUNKCI� U �x� t�� OPREDELENNU� NA BES�
KONE�NOJ PRQMOJ �
� x �
 I UDOWLETWORQ��U� URAWNENI�� A TAK�
VE USLOWIQM

U ��� t� � ��

U �x� �� � � �x� DLQ x 
 ��

�TU FUNKCI�� POLXZUQSX LEMMOJ �� MOVNO OPREDELITX PRI POMO�I NA�
�ALXNOJ FUNKCII ��x�� SOWPADA��EJ S � �x� DLQ x 
 � I QWLQ��EJSQ
NE�ETNYM PRODOLVENIEM � �x� DLQ x � �� T� E�
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rASSMATRIWAQ ZNA�ENIQ FUNKCII U �x� t� TOLXKO W INTERESU��EJ NAS
OBLASTI x � �� POLU�IM

u� �x� t� � U �x� t� PRI x � ��
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pOLXZUQSX OPREDELENIEM FUNKCII ��x�� BUDEM IMETX
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pOLXZUQSX LEMMOJ �� NETRUDNO UBEDITXSQ� �TO RE�ENIE URAWNENIQ
TEPLOPROWODNOSTI S ODNORODNYM GRANI�NYM USLOWIEM WTOROGO RODA
�u�
x
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W WIDE

�u� �x� t� �
�

�
p
�

�Z
�

�p
a�t

�
e
� �x����

�a�t � e
� �x����

�a�t

�
� ��� d�� �����

pRIMENIM POLU�ENNU� FORMULU K RE�ENI� ZADA�I OB OSTYWANII
RAWNOMERNO NAGRETOGO STERVNQ� NA GRANICE KOTOROGO PODDERVIWAETSQ
POSTOQNNAQ TEMPERATURA� KOTORU� MY PRIMEM RAWNOJ NUL�� zADA�A
SOSTOIT W OPREDELENII RE�ENIQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI� UDOWLE�
TWORQ��EGO USLOWIQM

v� �x� t�� � T� v� ��� t� � ��

u�ITYWAQ� �TO NA�ALXNOE USLOWIE ZADAETSQ NE PRI t � �� A PRI
t � t�� WMESTO FORMULY ���� POLU�IM

v� �x� t� �
T

�
p
�
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�

�
e
� �x����

�a� �t�t�� � e
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rAZBIWAQ INTEGRAL NA DWA SLAGAEMYH I WWODQ PEREMENNYE

� �
� � x

�
p
a� �t� t��

� �� �
� � x

�
p
a� �t� t��

�

POLU�AEM

v� �x� t� � T �


x

�
p
a� �t� t��

�
� �����

GDE

� �z� �
�p
�

zZ
�

e��
�
d�


 INTEGRAL O�IBOK�
oBRATIMSQ TEPERX K OTYSKANI� FUNKCII u� �x� t�� PREDSTAWLQ��

�EJ WTORU� �ASTX RE�ENIQ PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I�
pUSTX

� �t� � �� � const�

fUNKCIQ

�v �x� t� � ���


x

�
p
a� �t� t��

�
����

QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI� UDOWLETWORQ��IM
USLOWIQM

�v �x� t�� � ��� �v ��� t� � ��

oTS�DA SLEDUET� �TO FUNKCIQ

v �x� t� � �� � �v �x� t� � ��

	
���


x

�
p
a� �t� t��

�

����

I QWLQETSQ ISKOMOJ� TAK KAK ONA UDOWLETWORQET TOMU VE URAWNENI� I
USLOWIQM

v �x� t�� � � �x 
 �� I v ��� t� � �� �t 
 t���

pREDSTAWIM v �x� t� W WIDE

v �x� t� � �� U �x� t� t���

GDE

U �x� t� t�� � ���


x

�
p
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�

�Z
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�
p
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x �� zada�i na beskone�noj prqmoj ���

QWLQETSQ RE�ENIEM TOJ VE ZADA�I� �TO I v �x� t�� PRI �� � ��
pO OPREDELENI� FUNKCIQ U �x� t � t�� IMEET SMYSL TOLXKO PRI

t � t�� pRODOLVIM OPREDELENIE �TOJ FUNKCII� POLAGAQ

U �x� t� t�� � � DLQ t � t��

o�EWIDNO� �TO �TO OPREDELENIE SOGLASUETSQ SO ZNA�ENIEM FUNKCII
U �x� t� PRI t � � I OPREDELENNAQ TAKIM OBRAZOM FUNKCIQ BUDET
UDOWLETWORQTX URAWNENI� TEPLOPROWODNOSTI DLQ WSEH t PRI x 
 ��
gRANI�NOE ZNA�ENIE �TOJ FUNKCII �PRI x � �� QWLQETSQ STUPEN�A�
TOJ FUNKCIEJ� RAWNOJ NUL� PRI t � t� I RAWNOJ EDINICE PRI t 
 t��
fUNKCIQ U �x� t� WESXMA �ASTO WSTRE�AETSQ W PRILOVENIQH I QWLQETSQ
WSPOMOGATELXNYM ZWENOM DLQ NAHOVDENIQ FUNKCII u� �x� t��

rASSMOTRIM WTORU� WSPOMOGATELXNU� ZADA�U� ZAKL��A��U�SQ W
NAHOVDENII RE�ENIQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI SO SLEDU��IMI NA�
�ALXNYMI I GRANI�NYMI USLOWIQMI	

v �x� t�� � �� v ��� t� � � �t� �

�
�� DLQ t� � t � t��

� DLQ t 
 t��

nEPOSREDSTWENNOJ PROWERKOJ NETRUDNO UBEDITXSQ� �TO

v �x� t� � ��

�
U �x� t� t��� U �x� t� t��

�
�

wOOB�E� ESLI GRANI�NAQ FUNKCIQ � �t� ZADAETSQ W WIDE STUPEN�ATOJ
FUNKCII	

� �t� �

���������
�� DLQ t� � t � t��

�� DLQ t� � t � t��

� � � � � � � � �

�n�� DLQ tn�� � t � tn�

TO� RASSUVDAQ SOWER�ENNO ANALOGI�NO� POLU�IM� �TO RE�ENIE KRAEWOJ
ZADA�I S PODOBNOJ FUNKCIEJ � �t� MOVET BYTX ZAPISANO SLEDU��IM
OBRAZOM	

u �x� t� �

n��X
i��

�i

�
U �x� t� ti�� U �x� t� ti���

�
� �n�� U �x� t� tn����

����
pOLXZUQSX TEOREMOJ O KONE�NOM PRIRA�ENII� POLU�AEM

u �x� t� �

n��X
i��

�i
U �x� t� ��

t

����
�i

�� � �n�� U �x� t� tn��� ����

DLQ ti � �i � ti���
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oBRATIMSQ TEPERX K ZADA�E O NAHOVDENIII RE�ENIQ u �x� t� URAW�
NENIQ TEPLOPROWODNOSTI S NULEWYM NA�ALXNYM USLOWIEM I GRANI�NYM
USLOWIEM

u ��� t� � � �t� �t 
 ���

GDE � �t�
 PROIZWOLXNAQ KUSO�NO�NEPRERYWNAQ FUNKCIQ� pRIBLIVEN�
NOE RE�ENIE �TOJ ZADA�I LEGKO POLU�ITX W WIDE ����� ESLI FUNKCI�
� �t� ZAMENITX KUSO�NO�POSTOQNNOJ FUNKCIEJ� pEREHODQ K PREDELU PRI
UMENX�ENII INTERWALOW POSTOQNSTWA WSPOMOGATELXNOJ FUNKCII� POLU�
�AEM� �TO PREDEL SUMMY ���� BUDET RAWEN

tZ
�

U

t
�x� t� ��� ��� d��

TAK KAK PRI x 
 �

lim
t�tn����

�n�� U �x� t� tn��� � ��

o�EWIDNO� �TO ISKOMOE RE�ENIE u� �x� t� WTOROJ ZADA�I DOLVNO BYTX
RAWNO

u� �x� t� �

tZ
�

U

t
�x� t� ��� ��� d�� ����

mY NE BUDEM PODROBNO OSTANAWLIWATXSQ NA PRAWOMERNOSTI PRE�
DELXNOGO PEREHODA I WYQSNENII USLOWIJ PRIMENIMOSTI �TOJ FORMULY
W OTNO�ENII FUNKCII � ����

nETRUDNO UBEDITXSQ W TOM� �TO

U

t
�x� t� �
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tAKIM OBRAZOM� ISKOMOE RE�ENIE W SLU�AE PROIZWOLXNOJ FUNKCII
� �t� MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDE

u� �x� t� �
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ILI

u� �x� t� � �a�
tZ

t�

G

�
�x� �� t� ��� ��� d� ��� ����

oTMETIM� �TO W PROCESSE POLU�ENIQ FORMULY ���� MY NE POLXZO�
WALISX NIKAKIMI SPECIALXNYMI SWOJSTWAMI URAWNENIQ TEPLOPROWOD�
NOSTI� KROME EGO LINEJNOSTI� mY NIGDE NE POLXZOWALISX TAKVE ANA�
LITI�ESKOJ FORMOJ FUNKCII U �x� t�� DLQ NAS BYLO WAVNO TOLXKO TO�
�TO ONA UDOWLETWORQET GRANI�NYM I NA�ALXNYM USLOWIQM

U ��� t� � � DLQ t 
 ��

U �x� �� � � DLQ x 
 �

ILI

U ��� t� �

�
� DLQ t 
 ��

� DLQ t � ��

o�EWIDNO� �TO KOGDA MY IMEEM DELO S RE�ENIEM KAKOGO�LIBO LI�
NEJNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ PRI GRANI�NOM USLOWII

u ��� t� � � �t� �t 
 ���

NULEWYH NA�ALXNYH USLOWIQH I NULEWYH DOPOLNITELXNYH GRANI�NYH
USLOWIQH� ESLI TAKIE IME�T MESTO �NAPRIMER� PRI x � l�� TO RE�ENIE
�TOJ ZADA�I MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDE

u �x� t� �

tZ
�

U

t
�x� t� ��� ��� d�� ����

GDE U �x� t�
 RE�ENIE ANALOGI�NOJ KRAEWOJ ZADA�I PRI

U ��� t� � ��

sFORMULIROWANNYJ ZDESX PRINCIP� NAZYWAEMYJ PR I N C I P OM
d�G AM E L Q� POKAZYWAET� �TO OSNOWNU� TRUDNOSTX PRI RE�ENII KRAE�
WYH ZADA� PREDSTAWLQET POSTOQNNOE GRANI�NOE ZNA�ENIE� eSLI KRAEWAQ
ZADA�A S POSTOQNNYM GRANI�NYM ZNA�ENIEM RE�ENA� TO RE�ENIE KRAE�
WOJ ZADA�I S PEREMENNYM GRANI�NYM USLOWIEM WYRAVAETSQ FORMULOJ
����� �TIM PRINCIPOM �ASTO POLXZU�TSQ PRI RE�ENII MNOGIH KRAEWYH
ZADA�� PRIWODQ RE�ENIE TOLXKO DLQ POSTOQNNOGO GRANI�NOGO USLOWIQ�
NE OGOWARIWAQ� �TO RE�ENIE KRAEWOJ ZADA�I S PEREMENNYM � �t� DAETSQ
FORMULOJ �����

�� �TO PREDSTAWLENIE RE�ENIQ PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I S NULEWYMI NA�ALX�
NYMI USLOWIQMI DANO ZDESX DLQ UDOBSTWA SRAWNENIQ S RE�ENIEM TOJ VE ZA�
DA�I� POLU�ENNYM W GL� VI� x  DRUGIM METODOM�
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sUMMA FUNKCIJ

u� �x� t� � u� �x� t�

DAET RE�ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I DLQ POLUBESKONE�NOJ PRQMOJ DLQ
ODNORODNOGO URAWNENIQ�

pOLXZUQSX FORMULOJ ���� IZ x �� P� � I PRINCIPOM NE�ETNOGO PRO�
DOLVENIQ� NETRUDNO UBEDITXSQ W TOM� �TO RE�ENIE NEODNORODNOGO URAW�
NENIQ

ut � a�uxx � f �x� t� �� � x �
� t 
 ��

PRI NULEWOM NA�ALXNOM I NULEWOM GRANI�NOM USLOWIQH �u ��� t� � ��
DAETSQ FORMULOJ

u� �x� t� �
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p
�

tZ
�

�Z
�

�p
a� �t� ��

�
e
� �x����

�a� �t��� � e
� �x����

�a� �t���

�
f��� �� d� d�� ����

sUMMA

u� �x� t� � u� �x� t� � u� �x� t� � u �x� t�

DAET RE�ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I

ut � a�uxx � f �x� t��

u ��� t� � � �t�� u �x� �� � � �x��

xxxxxxxxx �� zADA�I BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ
eSLI IZU�AETSQ PROCESS TEPLOPROWODNOSTI W MOMENT� DOSTATO�NO

UDALENNYJ OT NA�ALXNOGO� TO WLIQNIE NA�ALXNYH USLOWIJ PRAKTI�E�
SKI NE SKAZYWAETSQ NA RASPREDELENII TEMPERATURY W MOMENT NABL�DE�
NIQ� w �TOM SLU�AE STAWITSQ ZADA�A OB OTYSKANII RE�ENIQ URAWNENIQ
TEPLOPROWODNOSTI� UDOWLETWORQ��EGO GRANI�NYM USLOWIQM ODNOGO IZ
TREH TIPOW� ZADANNYM DLQ WSEH t 
 �
� eSLI STERVENX OGRANI�EN� TO
ZADA�TSQ GRANI�NYE USLOWIQ NA OBOIH KONCAH STERVNQ� dLQ POLUBES�
KONE�NOGO STERVNQ ZADAETSQ LI�X ODNO GRANI�NOE USLOWIE�

rASSMOTRIM PERWU� KRAEWU� ZADA�U DLQ POLUBESKONE�NOGO STERV�
NQ�

nAJTI OGRANI�ENNOE RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI W
OBLASTI x 
 �� UDOWLETWORQ��EE USLOWI�

u ��� t� � � �t�� ���

GDE � �t�� ZADANNAQ FUNKCIQ� pREDPOLAGAETSQ� �TO FUNKCII u �x� t�
I � �t� OGRANI�ENY WS�DU� T� E�

ju �x� t�j � M�

j� �t�j � M�



x � zada�i bez na�alxnyh uslowij ���

kAK BUDET POKAZANO NIVE �SM� TEKST� NABRANNYJ MELKIM �RIFTOM��
FUNKCIQ u �x� t� OPREDELQETSQ ODNOZNA�NO� wOZXMEM NAIBOLEE �ASTO
WSTRE�A��IJSQ SLU�AJ GRANI�NOGO USLOWIQ

� �t� � A cos�t� ���

�TA ZADA�A IZU�ALASX E�E fURXE I WPERWYE BYLA PRIMENENA PRI OPRE�
DELENII TEMPERATURNYH KOLEBANIJ PO�WY �SM� pRILOVENIE I��

zAPI�EM GRANI�NOE USLOWIE W WIDE

� �t� � Aei�t� ����

iZ LINEJNOSTI URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI SLEDUET� �TO DEJSTWITELX�
NAQ I MNIMAQ �ASTI NEKOTOROGO KOMPLEKSNOGO RE�ENIQ URAWNENIQ TE�
PLOPROWODNOSTI� KAVDAQ W OTDELXNOSTI� UDOWLETWORQ�T TOMU VE URAW�
NENI��

eSLI NAJDENO RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI� UDOWLETWORQ�
��EE USLOWI� ����� TO EGO DEJSTWITELXNAQ �ASTX UDOWLETWORQET USLO�
WI� ���� A MNIMAQ
 USLOWI�

u ��� t� � �� �t� � A sin�t�

iTAK� RASSMOTRIM ZADA�U

ut � a�uxx� ���

u ��� t� � Aei�t�

eE RE�ENIE BUDEM ISKATX W WIDE

u �x� t� � Ae�x��t� ���

GDE � I �
 NE OPREDELENNYE POKA POSTOQNNYE�
pODSTAWLQQ WYRAVENIE ��� W URAWNENIE ��� I GRANI�NOE USLOWIE�
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UDOWLETWORQET URAWNENI� TEPLOPROWODNOSTI I GRANI�NOMU USLOWI�
���� fORMULA ��� W ZAWISIMOSTI OT WYBORA ZNAKA OPREDELQET NE OD�
NU� A DWE FUNKCII� oDNAKO TOLXKO FUNKCIQ� SOOTWETSTWU��AQ ZNAKU
�MINUS�� UDOWLETWORQET TREBOWANI� OGRANI�ENNOSTI� tAKIM OBRAZOM�
RE�ENIE POSTAWLENNOJ ZADA�I POLU�AEM W WIDE

u �x� t� � A exp

�
�

r
�

�a�
x

�
cos

�
�

r
�

�a�
x� �t

�
� ���

aNALOGI�NO RE�AETSQ ZADA�A BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ DLQ OGRANI�
�ENNOGO OTREZKA

ut � a�uxx�

u ��� t� � A cos�t�

u �l� t� � ��

����� ���

pEREPISYWAQ GRANI�NYE USLOWIQ W WIDE

!u ��� t� � Ae�i�t� !u �l� t� � ��

BUDEM ISKATX RE�ENIE W FORME

!u �x� t� � X �x� e�i�t� ���

pODSTAWIW �TO WYRAVENIE W URAWNENIE ���� POLU�IM DLQ FUNKCII
X �x� URAWNENIE

X �� �
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X � �� ILI X �� � ��X � ��

� �

r
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a�
�

r
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�a�
�� � i��

����

I DOPOLNITELXNYE USLOWIQ

X ��� � A� X �l� � �� ����

oTS�DA DLQ FUNKCII X �x� BUDEM IMETX

X �x� � A
sin � �l � x�

sin �l
� X� �x� � iX� �x�� ����

GDE X� I X�
 WE�ESTWENNAQ I MNIMAQ �ASTI FUNKCII X �x�� dLQ
FUNKCII !u �x� t� POLU�AEM WYRAVENIE

!u �x� t� � A
sin � �l � x�

sin �l
e�i�t� ����

wYDELQQ WE�ESTWENNU� �ASTX FUNKCII !u �x� t�� NAHODIM RE�ENIE IS�
HODNOJ ZADA�I BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ W WIDE

u �x� t� � X� �x� cos�t�X� �x� sin�t� ����



x � zada�i bez na�alxnyh uslowij ���

mY NE DAEM ZDESX QWNOGO WYRAVENIQ DLQ X� I X�� HOTQ �TO I NETRUDNO
SDELATX�

eSLI GRANI�NAQ FUNKCIQ PREDSTAWLQET SOBOJ KOMBINACI� GARMO�
NIK RAZNYH �ASTOT� TO RE�ENIE TAKOJ ZADA�I MOVET BYTX POLU�ENO KAK
SUPERPOZICIQ RE�ENIJ� SOOTWETSTWU��IH OTDELXNYM GARMONIKAM�

dOKAVEM EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ ZADA�I BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ DLQ
POLUOGRANI�ENNOJ PRQMOJ� bUDEM ISHODITX IZ FORMULY
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KOTORAQ PREDSTAWLQET L�BOE OGRANI�ENNOE RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWOD�
NOSTI �EREZ EGO NA�ALXNOE ZNA�ENIE u �x� t�� I GRANI�NOE u ��� t� � � �t� W
OBLASTI x � �� t � t��

pOKAVEM� �TO

lim
t����
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ESLI TOLXKO
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oTS�DA I SLEDUET RAWENSTWO ����� TAK KAK x I t FIKSIROWANY� A t� ����
eSLI W FORMULE ���� FIKSIROWATX x I t I USTREMITX t� ���� TO u �x� t�
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BUDET RAWNO PREDELU TOLXKO PERWOGO SLAGAEMOGO I MY POLU�IM FORMULU

u �x� t� �
a�

�
p
�

tZ
��

x

�a� �t� � ��
	��

e
� x�

�a� �t��� � �� �d�� ��
�

DOKAZYWA��U�� �TO DWUH RAZLI�NYH RE�ENIJ NA�EJ ZADA�I BYTX NE MOVET�
mOVNO TAKVE DOKAZATX� �TO DLQ L�BOJ OGRANI�ENNOJ KUSO�NO�NEPRERYWNOJ
FUNKCII � �t� FORMULA ��
� PREDSTAWLQET RE�ENIE POSTAWLENNOJ ZADA�I�

aNALOGI�NO MOVET BYTX ISSLEDOWANA ZADA�A BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ DLQ
OGRANI�ENNOGO OTREZKA �� � x � l�� �TA ZADA�A BEZ USLOWIQ OGRANI�ENNOSTI
IMEET MNOGOZNA�NOE RE�ENIE� TAK KAK FUNKCIQ

un �x� t� � C e
�
%
�n
l

&�
a�t

sin
�n

l
x

PRI L�BOM n PREDSTAWLQET RE�ENIE �TOJ ZADA�I S NULEWYMI GRANI�NYMI
ZNA�ENIQMI� oDNAKO RE�ENIQ TAKOGO TIPA PRI t��� NE OGRANI�ENY I NE
SOSTAWLQET TRUDA DOKAZATX EDINSTWENNOSTX OGRANI�ENNOGO RE�ENIQ POSTA�
WLENNOJ ZADA�I�

zada�i k glawe III

�� nAJTI FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO�E�NOGO ISTO�NIKA TEPLA
DLQ�

A� POLUOGRANI�ENNOGO STERVNQ PRI GRANI�NYH USLOWIQH ��GO I ��GO RODA
I PRI OTSUTSTWII TEPLOOBMENA NA BOKOWOJ POWERHNOSTI�

B� NEOGRANI�ENNOGO STERVNQ PRI NALI�II TEPLOOBMENA NA BOKOWOJ PO�
WERHNOSTI�

W� POLUOGRANI�ENNOGO STERVNQ PRI NALI�II TEPLOOBMENA NA BOKOWOJ
POWERHNOSTI I PRI GRANI�NYH USLOWIQH PERWYH DWUH TIPOW�

��nAJTI FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO�E�NOGO ISTO�NIKA TEPLA DLQ
POLUOGRANI�ENNOGO STERVNQ S TEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX�

DLQ TRETXEJ KRAEWOJ ZADA�I �GRANI�NOE USLOWIE WIDA
�u

�x
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� f �t���
� rE�ITX URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI DLQ SLU�AEW� OPISANNYH W ZA�

DA�AH �A 	 �W� ESLI�
�� W TO�KE x � �� DEJSTWUET ISTO�NIK TEPLA Q � Q �t�� W �ASTNOSTI

Q � Q� � const�
�� ZADANO NA�ALXNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY u �x� �� � � �x�� W

�ASTNOSTI

� �x� �
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u� PRI � 	 x 	 l�

� WNE INTERWALA ��� l��

�� TEPLOWYE ISTO�NIKI RASPREDELENY S PLOTNOSTX� f �x� t� PO WSEMU
STERVN�� A NA�ALXNAQ TEMPERATURA RAWNA NUL�� RASSMOTRETX� W �ASTNOSTI�
SLU�AJ f � q� � const �STACIONARNYE ISTO�NIKI��

�� pOLUOGRANI�ENNYJ STERVENX S TEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERH�
NOSTX� BYL RAWNOMERNO NAGRET DO TEMPERATURY

u �x� �� � u� � const �x � ���



zada�i k glawe III ���

kONEC STERVNQ� NA�INAQ S MOMENTA t � �� PODDERVIWAETSQ PRI TEMPERATURE�
RAWNOJ NUL��

u ��� t� � � �t � ���

nAJTI TEMPERATURU STERVNQ u �x� t� I� POLXZUQSX TABLICAMI INTEGRALA
O�IBOK
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POSTROITX GRAFIKI PO x NA INTERWALE � � x � l FUNKCII u �x� t� PRI t �

� l����a�� t � l���a�� t � l��a��
uKAZANIE� uDOBNO WWESTI BEZRAZMERNYE PEREMENNYE

x� � x�l� � � a�t�l�� v � u�u��

�� kONEC POLUOGRANI�ENNOGO CILINDRA W NA�ALXNYJ MOMENT WREMENI
t � � OTKRYWA�T W ATMOSFERE� GDE KONCENTRACIQ NEKOTOROGO GAZA RAWNA u��
nAJTI KONCENTRACI� GAZA W CILINDRE u �x� t� DLQ t � � I x � �� ESLI NA�
�ALXNAQ KONCENTRACIQ u �x� �� � �� pOLXZUQSX TABLICAMI INTEGRALA O�IBOK�
USTANOWITX� �EREZ KAKOE WREMQ W SLOE� OTSTOQ�EM NA RASSTOQNIE l OT KONCA
CILINDRA� KONCENTRACIQ GAZA DOSTIGNET ��" WNE�NEJ KONCENTRACII� nAJTI
ZAKON DWIVENIQ FRONTA POSTOQNNOJ KONCENTRACII�

�� k KONCU POLUOGRANI�ENNOGO STERVNQ� NA�ALXNAQ TEMPERATURA KOTO�
ROGO BYLA RAWNA NUL�� PODWODITSQ TEPLOWOJ POTOK k ux ��� t� � q �t�� nAJTI
TEMPERATURU u �x� t� STERVNQ� ESLI�

A� STERVENX TEPLOIZOLIROWAN S BOKOW�
B� NA BOKOWOJ POWERHNOSTI STERVNQ PROISHODIT TEPLOOBMEN �PO ZAKONU

nX�TONA� SO SREDOJ NULEWOJ TEMPERATURY�
rASSMOTRETX �ASTNYJ SLU�AJ q � q� � const�
�� kONEC POLUOGRANI�ENNOGO STERVNQ PODDERVIWAETSQ PRI POSTOQNNOJ

TEMPERATURE u�� NA BOKOWOJ POWERHNOSTI STERVNQ PROISHODIT TEPLOOBMEN SO
SREDOJ� POSTOQNNAQ TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA u�� nA�ALXNAQ TEMPERATURA
STERVNQ RAWNA NUL�� nAJTI u �x� t� 	 TEMPERATURU STERVNQ�

�� rE�ITX ZADA�I �A� �B� S�ITAQ� �TO u �x� �� � u� � const�
�� nAJTI USTANOWIW�U�SQ TEMPERATURU WDOLX POLUOGRANI�ENNOGO

STERVNQ S TEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX�� NA KONCE KOTOROGO
A� ZADANA TEMPERATURA u ��� t� � A cos�t�
B� ZADAN TEPLOWOJ POTOK Q �t� � B sin�t�
W� PROISHODIT TEPLOOBMEN PO ZAKONU nX�TONA SO SREDOJ� TEMPERATURA

KOTOROJ MENQETSQ PO ZAKONU v �t� � C sin�t�
��� pOLXZUQSX METODOM OTRAVENIQ� POSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ MGNO�

WENNOGO TO�E�NOGO ISTO�NIKA DLQ OGRANI�ENNOGO STERVNQ S TEPLOIZOLIRO�
WANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX� PRI GRANI�NYH USLOWIQH ��GO I ��GO RODA�

���nEOGRANI�ENNYJ STERVENX SOSTAWLEN IZ DWUH ODNORODNYH STERVNEJ�
SOPRIKASA��IHSQ W TO�KE x � � I OBLADA��IH HARAKTERISTIKAMI a�� k� I
a�� k� SOOTWETSTWENNO� nA�ALXNAQ TEMPERATURA

u �x� �� � � �x� �

�
T� PRI x 	 ��

T� PRI x � ��

nAJTI TEMPERATURU u �x� t� STERVNQ DLQ SLU�AQ� KOGDA BOKOWAQ POWERHNOSTX
TEPLOIZOLIROWANA�



��� priloveniq k glawe III

priloveniq k glawe III

I� tEMPERATURNYE WOLNY

zADA�A O RASPROSTRANENII TEMPERATURNYH WOLN W PO�WE QWLQETSQ
ODNIM IZ PERWYH PRIMEROW PRILOVENIQ MATEMATI�ESKOJ TEORII TEPLO�
PROWODNOSTI� RAZWITOJ fURXE� K IZU�ENI� QWLENIJ PRIRODY�

tEMPERATURA NA POWERHNOSTI ZEMLI NOSIT� KAK IZWESTNO� QRKO WY�
RAVENNU� SUTO�NU� I GODOWU� PERIODI�NOSTX� oBRATIMSQ K ZADA�E
O RASPROSTRANENII PERIODI�ESKIH TEMPERATURNYH KOLEBANIJ W PO�WE�
KOTORU� BUDEM RASSMATRIWATX KAK ODNORODNOE POLUPROSTRANSTWO � �
� x � 
� �TA ZADA�A QWLQETSQ HARAKTERNOJ ZADA�EJ BEZ NA�ALXNYH
USLOWIJ� TAK KAK PRI MNOGOKRATNOM POWTORENII TEMPERATURNOGO HODA
NA POWERHNOSTI WLIQNIE NA�ALXNOJ TEMPERATURY BUDET MENX�E WLIQ�
NIQ DRUGIH FAKTOROW� KOTORYMI MY PRENEBREGAEM �NAPRIMER� NEODNO�

RODNOSTX PO�WY�� tAKIM OBRAZOM� PRIHODIM K SLEDU��EJ ZADA�E ���
nAJTI OGRANI�ENNOE RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI
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nA OSNOWANII POLU�ENNOGO RE�ENIQ MOVNO DATX SLEDU��U� HA�
RAKTERISTIKU PROCESSA RASPROSTRANENIQ TEMPERATURNOJ WOLNY W PO��
WE� eSLI TEMPERATURA POWERHNOSTI DLITELXNOE WREMQ PERIODI�ESKI ME�
NQETSQ� TO W PO�WE TAKVE USTANAWLIWA�TSQ KOLEBANIQ TEMPERATURY S
TEM VE PERIODOM� PRI�EM WERNY SLEDU��IE UTWERVDENIQ�

�� aMPLITUDA KOLEBANIJ �KSPONENCIALXNO UBYWAET S GLUBINOJ	
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T� E� ESLI GLUBINY RASTUT W ARIFMETI�ESKOJ PROGRESSII� TO AMPLITUDY
UBYWA�T W GEOMETRI�ESKOJ PROGRESSII �PERWYJ ZAKON fURXE��

�� tEMPERATURNYE KOLEBANIQ W PO�WE PROISHODQT SO SDWIGOM FAZY�
wREMQ 	 OTSTAWANIQMAKSIMUMOW �MINIMUMOW� TEMPERATURY W PO�WE OT

�� kAR S L O U h� s� tEORIQ TEPLOPROWODNOSTI� m�� l�� ��
� gL� III�



I� temperaturnye wolny ���

SOOTWETSTWU��IH MOMENTOW NA POWERHNOSTI PROPORCIONALXNO GLUBINE	
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�WTOROJ ZAKON fURXE��
�� gLUBINA PRONIKNOWENIQ TEPLA W PO�WU ZAWISIT OT PERIODA KO�

LEBANIJ TEMPERATURY NA POWERHNOSTI� oTNOSITELXNOE IZMENENIE TEM�
PERATURNOJ AMPLITUDY RAWNO
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�TA FORMULA POKAZYWAET� �TO �EM MENX�E PERIOD� TEM MENX�E
GLUBINA PRONIKNOWENIQ TEMPERATURY� dLQ TEMPERATURNYH KOLEBANIJ
S PERIODAMI T� I T� GLUBINY x� I x�� NA KOTORYH PROISHODIT ODINA�
KOWOE OTNOSITELXNOE IZMENENIE TEMPERATURY� SWQZANY SOOTNO�ENIEM
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�TRETIJ ZAKON fURXE�� tAK� NAPRIMER� SRAWNENIE SUTO�NYH I GODOWYH
KOLEBANIJ� DLQ KOTORYH T� � ���T�� POKAZYWAET� �TO
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T� E� �TO GLUBINA PRONIKNOWENIQ GODOWYH KOLEBANIJ PRI ODINAKOWOJ
AMPLITUDE NA POWERHNOSTI BYLA BY W ���� RAZA BOLX�E GLUBINY PRO�
NIKNOWENIQ SUTO�NYH KOLEBANIJ�

w KA�ESTWE PRIMERA PRIWEDEM REZULXTATY NABL�DENIJ NAD GODO�

WYMI TEMPERATURNYMI KOLEBANIQMI NA STANCII gO� W pRIAMURXE ��	

gLUBINA �M� � � � 

aMPLITUDY �� C� ���� ��� �� ���

�TI DANNYE POKAZYWA�T� �TO AMPLITUDA GODOWYH KOLEBANIJ NA
GLUBINE � M UMENX�AETSQ DO ����% SWOEGO ZNA�ENIQ NA POWERHNOSTI�
RAWNOGO ������ nA OSNOWANII �TIH DANNYH MOVNO OPREDELITX KO�FFI�
CIENT TEMPERATUROPROWODNOSTI PO�WY� iSPOLXZUQ FORMULY
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��� priloveniq k glawe III

wREMQ ZAPAZDYWANIQ MAKSIMALXNOJ TEMPERATURY NA GLUBINE � M DO�
STIGAET � MESQCEW�

sLEDUET� ODNAKO� IMETX W WIDU� �TO IZLOVENNAQ ZDESX TEORIQ OTNO�
SITSQ K RASPROSTRANENI� TEPLA W SUHOJ PO�WE ILI GORNYH PORODAH� nA�
LI�IE WLAGI USLOVNQET TEMPERATURNYE QWLENIQ W PO�WE� I PRI ZAMER�
ZANII PROISHODIT WYDELENIE SKRYTOJ TEPLOTY� NE U�ITYWAEMOE �TOJ
TEORIEJ�

tEMPERATUROPROWODNOSTX QWLQETSQ ODNOJ IZ HARAKTERISTIK TELA�
WAVNYH DLQ IZU�ENIQ EGO FIZI�ESKIH SWOJSTW� A TAKVE DLQ RAZLI�NYH
TEHNI�ESKIH RAS�ETOW� nA IZU�ENII RASPROSTRANENIQ TEMPERATURNYH
WOLN W STERVNQH OSNOWAN ODIN IZ LABORATORNYH METODOW OPREDELENIQ

TEMPERATUROPROWODNOSTI���
pUSTX NA KONCE DOSTATO�NO DLINNOGO STERVNQ PODDERVIWAETSQ
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�IE KAVDOMU SLAGAEMOMU� POLU�IM� �TO TEMPERATURA u �x� t� DLQ L��
BOGO x BUDET PERIODI�ESKOJ FUNKCIEJ WREMENI I EE n�Q GARMONIKA
RAWNA
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�TA FORMULA POKAZYWAET� �TO ESLI PROIZWESTI IZMERENIE TEM�
PERATURY W KAKIH�NIBUDX DWUH TO�KAH x� I x� ZA POLNYJ PERIOD�
TO� NAHODQ KO�FFICIENTY an �x��� bn �x��� an �x��� bn �x�� PRI POMO�I

�� sPECIALXNYJ FIZI�ESKIJ PRAKTIKUM� m�� l�� ���� t� I� ZADA�A ���



II� wliqnie radioaktiwnogo raspada ���

GARMONI�ESKOGO ANALIZA� MOVNO OPREDELITX KO�FFICIENT TEMPERATU�
ROPROWODNOSTI STERVNQ a��

pERIODI�ESKIE KOLEBANIQ TEMPERATURY W STERVNE MOVNO WYZWATX�
NAPRIMER� SLEDU��IM OBRAZOM� pOMESTIM ODIN IZ KONCOW STERVNQ W
�LEKTRI�ESKU� PE�X I BUDEM �EREZ ODINAKOWYE PROMEVUTKI WREMENI
WKL��ATX I WYKL��ATX TOK� w REZULXTATE TAKOGO PERIODI�ESKOGO NA�
GREWANIQ W STERVNE �EREZ NEKOTOROE WREMQ USTANOWQTSQ PERIODI�ESKIE
KOLEBANIQ TEMPERATURY� iZMERQQ S POMO�X� TERMOPAR TEMPERATURY
u �x�� t� I u �x�� t� W KAKIH�LIBO DWUH TO�KAH x� I x� ZA POLNYJ PERI�
OD IZMENENIQ GRANI�NOGO REVIMA I PODWERGAQ u� I u� OPISANNOJ WY�E
OBRABOTKE� MOVNO OPREDELITX a�
 KO�FFICIENT TEMPERATUROPROWOD�
NOSTI MATERIALA� IZ KOTOROGO SDELAN STERVENX� eSTESTWENNO� �TO DLQ
PRIMENIMOSTI IZLOVENNOJ WY�E TEORII STERVENX DOLVEN BYTX TEPLO�
IZOLIROWAN S BOKOW� A TAKVE NEOBHODIM KONTROLX TEMPERATURY NA DRU�
GOM KONCE STERVNQ� �TOBY IMETX WOZMOVNOSTX POLXZOWATXSQ TEORIEJ
TEMPERATURNYH WOLN W POLUBESKONE�NOM STERVNE�

dLQ WOZMOVNOSTI ISPOLXZOWANIQ TEORII TEMPERATURNYH WOLN W
POLUBESKONE�NOM STERVNE NADO UBEDITXSQ W TOM� �TO TEMPERATURA NA
SWOBODNOM KONCE STERVNQ POSTOQNNA� �TO KONTROLIRUETSQ S POMO�X�
DOPOLNITELXNOJ TERMOPARY�

II� wLIQNIE RADIOAKTIWNOGO RASPADA
NA TEMPERATURU ZEMNOJ KORY

dLQ SUVDENIQ O WNUTRENNEM TEMPERATURNOM SOSTOQNII zEMLI MY
IMEEM NEMNOGIE DANNYE� POLU�AEMYE IZ NABL�DENIJ NA EE POWERHNO�
STI� oSNOWNYE SWEDENIQ O TERMI�ESKOM POLE ZEMNOJ KORY ZAKL��A�TSQ
W SLEDU��EM� sUTO�NYE I GODOWYE KOLEBANIQ TEMPERATURY PROISHODQT
W SRAWNITELXNO TONKOM POWERHNOSTNOM SLOE �PORQDKA ���� M DLQ GO�
DOWYH KOLEBANIJ�� nIVE �TOGO SLOQ TEMPERATURA S TE�ENIEM WREMENI
MENQETSQ O�ENX MEDLENNO�

nABL�DENIQ W �AHTAH I SKWAVINAH� OTNOSQ�IESQ K WERHNIM �� KM
ZEMNOJ KORY� POKAZYWA�T� �TO TEMPERATURA S GLUBINOJ POWY�AETSQ W
SREDNEM NA ��C NA KAVDYE ��� M�

pERWYE POPYTKI DATX TEORETI�ESKOE OB�QSNENIE NABL�DAEMOGO
GEOTERMI�ESKOGO GRADIENTA� OTNOSQ�IESQ K KONCU PRO�LOGO STOLETIQ�

WSTRETILI NEPREODOLIMYE TRUDNOSTI ��� �TI POPYTKI ISHODILI IZ
PREDSTAWLENIQ OB OHLAVDENII zEMLI� RASKALENNOJ W PRO�LOM� nA�ALX�
NAQ TEMPERATURA� HARAKTERIZU��AQ �TOT PROCESS OSTYWANIQ� DOLVNA
IMETX PORQDOK T� � �����C �TEMPERATURA PLAWLENIQ GORNYH POROD��
A POWERHNOSTNAQ TEMPERATURA IMEET PORQDOK ��C I NE MOGLA ZNA�I�
TELXNO �BOLX�E ����� OTKLONQTXSQ OT �TOJ WELI�INY ZA WESX PERIOD
SU�ESTWOWANIQ VIZNI NA zEMLE� pROSTEJ�AQ KOLI�ESTWENNAQ TEORIQ

�� kAR S L O U h� s� tEORIQ TEPLOPROWODNOSTI� m�� l�� ��
� gL� III�
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��� priloveniq k glawe III

OSTYWANIQ zEMLI PRIWODIT K RE�ENI� URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI
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W POLUPROSTRANSTWE � � z �
 PRI SLEDU��IH NA�ALXNYH I GRANI��
NYH USLOWIQH	
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rE�ENIE �TOJ ZADA�I BYLO RASSMOTRENO W x � NASTOQ�EJ GLAWY I
DAETSQ FORMULOJ
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pODSTAWLQQ S�DA IZWESTNYE ZNA�ENIQ GEOTERMI�ESKOGO GRADIENTA
u�z jz�� � � � � � ���
 k�SM� T� � �����C� A TAKVE ZNA�ENIE a� �
� ����� SM��S� SOOTWETSTWU��EE SREDNEMU �KSPERIMENTALXNO OPREDE�
LQEMOMU KO�FFICIENTU TEMPERATUROPROWODNOSTI GRANITOW I BAZALX�
TOW� POLU�IM DLQ PRODOLVITELXNOSTI PROCESSA OSTYWANIQ ZNA�ENIQ
t  ���� � ��� S  �� ��� ��� LET� tAKOE PREDSTAWLENIE O WOZRASTE zEMLI
NIKAK NE SOGLASOWYWALOSX S GEOLOGI�ESKIMI DANNYMI� pRIBLIVENNYJ
HARAKTER RASSMATRIWAEMOJ TEORII �PRENEBREVENIE KRIWIZNOJ zEM�
LI� NEPOSTOQNSTWO KO�FFICIENTA TEMPERATUROPROWODNOSTI� PRIBLI�
VENNOSTX ZNA�ENIQ T�� NE MOVET� KONE�NO� IZMENITX PORQDKA NAJDEN�
NOGO ZNA�ENIQ DLQ WOZRASTA zEMLI� KOTORYJ PO SOWREMENNYM DANNYM
OCENIWAETSQ PRIBLIZITELXNO W � � ��� LET�

fIZI�ESKAQ SHEMA TEMPERATURNOGO REVIMA zEMLI PODWERGLASX SU�
�ESTWENNOMU PERESMOTRU POSLE OTKRYTIQ QWLENIQ R AD I O AK TIW N O�
G O R A S P A D A� rADIOAKTIWNYE �LEMENTY� RASSEQNNYE W ZEMNOJ KORE�
PRI RASPADE WYZYWA�T EE NAGREWANIE� TAK �TO URAWNENIE TEPLOPROWOD�
NOSTI DOLVNO IMETX WID
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GDE A
 OB�EMNAQ PLOTNOSTX TEPLOWYH ISTO�NIKOW� nA OSNOWANII MNO�
GO�ISLENNYH IZMERENIJ RADIOAKTIWNOSTI GORNYH POROD I IH TEPLOWY�
DELENIQ PRINQTO ZNA�ENIE

A  ��� � ����� KAL��SM� � S��
�TO ZNA�ENIE U�ITYWAET TEPLO� WYDELQEMOE URANOM� TORIEM I KALIEM
WMESTE S IH PRODUKTAMI RASPADA�



II� wliqnie radioaktiwnogo raspada ���

pREDPOLOVIM� �TO PLOTNOSTX RADIOAKTIWNYH ISTO�NIKOW WNUTRI
ZEMNOGO �ARA POSTOQNNA I RAWNA ZNA�ENI� A� OPREDELENNOMU DLQ WERH�
NIH SLOEW ZEMNOJ KORY� w �TOM SLU�AE KOLI�ESTWO TEPLA� WYDELQ��E�
GOSQ WO WSEM ZEMNOM �ARE ZA EDINICU WREMENI� BUDET RAWNO
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sDELAEM WTOROE PREDPOLOVENIE O TOM� �TO zEMLQ RADIOAKTIWNYM TE�
PLOM NE NAGREWAETSQ� w �TOM SLU�AE POTOK TEPLA �EREZ EDINICU POWERH�
NOSTI

q � k
u

z
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GDE k I u�z jz�� SUTX KO�FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI I GEOTERMI�
�ESKIJ GRADIENT U POWERHNOSTI zEMLI�

oTS�DA DLQ u�z PRI z � � NAHODIM ZNA�ENIE
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z
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�
AR
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�� ��� � ���� k�SM�

GDE R � ��� � ��� KM
 RADIUS zEMLI I k � �����
 SREDNEE ZNA�ENIE
KO�FFICIENTA TEPLOPROWODNOSTI OSADO�NYH POROD�

tAKIM OBRAZOM� GEOTERMI�ESKIJ GRADIENT� WY�ISLENNYJ W PRED�
POLOVENII� �TO RASPREDELENIE RADIOAKTIWNYH �LEMENTOW POSTOQNNO I
�TO zEMLQ NE NAGREWAETSQ BLAGODARQ RADIOAKTIWNOMU RASPADU� NA DWA
PORQDKA PREWY�AET NABL�DAEMOE ZNA�ENIE GEOTERMI�ESKOGO KO�FFI�
CIENTA

� � � � ���
 k�SM�
oTKAVEMSQ OT GIPOTEZY POSTOQNSTWA RASPREDELENIQ RADIOAKTIW�

NYH �LEMENTOW I PREDPOLOVIM� �TO RADIOAKTIWNYE �LEMENTY RASPO�
LOVENY W SLOE MO�NOSTI H U POWERHNOSTI zEMLI� pRENEBREGAQ KRI�
WIZNOJ zEMLI� POLU�IM DLQ OPREDELENIQ STACIONARNOJ TEMPERATURY
URAWNENIE

�u

z�
�

������
A

k
DLQ � � z � H�

� DLQ z 
 H

S USLOWIQMI

u ��� � ��

u

z

����
z��

� ��



��� priloveniq k glawe III

o�EWIDNO� �TO RE�ENIE POSTAWLENNOJ ZADA�I RAWNO
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k
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� � � z � H�
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� z 
 H�

TAK KAK �TA FUNKCIQ NEPRERYWNA WMESTE S PERWOJ PROIZWODNOJ PRI
z � H I UDOWLETWORQET USLOWIQM ZADA�I�

oPREDELQQ ZNA�ENIE GRADIENTA �TOJ FUNKCII PRI z � �� RAWNOE
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I SOPOSTAWLQQ EGO S NABL�DAEMYM ZNA�ENIEM � � � � ���
 k�SM� NAHO�
DIM� �TO

H �
�k

A
�� ��� SM � �� KM�

oCENIM WLIQNIE SDELANNOGO PREDPOLOVENIQ O STACIONARNOSTI
TEMPERATURY NA POLU�AEMOE ZNA�ENIE GEOTERMI�ESKOGO GRADIENTA�rAS�
SMOTRIM DLQ �TOGO RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI
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S NULEWYMI NA�ALXNYMI I GRANI�NYMI USLOWIQMI

w �z� �� � ��

w ��� t� � ��

rE�ENIE �TOJ ZADA�I PREDSTAWLQETSQ� KAK MY WIDELI W x �� INTEGRALOM

w �z� t� �
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�
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GDE G
FUNKCIQ ISTO�NIKA DLQ POLUBESKONE�NOJ PRQMOJ� RAWNAQ
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II� wliqnie radioaktiwnogo raspada ���

wY�ISLIM ZNA�ENIE GRADIENTA PRI z � �� PRINIMAQ WO WNIMANIE
ZNA�ENIE FUNKCII f 	
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TAK KAK c� a� � k� PREDEL PERWOGO SLAGAEMOGO W FIGURNYH SKOBKAH RA�
WEN NUL�� A PREDEL WTOROGO SLAGAEMOGO RAWEN H �

wY�ISLIM OTKLONENIE w�z OT EGO PREDELXNOGO ZNA�ENIQ DLQ

t � � � ��� LET  � � ���� S�
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zNA�ENIE �� MALO	
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�
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rAZLAGAQ FUNKCII� WHODQ�IE W FORMULU ���� W RQDY� POLU�IM
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T� E� w�z jz�� OTLI�AETSQ OT SWOEGO PREDELXNOGO ZNA�ENIQ NA ���%�
nETRUDNO BYLO BY WY�ISLITX FUNKCI� w �z� t� DLQ z 
 � I UBE�

DITXSQ� �TO PRI z �H ONA DALEKO E�E NE DOSTIGAET SWOEGO PREDELXNOGO

ZNA�ENIQ DLQ t� RAWNOGO WOZRASTU zEMLI �� �HOTQ� KAK MY WIDIM� GRADI�
ENT U POWERHNOSTI PRAKTI�ESKI RAWEN SWOEMU PREDELXNOMU ZNA�ENI���

pRIWEDENNYE WY�E RASSUVDENIQ NOSQT� KONE�NO� LI�X OCENO�NYJ
HARAKTER� oDNAKO� PRINIMAQ WO WNIMANIE WESXMA BOLX�U� USTOJ�I�
WOSTX SKOROSTI RADIOAKTIWNOGO RASPADA� NE IZMENQ��EJSQ POD WOZDEJ�
STWIEM DOSTUPNYH NAM TEMPERATUR I DAWLENIJ� MY DOLVNY PRIJTI K
ZAKL��ENI� O TOM� �TO KONCENTRACIQ RADIOAKTIWNYH �LEMENTOW DOLV�
NA BYSTRO UBYWATX S GLUBINOJ� ESLI OSNOWYWATXSQ NA ZNA�ENII A DLQ
WERHNIH SLOEW ZEMNOJ KORY� USTANOWLENNOM MNOGO�ISLENNYMI IZMERE�
NIQMI� fIZI�ESKOE OB�QSNENIE� POZWOLQ��EE USTANOWITX ZAKON UBYWA�
NIQ KONCENTRACII RADIOAKTIWNYH �LEMENTOW S GLUBINOJ� DO SIH POR
OTSUTSTWUET�

III� mETOD PODOBIQ W TEORII TEPLOPROWODNOSTI

dLQ RE�ENIQ RQDA ZADA� TEPLOPROWODNOSTI WESXMA POLEZEN M E TO D
P OD O B I Q� w KA�ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM DWE ZADA�I�

�� fUNKCIQ ISTO�NIKA DLQ BESKONE�NOJ PRQMOJ� uRAWNE�
NIE TEPLOPROWODNOSTI� KAK NETRUDNO WIDETX� OSTAETSQ NEIZMENNYM PRI
PREOBRAZOWANII PEREMENNYH

x� � kx� t� � k�t� ���

T� E� ESLI MAS�TABY DLINY MENQ�TSQ W k RAZ� TO MAS�TAB WREMENI
SLEDUET IZMENITX W k� RAZ�

bUDEM ISKATX SNA�ALA RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI

ut � a�uxx ���

S NA�ALXNYM USLOWIEM

u �x� �� �

�
u� PRI x 
 ��

� PRI x � ��
���

�� tIH O NO W a� n� o WLIQNII RADIOAKTIWNOGO RASPADA NA TEMPERATURU
ZEMNOJ KORY �� iZW� an sssr� oTD� MATEM� I ESTESTW� NAUK� SER� GEOGR� ���
�
� �� C� ��	���
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pRI UKAZANNOM WY�E IZMENENII MAS�TABOW NA�ALXNOE USLOWIE ���
OSTAETSQ TAKVE BEZ IZMENENIQ� PO�TOMU DLQ FUNKCII u �x� t� DOLV�
NO IMETX MESTO RAWENSTWO

u �x� t� � u �kx� k�t� ���

PRI L�BYH ZNA�ENIQH x� t I k�
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wY�ISLQQ PROIZWODNYE DLQ u IZ FORMULY ���	
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dz
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d f

dz
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PODSTAWLQQ W URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI ��� I SOKRA�AQ NA MNOVI�
TELX u���t� POLU�AEM

a�
d�f

dz�
� ��z df

dz
���

PRI DOPOLNITELXNYH USLOWIQH

f ��
� � �� f �
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SOOTWETSTWU��IH NA�ALXNOMU USLOWI� DLQ FUNKCII u�
iNTEGRIRUQ URAWNENIE ���� BUDEM IMETX
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tAKIM OBRAZOM�
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oBRATIMSQ TEPERX K RE�ENI� WTOROJ WSPOMOGATELXNOJ ZADA�I� GDE
NA�ALXNYE ZNA�ENIQ ZADA�TSQ W WIDE
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III� metod podobiq w teorii teploprowodnosti ���

TAK KAK W PRAWOJ �ASTI FORMULY ���� STOIT RAZNOSTNOE OTNO�ENIE�
PREDELOM KOTOROGO QWLQETSQ PROIZWODNAQ W �����

pROIZWODQ DIFFERENCIROWANIE� NAHODIM

u �x� t� �
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�
p
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a�t
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�a�t � ����

T� E� u �x� t� � G �x� x�� t�
FUNKCIQ MGNOWENNOGO TO�E�NOGO ISTO�NI�
KA�

�� kRAEWYE ZADA�I DLQ KWAZILINEJNOGO URAWNENIQ TEPLO�
PROWODNOSTI� rASSMOTRIM KWAZILINEJNOE URAWNENIE TEPLOPROWODNO�
STI
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S KO�FFICIENTOM TEPLOPROWODNOSTI� ZAWISQ�IM OT TEMPERATURY�
nAJDEM RE�ENIE �TOGO URAWNENIQ� UDOWLETWORQ��EE GRANI�NOMU

I NA�ALXNOMU USLOWIQM

u ��� t� � u�� u �x� �� � u�� ����

w �TOM SLU�AE PREOBRAZOWANIE ��� TAKVE NE MENQET URAWNENIQ ���� I
DOPOLNITELXNYH USLOWIJ ����� oTS�DA SLEDUET� �TO
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pOLXZUQSX �TIM WYRAVENIEM� POLU�AEM DLQ f URAWNENIE
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dz
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dz

�
� ��c�z d f
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S DOPOLNITELXNYMI USLOWIQMI

f ��� � u�� f �
� � u�� ����

fUNKCIQ f � W TEH SLU�AQH KOGDA EE NE UDAETSQ NAJTI ANALITI�ESKI�
MOVET BYTX NAJDENA PRI POMO�I �ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ�

uRAWNENIE ���� PRI WESXMA OB�IH PREDPOLOVENIQH OTNOSITELX�
NO FUNKCIJ k I c� IMEET EDINSTWENNOE RE�ENIE� UDOWLETWORQ��EE
USLOWIQM ����� oDNAKO NA DOKAZATELXSTWE �TOGO FAKTA MY NE BUDEM
OSTANAWLIWATXSQ�

rASSMOTRIM W KA�ESTWE PRIMERA URAWNENIE ����� GDE k �u� � k� �
� k� u
 LINEJNAQ FUNKCIQ� A c�
 POSTOQNNAQ WELI�INA� iZMENQQ MAS�
�TAB WREMENI I �KALU ZNA�ENIJ u� POLU�IM DLQ PREOBRAZOWANNOJ
FUNKCII URAWNENIE
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pOLAGAQ

u �x� t� � f �z�� z �
x

�
p
t
�

POLU�AEM DLQ f KRAEWU� ZADA�U

d

dz

�
�� � �f�

d f

dz

�
� ��z d f

dz
� f ��� � �� f �
� � �� ����

nA RIS� �� PRIWEDENY REZULXTATY �ISLENNOGO RE�ENIQ ZADA�I ���� DLQ
RAZLI�NYH ZNA�ENIJ ��

rIS� �

rASSMOTRIM NEKOTORYE DRUGIE �ASTNYE RE�ENIQ URAWNENIQ �����
oDNIM IZ NIH QWLQETSQ RE�ENIE TIPA �BEGU�EJ WOLNY� �SR� S GL� II�
x ��� oNO IMEET WID

u �x� t� � f �z�� z � x�D t� ����

GDE D 
 �
 PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ �SKOROSTX DWIVENIQ WOLNY�� w
KAVDYJ FIKSIROWANNYJ MOMENT WREMENI PROSTRANSTWENNYJ PROFILX
RE�ENIQ ����� OPREDELQEMYJ WIDOM FUNKCII f �z�� OSTAETSQ NEIZMEN�
NYM� PEREME�AQSX SO WREMENEM W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII OSI x SO
SKOROSTX� D �TEPLOWAQ WOLNA NEIZMENNOJ PROSTRANSTWENNOJ STRUKTU�
RY �BEVIT� W UKAZANNOM NAPRAWLENII S POSTOQNNOJ SKOROSTX�� OTS�DA
NAZWANIE �BEGU�AQ WOLNA��� eSLI POSTOQNNAQ D � �� TO WOLNA BUDET
DWIGATXSQ W PROTIWOPOLOVNOM NAPRAWLENII�



III� metod podobiq w teorii teploprowodnosti ���

pODSTAWLQQ ���� W ����� POLU�AEM DLQ f �z� OBYKNOWENNOE DIFFE�
RENCIALXNOE URAWNENIE

d

dz

�
k �f�

d f

dz

�
� �Dc� d f

dz
� ����

iZ ���� SLEDUET� �TO RE�ENIE u �x� t� OPREDELENO PRI WSEH t� � I x� �
I UDOWLETWORQET DOPOLNITELXNYM USLOWIQM�

u ��� t� � f ��D t�� t � ��

u �x� �� � f �x�� x � ��
����

pERWOE USLOWIE ���� POKAZYWAET� �TO GRANI�NOE USLOWIE PRI x � �
OPREDELQETSQ ZNA�ENIQMI FUNKCII f �z� PRI OTRICATELXNYH z� A DLQ
ZADANIQ NA�ALXNOJ FUNKCII PRI t � � NEOBHODIMO NAJTI f �z� PRI
WSEH z � �� tAKIM OBRAZOM� DLQ TOGO �TOBY OPREDELITX RE�ENIE URAW�
NENIQ ���� W WIDE ���� W OBLASTI t � �� x � �� NEOBHODIMO NAJTI FUNK�
CI� f �z�� UDOWLETWORQ��U� URAWNENI� ���� NA WSEJ OSI �
 � z �
� �
�

uRAWNENIE ���� INTEGRIRUETSQ W KWADRATURAH� iSHODQ IZ FIZI�E�
SKIH SOOBRAVENIJ� BUDEM ISKATX NEPRERYWNOE RE�ENIE �TOGO URAW�
NENIQ� OBLADA��EE NEPRERYWNYM �TEPLOWYM POTOKOM� �k�f�z�� �
� f�z��z� �TO OBESPE�IWAET NEPRERYWNOSTX PO x I t REALXNOGO
TEPLOWOGO POTOKA

W �x� t� � �k �u �x� t�� u �x� t�
x

����

I QWLQETSQ O�ENX SU�ESTWENNYM �SM� OB �TOM NIVE�� iNTEGRIRUQ ODIN
RAZ URAWNENIE ����� NAHODIM

k �f�
d f

dz
� �Dc� f � C�� ����

GDE C�
 PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ�pREDPOLOVIM DLQ OPREDELENNOSTI�
�TO �BEGU�AQ WOLNA� NA�ALA SWOE DWIVENIE PO NEWOZMU�ENNOMU �NULE�
WOMU� FONU TEMPERATURY� T� E� f �z�	 � PRI z 	 �
� tOGDA W SILU
APRIORNOJ NEPRERYWNOSTI �TEPLOWOGO POTOKA� k�f�z�� � f�z	 � PRI
z 	 �
� T� E� C� � �� URAWNENIE ���� PRINIMAET WID

k �f�

f

d f

dz
� �Dc� ����

I LEGKO INTEGRIRUETSQ�
rASSMOTRIM� NAPRIMER� SLU�AJ� KOGDA KO�FFICIENT k �u� QWLQ�

ETSQ STEPENNOJ FUNKCIEJ TEMPERATURY	 k �u� � k� u
� � GDE k� I �


FIKSIROWANNYE POLOVITELXNYE POSTOQNNYE� tAKAQ ZAWISIMOSTX OT
TEMPERATURY HARAKTERNA� W �ASTNOSTI� DLQ KO�FFICIENTA �LEKTRON�
NOJ TEPLOPROWODNOSTI W POLNOSTX� IONIZOWANNOJ PLAZME� PRI �TOM
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� � ���� pODSTAWLQQ W URAWNENIE ���� k �f� � k� f
�� POSLE INTEGRI�

ROWANIQ POLU�AEM DLQ f �z� SLEDU��EE WYRAVENIE	

f �z� �

���������
�
�Dc�

k�
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����
PRI z � ��

� PRI z 
 �

�POSTOQNNU� INTEGRIROWANIQ MY ZDESX TAKVE POLOVILI RAWNOJ NUL���
rE�ENIE ���� PRINIMAET WID

u �x� t� �

���������
u� t
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�
�� x

D t
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PRI � � x � D t�

� PRI x 
 D t�

����

GDE WWEDENO OBOZNA�ENIE u� �
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�D�c�

k�

����

�

rASSMOTRIM RE�ENIE ���� PODROBNEE� oNO PREDSTAWLQET SOBOJ HA�
RAKTERNYJ I NAGLQDNYJ PRIMER TAK NAZYWAEMOGO OBOB�ENNOGO RE�E�
NIQ KWAZILINEJNOGO WYROVDA��EGOSQ PARABOLI�ESKOGO URAWNENIQ� w
�EM EGO OSNOWNYE OSOBENNOSTI�

wO�PERWYH� FUNKCIQ ���� QWLQETSQ FINITNOJ �� PO x W L�BOJ KO�
NE�NYJ MOMENT WREMENI� rE�ENIQ LINEJNOGO URAWNENIQ TEPLOPROWOD�
NOSTI� KAK IZWESTNO� TAKIM SWOJSTWOM NE OBLADA�T�

wO�WTORYH� RE�ENIE ����� WOOB�E GOWORQ� NE IMEET WS�DU NEPRE�
RYWNYH PROIZWODNYH� WHODQ�IH W URAWNENIE ����� �TO TAKVE NEWERNO
W SLU�AE LINEJNOGO URAWNENIQ� nAPRIMER� ESLI � � �� TO PROIZWODNYE
u�t I u�x IME�T NA PRQMOJ x � D t RAZRYWY ��GO RODA� ESLI VE
� � �� TO W TO�KAH �FRONTA� TEPLOWOJ WOLNY x �D t WSE PROIZWODNYE	
u�t� u�x I �u�x� 
 PRETERPEWA�T RAZRYW ��GO RODA� w TO VE
WREMQ WNE MNOVESTWA x � D t RE�ENIE ���� QWLQETSQ DOSTATO�NO GLAD�
KIM� oTMETIM� �TO� NESMOTRQ NA UKAZANNYE RAZRYWY PROIZWODNYH� TE�
PLOWOJ POTOK ���� QWLQETSQ NEPRERYWNOJ FUNKCIEJ� dEJSTWITELXNO� IZ
���� POLU�AEM

W �x� t� �

���������
k� u

���
�

�D
t
���

�
�� x

D t

����
PRI � � x � D t�

� PRI x 
 D t�

����

oTS�DA W �D t� �� t� � � �W �D t� �� t� PRI L�BYH t � ��

�� fUNKCIQ g �x� NAZYWAETSQ FI NIT NO J �PO x�� ESLI SU�ESTWUET PO�
STOQNNAQ A � �� TAKAQ� �TO g �x� � � PRI WSEH x � A�



III� metod podobiq w teorii teploprowodnosti ���

pERE�ISLENNYE OSOBENNOSTI RE�ENIQ ���� W PERWU� O�EREDX SWQ�
ZANY S TEM� �TO KO�FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI k �u� � k� u

� OBRA�
�AETSQ W NULX PRI u � �� pARABOLI�ESKIE URAWNENIQ ���� S KO�FFI�
CIENTAMI k �u�� UDOWLETWORQ��IMI USLOWI� k ��� � �� NAZYWA�TSQ
WYR OVDA��IMI S Q�

oTLI�ITELXNOJ OSOBENNOSTX� WYROVDA��IHSQ URAWNENIJ ����
QWLQETSQ TO� �TO ONI MOGUT OPISYWATX PROCESSY S KONE�NOJ SKOROSTX�
RASPROSTRANENIQ WOZMU�ENIJ� dRUGIMI SLOWAMI� IH RE�ENIQ MOGUT
BYTX FINITNYMI FUNKCIQMI� dOSTATO�NOE USLOWIE FINITNOSTI PO x
RE�ENIQ TIPA �BEGU�EJ WOLNY� BEZ TRUDA WYWODITSQ IZ URAWNENIQ
����� oNO IMEET WID

�Z
�

k ���

�
d� � �
� ����

dEJSTWITELXNO� PRI WYPOLNENII USLOWIQ ���� URAWNENIE ���� MOVNO
PEREPISATX W WIDE

d

dz

f �z�Z
�

k ���

�
d� � �Dc��

OTKUDA POLU�AEM

f �z�Z
�

k ���

�
d� � �Dc� �z� � z�� ����

GDE z�
 POSTOQNNAQ INTEGRIROWANIQ�iZ ���� NEPOSREDSTWENNO SLEDUET�
�TO RE�ENIE f �z� OBRA�AETSQ W NULX W TO�KE z � z�� T� E� FUNKCIQ
���� FINITNA� oTMETIM� �TO PRI WYPOLNENII USLOWIQ ���� FINITNYM
PO x QWLQETSQ RASSMOTRENNOE WY�E RE�ENIE ����� nERAWENSTWO ����
QWLQETSQ NEOBHODIMYM I DOSTATO�NYM USLOWIEM KONE�NOSTI SKOROSTI
RASPROSTRANENIQ WOZMU�ENIJ W PROCESSAH� OPISYWAEMYH URAWNENIEM
�����

iTAK� IZ USLOWIQ ���� SLEDUET SU�ESTWOWANIE KONE�NOGO �FRON�
TA� TEPLOWOJ WOLNY� GDE MOVET TERQTXSQ NEOBHODIMAQ GLADKOSTX RE�E�
NIQ� �TO� W SWO� O�EREDX� TREBUET OPREDELENIQ RE�ENIQ W NEKOTOROM
OBOB�ENNOM SMYSLE� oBOB�ENNOE RE�ENIE WYROVDA��EGOSQ URAWNE�
NIQ ���� UDOWLETWORQET NE SAMOMU DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI�� A
NEKOTORYM POSTROENNYM NA EGO OSNOWE INTEGRALXNYM SOOTNO�ENIQM�
KOTORYE NE SODERVAT PROIZWODNYH u�t� u�x� �u�x� �PRETER�
PEWA��IH� BYTX MOVET� RAZRYWY�� sU�ESTWENNO� ODNAKO� TO� �TO �TI
SOOTNO�ENIQ SPECIALXNYM OBRAZOM U�ITYWA�T NEPRERYWNOSTX TEPLO�
WOGO POTOKA �����

pEREJDEM TEPERX K ISSLEDOWANI� DRUGIH �ASTNYH RE�ENIJ URAW�
NENIQ ����� pREDWARITELXNO ZAMETIM� �TO RASSMOTRENNYE WY�E RE�E�
NIQ ���� I ���� WYBRANY W PERWU� O�EREDX NE SLU�AJNO� oKAZYWAETSQ�



��� priloveniq k glawe III

�TO EDINSTWENNYE TIPY NETRIWIALXNYH AWTOMODELXNYH RE�ENIJ� KOTO�
RYE DOPUSKAET URAWNENIE ���� PRI PROIZWOLXNYH KO�FFICIENTAH k �u��
zDESX A WT OM O D E L X NYMI MY NAZYWAEM TAKIE RE�ENIQ NELINEJNOGO
URAWNENIQ W �ASTNYH PROIZWODNYH� KONKRETNYJ WID KOTORYH OPREDE�
LQETSQ PUTEM INTEGRIROWANIQ NEKOTORYH OBYKNOWENNYH DIFFERENCI�
ALXNYH URAWNENIJ �INOGDA POD AWTOMODELXNYMI PODRAZUMEWA�T BOLEE
UZKIJ KLASS TAKIH RE�ENIJ�� nALI�IE U RASSMATRIWAEMOJ KRAEWOJ ZA�
DA�I AWTOMODELXNOGO RE�ENIQ SU�ESTWENNO UPRO�AET EE ISSLEDOWANIE�

nOWYE TIPY AWTOMODELXNYH RE�ENIJ POQWLQ�TSQ TOLXKO U URAW�
NENIJ ���� SPECIALXNOGO WIDA� rASSMOTRIM URAWNENIE SO STEPENNOJ NE�
LINEJNOSTX� �ZDESX I DALEE DLQ PROSTOTY POLAGAEM c� � ��



x

�
k� u

� u

x

�
�
u

t
� ����

pUSTX TEMPERATURA NA GRANICE x � � STEPENNYM OBRAZOM ZAWISIT OT
WREMENI	

u ��� t� � u� t
m� t � �� m � const 
 �� ����

pUSTX� KROME TOGO�

u �x� �� � �� x � �� ����

kRAEWAQ ZADA�A ����
 ���� DOPUSKAET AWTOMODELXNOE RE�ENIE SLE�
DU��EGO WIDA	

u �x� t� � u� t
m f �z�� z �

x

k
���
� u

���
� t���m����

� ����

GDE FUNKCIQ f �z� OPREDELQETSQ IZ OBYKNOWENNOGO DIFFERENCIALXNOGO
URAWNENIQ� POLU�A��EGOSQ POSLE PODSTANOWKI WYRAVENIQ ���� W URAW�
NENIE ����	

d

dz

�
f�

d f

dz

�
�

� �m�

�
z
d f

dz
�mf � �� z 
 �� ����

w SILU ���� I ���� FUNKCIQ f �z� DOLVNA TAKVE UDOWLETWORQTX TAKIM
KRAEWYM USLOWIQM	

f ��� � �� f ��
� � �� ����

pOSKOLXKU URAWNENIE ���� QWLQETSQ WYROVDA��IMSQ I DOPUSKAET KO�
NE�NU� SKOROSTX RASPROSTRANENIQ WOZMU�ENIJ� NEOBHODIMO DOPOLNI�
TELXNO POTREBOWATX� �TOBY �TEPLOWOJ POTOK� �f� � f�z BYL NEPRE�
RYWNOJ FUNKCIEJ�

pRI m �� ��� ZADA�U ����
 ���� MOVNO RE�ITX LI�X �ISLENNO
�W SLU�AE m � ��� RE�ENIE ���� W TO�NOSTI SOWPADAET S �BEGU�EJ
WOLNOJ� ������ s POMO�X� ZAMENY

� � ln z� � ��� � z�
��� f �z� ����



III� metod podobiq w teorii teploprowodnosti ���

URAWNENIE ���� SWODITSQ K AWTONOMNOMU WIDU �PROWEDITE �TI WYKLADKI�
I DOPUSKAET PONIVENIE PORQDKA� tEM SAMYM W NOWYH PEREMENNYH STA�
NOWITSQ WOZMOVNYM EGO ANALIZ NA FAZOWOJ PLOSKOSTI� �TO POZWOLQET
DOKAZATX SU�ESTWOWANIE I EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ ZADA�I ����
 �����
A TAKVE OPREDELITX EGO OSNOWNYE SWOJSTWA�

nAPRIMER� PRI L�BYH ZNA�ENIQH PARAMETRA m 
 � FUNKCIQ f �z�
QWLQETSQ FINITNOJ	 SU�ESTWUET TAKOE z� � z� �m� �� 
 �� �TO f �z� �
� � DLQ WSEH z � z� I f �z� 
 � PRI � � z � z�� pO�TOMU RE�ENIE ����
TAKVE FINITNO PO x I PREDSTAWLQET SOBOJ TEPLOWU� WOLNU� DWIVU�U�
�SQ PO NEWOZMU�ENNOMU FONU TEMPERATURY �POSLEDNEE� W �ASTNOSTI�
SWIDETELXSTWUET O TOM� �TO RE�ENIE u �x� t� UDOWLETWORQET URAWNE�
NI� ���� W OBOB�ENNOM SMYSLE�� iZ WYRAVENIQ ���� DLQ PEREMENNOJ
z SLEDUET� �TO POLOVENIE TO�KI �FRONTA� WOLNY xF �t�� HARAKTERI�
ZU��EESQ RAWENSTWOM z � z�� OPREDELQETSQ W KAVDYJ MOMENT WREMENI
PO FORMULE

xF �t� � z� k
���
� u

���
� t���m����� ����

tAKIM OBRAZOM� W OTLI�IE OT RASSMOTRENNYH WY�E RE�ENIJ ���� I
���� TEPLOWAQ WOLNA ���� USKORQET SO WREMENEM SWOE DWIVENIE I W PRE�
DELE PRI t 	 �
 NAGREWAET DO BESKONE�NO BOLX�IH TEMPERATUR WSE
PROSTRANSTWO x � ��

pRI NEZNA�ITELXNYH NARU�ENIQH KRAEWYH USLOWIJ ���� I ����
OSNOWNYE ZAKONOMERNOSTI PROCESSA NAGREWA� KOTORYE DAET PROSTRANST�
WENNO�WREMENNAQ STRUKTURA AWTOMODELXNOGO RE�ENIQ ����� SOHRANQ�T�
SQ� nAPRIMER� WMESTO ���� MOVNO WZQTX PROIZWOLXNU� OGRANI�ENNU�
FINITNU� NA�ALXNU� FUNKCI�

u �x� �� � u� �x� � �� x � ��

I TEM NE MENEE PRI DOSTATO�NO BOLX�IH t S WYSOKOJ STEPENX� TO�NO�
STI BUDET WYPOLNQTXSQ RAWENSTWO ����� iNYMI SLOWAMI� AWTOMODELX�
NOE RE�ENIE ���� QWLQETSQ ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWYM PRI t	 �

OTNOSITELXNO �MALYH� WOZMU�ENIJ KRAEWYH DANNYH �BOLEE TOGO� USTA�
NOWLENO� �TO ONO ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWO PO OTNO�ENI� K �MALYM�
OTKLONENIQM KO�FFICIENTA TEPLOPROWODNOSTI k �u� OT STEPENNOJ ZA�
WISIMOSTI k � k� u

��� i HOTQ W REALXNYH ZADA�AH FIZIKI I TEHNIKI
BESKONE�NYH TEMPERATUR DOSTIGNUTX NELXZQ� WSE �TO POZWOLQET GOWO�
RITX OB AWTOMODELXNOM RE�ENII ���� KAK O PROMEVUTO�NOJ ASIMPTO�
TIKE RASSMATRIWAEMOGO PROCESSA NAGREWA� KOTORAQ WSEGDA REALIZUETSQ
PRI NE SLI�KOM MALYH I NE O�ENX BOLX�IH WREMENAH�

uRAWNENIE SO STEPENNOJ NELINEJNOSTX� IMEET TAKVE AWTOMODELX�
NOE RE�ENIE DRUGOGO WIDA	

u �x� t� � u� e
Ct f �z�� z �

x

k
���
� u

���
� C���� e

�C
� t

� ����

GDE C
 PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ� mY RASSMOTRIM NIVE SLU�AJ C 


 �� fUNKCIQ f �z� OPREDELQETSQ IZ KRAEWOJ ZADA�I DLQ OBYKNOWENNOGO

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ



��� priloveniq k glawe III

DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ

d

dz

�
f�

d f

dz

�
�
�

�
z
d f

dz
� f � �� z 
 ��

f ��� � �� f ��
� � ��

����

kRAEWYE USLOWIQ� POROVDA��IE DANNOE AWTOMODELXNOE RE�ENIE� OPRE�
DELQ�TSQ WIDOM FUNKCII f �z�� iZ ���� NEPOSREDSTWENNO SLEDUET� �TO
ONI TAKOWY	

u ��� t� � u� e
C t� t � ��

u �x� �� � u� f


x

k
���
� u

���
� C����

�
� x � ��

����

rE�ENIE ZADA�I ���� SU�ESTWUET I EDINSTWENNO� FUNKCIQ f �z�
FINITNA �SLEDOWATELXNO� RE�ENIE ���� QWLQETSQ OBOB�ENNYM�� tO�KA
�FRONTA� TEPLOWOJ WOLNY DWIVETSQ SO WREMENEM PO ZAKONU

xF �t� � z� k
���
� u

���
� C�

��� e
�C
� t

�ZDESX z� � z� ��� 
 �
DLINA NOSITELQ FUNKCII f �z��� pRI t	 �

WOLNA POLNOSTX� �ZAPOLNQET� PROSTRANSTWO x � �� wSE KA�ESTWENNYE
ZAKL��ENIQ� SDELANNYE WY�E PO OTNO�ENI� K AWTOMODELXNOMU RE�E�
NI� ����� SPRAWEDLIWY I W DANNOM SLU�AE�

�� rEVIMY S OBOSTRENIEM� �FFEKT LOKALIZACII TEPLA�
w �TOM PUNKTE MY RASSMOTRIM NOWYJ KLASS AWTOMODELXNYH RE�ENIJ
URAWNENIQ ����� KOTORYE OBLADA�T CELYM RQDOM OTLI�ITELXNYH OSO�
BENNOSTEJ�

pUSTX TEMPERATURA NA GRANICE x � � IZMENQETSQ W REVIME S OBO�
STRENIEM	

u ��� t� � u� �T � t�n� � � t � T � T � const 
 �� ����

pREDPOLAGAETSQ� �TO POSTOQNNAQ n � �� PO�TOMU u ��� t� 	 �
 PRI
t	 T� � T � �� rEVIMOM S O B O S TR EN I EM NAZYWAETSQ TAKOJ ZA�
KON IZMENENIQ NEKOTOROJ WELI�INY� KOTORYJ OBESPE�IWAET EE NEOGRA�
NI�ENNOE WOZRASTANIE W TE�ENIE KONE�NOGO WREMENI �W DANNOM SLU�AE
RAWNOGO T � �
�� rEVIMY S OBOSTRENIEM� ANALOGI�NYE ����� ISPOLX�
ZU�TSQ PRI OPISANII MNOGIH SU�ESTWENNO NESTACIONARNYH FIZI�ESKIH
PROCESSOW� oKAZYWAETSQ� TAKIM SPECIFI�ESKIM GRANI�NYM USLOWIQM
OTWE�A�T RE�ENIQ S O�ENX INTERESNYMI I WESXMA NEOBY�NYMI SWOJ�
STWAMI�

uRAWNENIE SO STEPENNOJ NELINEJNOSTX� ���� IMEET AWTOMODELXNOE
RE�ENIE� UDOWLETWORQ��EE GRANI�NOMU REVIMU ����	

u �x� t� � u� �T � t�n f �z�� z �
x

k
���
� u

���
� �T � t�

��n�
�

� ����



III� metod podobiq w teorii teploprowodnosti ���

pODSTAWLQQ ���� W ����� DLQ FUNKCII f �z� POLU�AEM ZADA�U

d

dz

�
f�

d f

dz

�
� � � n�

�
z
d f

dz
� n f � �� z 
 �� ����

f ��� � �� f ��
� � �� ����

sU�ESTWOWANIE I EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ ZADA�I ����
 ���� USTANA�
WLIWAETSQ PUTEM SWEDENIQ URAWNENIQ ���� S POMO�X� UKAZANNOJ WY�
�E ZAMENY ���� �SM� RASSUVDENIQ� OTNOSQ�IESQ K ZADA�E ����
 �����
K URAWNENI� PERWOGO PORQDKA I POSLEDU��EGO ANALIZA POLQ EGO INTE�
GRALXNYH KRIWYH�

iZ ���� WYTEKAET� �TO �TO AWTOMODELXNOE RE�ENIE UDOWLETWORQET
KRAEWOJ ZADA�E S GRANI�NYM REVIMOM ���� I NA�ALXNYM USLOWIEM

u �x� �� � u� T
n f


x

k
���
� u

���
� T

��n�
�

�
� ����

sWOJSTWA RE�ENIQ ZADA�I ����
 ���� �KAK� WPRO�EM� I SAMOGO AWTOMO�
DELXNOGO RE�ENIQ ����� SU�ESTWENNO ZAWISQT OT SOOTNO�ENIQ MEVDU
WELI�INAMI n I �� tAK� ESLI n � ����� TO FUNKCIQ f �z� IMEET KO�
NE�NYJ NOSITELX DLINY z� � z� �n� �� � �
� wBLIZI TO�KI z � z� �W
LEWOJ EE OKRESTNOSTI� SPRAWEDLIWO RAZLOVENIE

f �z� �

�
� �� � n��

�
�z�

����
�z� � z�

����

�
�
�� �

���
��� n��

�� � n��

�

z� �� � ��
�z� � z� � � � �

�
� ����

w SLU�AE n 
 ���� RE�ENIE ZADA�I ����
���� STROGO POLOVITELXNO
PRI L�BYH KONE�NYH z 
 � I QWLQETSQ BESKONE�NO DIFFERENCIRUEMOJ
FUNKCIEJ �KAK SLEDUET IZ ����� PRI n � ���� PROIZWODNYE FUNKCII
f �z� MOGUT IMETX RAZRYW W TO�KE z � z��� pRI BOLX�IH z WYPOLNQ�
ETSQ RAZLOVENIE

f �z� � C z
�n

��n� � � � � � ����

GDE C � C �n� �� 
 �
 NEKOTORAQ POSTOQNNAQ� wELI�INA C� TAK VE KAK
I ZNA�ENIE z� � z� �n� �� W SLU�AE n � ����� OPREDELQETSQ W REZULX�
TATE �ISLENNOGO RE�ENIQ ZADA�I ����
�����

nAIBOLEE PROSTYM QWLQETSQ SLU�AJ n � ����� zDESX RE�ENIE ZA�
DA�I ����
 ���� WYPISYWAETSQ W QWNOM WIDE	

f �z� �

���������
�
�� z

z�

����

PRI � � z � z��

� PRI z 
 z��

����

���



��� priloveniq k glawe III

GDE z�
DLINA NOSITELQ FINITNOJ FUNKCII ����
 WY�ISLQETSQ PO
FORMULE

z� �

�
�
�� � ��

�

����
�

tEPERX MY PEREJDEM K SAMOMU WAVNOMU MOMENTU
 ANALIZU PROST�
RANSTWENNO�WREMENNOJ STRUKTURY AWTOMODELXNOGO RE�ENIQ ���� PRI
RAZLI�NYH ZNA�ENIQH n� pUSTX SNA�ALA n � ����� tOGDA� KAK SLEDUET
IZ ����� FUNKCIQ ���� PREDSTAWLQET SOBOJ WESXMA NEOBY�NU� TEPLOWU�

WOLNU S OSTANOWIW�IMSQ FRONTOM ��	

u �x� t� �

�����������
u� �T � t�

����

�
�� x

x�

����

� � � x � x��

�� x 
 x� �

�
�
�� � ��

�
k� u

�
�

����
�

����

zDESX TEPLOWYE WOZMU�ENIQ DALEE GLUBINY x � x� WOOB�E NE PRONIKA�
�T� NESMOTRQ NA NEOGRANI�ENNYJ ROST TEMPERATURY NA GRANICE x � �
I WO WSEH WNUTRENNIH TO�KAH OTREZKA ��� x��� rE�ENIE ���� NAGLQDNO
PROQWLQET SWOJSTWO LOKALIZACII ��INERCII�� TEPLA� KOTOROE W DANNOM
SLU�AE HARAKTERIZUETSQ TEM� �TO W PROSTRANSTWE OBRAZUETSQ OBLASTX S
OTLI�NOJ OT NULQ TEMPERATUROJ� NE MENQ��AQ SWOIH RAZMEROW W TE�
�ENIE KONE�NOGO WREMENI� wNUTRI OBLASTI LOKALIZACII � � x � x�
TEMPERATURA I KOLI�ESTWO POSTUPA��EJ TUDA �NERGII NEOGRANI�ENNO
WOZRASTA�T PRI t 	 T�� wELI�INA x� NAZYWAETSQ G L U B I N OJ L O �
K A L I Z AC I I�

w OB�EM SLU�AE L O K AL I Z O W A N NYM NAZYWA�T TAKOE RE�ENIE�
KOTOROE NEOGRANI�ENNO WOZRASTAET W TE�ENIE KONE�NOGO WREMENI W OGRA�
NI�ENNOJ �ASTI PROSTRANSTWA ��TO OPREDELENIE QWLQETSQ NAIBOLEE UNI�
WERSALXNYM� ONO� W �ASTNOSTI� NE SODERVIT TREBOWANIQ KONE�NOJ SKO�
ROSTI RASPROSTRANENIQ WOZMU�ENIJ� SM� OB �TOM W GL� VI� x ���

gRANI�NYJ REVIM� OTWE�A��IJ POKAZATEL� n � ���� W ����� NA�
ZYWAETSQ S�REVIMOM� oN RAZDELQET SEMEJSTWO STEPENNYH REVIMOW S
OBOSTRENIEM NA DWA KLASSA	 W PERWOM IZ NIH n 
 ���� ��TO TAK NA�
ZYWAEMYE LS�REVIMY�� WO WTOROM 
 n � ���� �HS�REVIMY�� pRI
n 
 ���� AWTOMODELXNOE RE�ENIE RASTET DO BESKONE�NOSTI TOLXKO W
ODNOJ TO�KE	 x� �� I PRI WSEH x 
 � ONO OGRANI�ENO SWERHU RAWNOMERNO
PO t� w SOOTWETSTWII S WWEDENNYM WY�E OPREDELENIEM TAKIE RE�ENIQ
TAKVE NAZYWA�TSQ LOKALIZOWANNYMI� uKAVEM ODNU WAVNU� OSOBEN�
NOSTX GRANI�NOGO LS�REVIMA� oBOZNA�IM �EREZ x�F �t� �FFEKTIWNU�

�� wPERWYE �TO RE�ENIE BYLO POSTROENO W RABOTE� sAMA R S KI J a� a��
sO B O L X i� m� pRIMERY �ISLENNOGO RAS�ETA TEMPERATURNYH WOLN �� vwm
I mf� ����� t� �� �� s� 
��	
���
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GLUBINU �POLU�IRINU� PRONIKNOWENIQ TEPLOWOJ WOLNY� KOTORAQ W KA�
VDYJ FIKSIROWANNYJ MOMENT WREMENI OPREDELQETSQ IZ RAWENSTWA

u �x�F �t�� t� �
�

�
u ��� t� �

�

�
�T � t�n�

tOGDA� OBOZNA�IW �EREZ z� EDINSTWENNYJ KORENX URAWNENIQ

f �z�� �
�

�
�

IZ ���� POLU�IM

x�F �t� � z� k
���
� u

���
� �T � t�

��n�
� � � � t � T�

pOSKOLXKU PRI n 
 ���� POKAZATELX �� � n���� POLOVITELEN� GLUBI�
NA PRONIKNOWENIQ WOLNY� NESMOTRQ NA BESKONE�NYJ ROST TEMPERATURY
NA GRANICE� SOKRA�AETSQ PRI t	 T� WPLOTX DO NULQ� tEM SAMYM PO�
STUPA��AQ W SREDU �NERGIQ SOSREDOTO�IWAETSQ WO WSE SOKRA�A��EJSQ
�ASTI PROSTRANSTWA� oTMETIM� �TO NIKAKIE DRUGIE IZ RANEE RASSMA�
TRIWAW�IHSQ AWTOMODELXNYH RE�ENIJ TAKIM SWOJSTWOM NE OBLADALI�

w SLU�AE n � ���� TEPLOWAQ WOLNA QWLQETSQ UVE NE LOKALIZO�
WANNOJ� A BEGU�EJ WOLNOJ� KAK SLEDUET IZ ����� EE FRONT DWIVETSQ
PO NULEWOMU FONU TEMPERATURY SO WSE UWELI�IWA��EJSQ SKOROSTX�
�� � n� � �� PO ZAKONU

xF �t� � z� k
���
� u

���
� �T � t�

��n�
� � � � t � T�

I K MOMENTU OBOSTRENIQ t� T UHODIT NA BESKONE�NOE RASSTOQNIE� w RE�
ZULXTATE PRI t	 T� TEMPERATURA NEOGRANI�ENNO WOZRASTAET WO WSEM
PROSTRANSTWE� w �TOM SMYSLE RE�ENIE ���� PRI n � ���� PRINCIPI�
ALXNO NE OTLI�AETSQ OT AWTOMODELXNYH RE�ENIJ ���� I ����� i TAM I
ZDESX TEMPERATURA WS�DU NEOGRANI�ENNO RASTET� TOLXKO W ODNOM SLU�AE

ZA KONE�NOE� A W DWUH DRUGIH
 ZA BESKONE�NYE WREMENA ���

IV� zADA�A O FAZOWOM PEREHODE

pRI IZMENENIII TEMPERATURY TELA MOVET PROISHODITX IZMENE�
NIE EGO FIZI�ESKOGO SOSTOQNIQ� W �ASTNOSTI PRI PEREHODE TEMPERA�
TURY �EREZ TO�KU PLAWLENIQ
 PEREHOD IZ VIDKOJ FAZY W TWERDU�
�ILI OBRATNYJ PEREHOD�� nA POWERHNOSTI FAZOWOGO PEREHODA WSE WRE�
MQ SOHRANQETSQ POSTOQNNAQ TEMPERATURA� pRI DWIVENII POWERHNOSTI

�� bOLEE PODROBNU� INFORMACI� O REZULXTATAH ISSLEDOWANIQ �FFEKTA LO�
KALIZACII TEPLA W PROIZWOLXNYH NELINEJNYH SREDAH SM� W RABOTE� gAL A K�
TI O N O W w� a�� kURD�MO W s� p�� mIHA JLO W a� p�� sAMA R S KI J a� a�
lOKALIZACIQ TEPLA W NELINEJNYH SREDAH �� dIFFERENCIALXNYE URAWNE�
NIQ� ����� t� �
� ���� s� ����	���� sM� TAKVE PRIWEDENNYJ TAM SPISOK
LITERATURY�
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FAZOWOGO PEREHODA PROISHODIT WYDELENIE SKRYTOJ TEPLOTY ZATWERDEWA�
NIQ �PLAWLENIQ�� sFORMULIRUEM TE DOPOLNITELXNYE USLOWIQ� KOTORYE

DOLVNY WYPOLNQTXSQ NA POWERHNOSTI ZATWERDEWANIQ���
rASSMOTRIM PLOSKU� ZADA�U� KOGDA POWERHNOSTX� RAZDELA QWLQ�

ETSQ PLOSKOSTX x � � �t�� s MOMENTA WREMENI t DO MOMENTA WREMENI
t � �t GRANICA x � � PEREMESTITSQ OT TO�KI � � x� DO TO�KI � �
� x� � x� ���� pRI �TOM ZATWeRDEWAET MASSA ��� �ILI RASPLAWLQ�
ETSQ� ESLI �� � �� I WYDELQETSQ SOOTWETSTWU��EE KOLI�ESTWO TEPLA
�����

dLQ WYPOLNENIQ TEPLOWOGO BALANSA �TO KOLI�ESTWO TEPLA DOLVNO
RAWNQTXSQ RAZNOSTI KOLI�ESTW TEPLA� PRO�ED�IH �EREZ GRANICY � �
� x� I � � x�� T� E� DOLVNO WYPOLNQTXSQ USLOWIE	

k�
u�
x

����
x�

� k�
u�
x

����
x�



�t � �����

GDE k� I k�
 KO�FFICIENTY TEPLOPROWODNOSTI PERWOJ I WTOROJ FAZY�
A �
 SKRYTAQ TEPLOTA PLAWLENIQ�

pEREHODQ K PREDELU PRI �t 	 �� MY I POLU�IM DOPOLNITELXNOE
USLOWIE NA GRANICE RAZDELA W SLEDU��EM WIDE	

k�
u�
x

����
x��

� k�
u�
x

����
x��

� ��
d�

dt
�

�TO USLOWIE IMEET MESTO KAK DLQ PROCESSA ZATWERDEWANIQ �KOGDA �� 


 � I d��dt 
 ��� TAK I DLQ PROCESSA PLAWLENIQ �KOGDA �� � � I
d��dt � ��� NAPRAWLENIE PROCESSA OPREDELQETSQ ZNAKOM LEWOJ �ASTI�

rASSMOTRIM PROCESS ZAMERZANIQ WODY� PRI KOTOROM TEMPERATURA
FAZOWOGO PEREHODA RAWNA NUL�� bUDEM RASSMATRIWATX MASSU WODY x �
� �� OGRANI�ENNU� S ODNOJ STORONY PLOSKOSTX� x � �� w NA�ALXNYJ
MOMENT t � � WODA OBLADAET POSTOQNNOJ TEMPERATUROJ c 
 �� eSLI NA
POWERHNOSTI x � � WSE WREMQ PODDERVIWAETSQ POSTOQNNAQ TEMPERATURA
c� � �� TO GRANICA PROMERZANIQ x � � BUDET SO WREMENEM PRONIKATX W
GLUBX VIDKOSTI�

zADA�A O RASPREDELENII TEMPERATURY PRI NALI�II FAZOWOGO PERE�
HODA I O SKOROSTI DWIVENIQ GRANICY RAZDELA FAZ �NAPRIMER� WNUTRI
ZAMERZA��EJ WODY� SWODITSQ K RE�ENI� URAWNENIJ

u�
t

� a��
�u�
x�

DLQ � � x � ��

u�
t

� a��
�u�
x�

DLQ � � x �


��������� ���

�� fRA NK f�� mIZ E S r� dIFFERENCIALXNYE I INTEGRALXNYE URAWNENIQ
MATEMATI�ESKOJ FIZIKI� l�� m�� ���
� gL� XIII�
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S DOPOLNITELXNYMI USLOWIQMI

u� � c� PRI x � ��

u� � c PRI t � �

�
���

I USLOWIQMI NA GRANICE ZAMERZANIQ

u� � u� � � PRI x � �� ���

k�
u�
x

����
x��

� k�
u�
x

����
x��

� ��
d�

dt
� ���

GDE k�� a
�
� I k�� a

�
�
 KO�FFICIENTY TEPLOPROWODNOSTI I TEMPERATURO�

PROWODNOSTI SOOTWETSTWENNO TWERDOJ I VIDKOJ FAZ� zADA�U ���
 ���
�ASTO NAZYWA�T Z AD A� E J sT EF A N A� ZADA�EJ O FAZOWOM PEREHODE�
ILI ZADA�EJ O PROMERZANII�

rE�ENIE ZADA�I BUDEM ISKATX W WIDE

u� � A� �B��

�
x

�a�
p
t

�
� u� � A� �B� �

�
x

�a�
p
t

�
�

GDE A�� B�� A� I B�
 POKA NE OPREDELENNYE POSTOQNNYE� A �

INTEGRAL O�IBOK

� �x� �
�p
�

xZ
�

e��
�
d��

uDOWLETWORQQ USLOWIQM ��� I ���� POLU�IM

A� � c�� A� �B� � c

IZ USLOWIQ ��� I

A� �B��

�
�

�a�
p
t

�
� ��

A� �B��

�
�

�a�
p
t

�
� �

IZ USLOWIQ ���� pOSLEDNIE USLOWIQ DOLVNY IMETX MESTO DLQ L�BYH
ZNA�ENIJ t� �TO WOZMOVNO LI�X PRI WYPOLNENII SOOTNO�ENIQ

� � �
p
t� ���

GDE � 
 NEKOTORAQ POSTOQNNAQ�sOOTNO�ENIE ��� OPREDELQET ZAKON DWI�
VENIQ GRANICY ZAMERZANIQ�
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dLQ POSTOQNNYH A�� B�� A� I B� POLU�A�TSQ WYRAVENIQ

A� � c�� B� � � c�

�

�
�

�a�

� �

A� � �
c�

�
�

�a�

�
���

�
�

�a�

� � B� �
c

�� �

�
�

�a�

� �

���������������������
���

	TOBY OPREDELITX POSTOQNNU� �� NADO WOSPOLXZOWATXSQ SOOTNO�
�ENIEM ���	

k� c� e
� 	�

�a�
�

a� �

�
�

�a�

� �
k� c e

� 	�

�a�
�

a�

�
���

�
�

�a�

�� � ����

p
�

�
� ���

rE�ENIE �TOGO TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQ I DAET ZNA�ENIE �� nALI�

�IE HOTQ BY ODNOGO RE�ENIQ PRI c� � �� c 
 � SLEDUET UVE IZ TOGO ���
�TO PRI IZMENENII � OT � DO �
 LEWAQ �ASTX URAWNENIQ IZMENQETSQ
OT �
 DO �
� A PRAWAQ
 OT � DO �
� w SLU�AE ESLI c RAWNO
TEMPERATURE PLAWLENIQ �c � ��� WYRAVENIQ ��� I ��� DLQ OPREDELENIQ
KO�FFICIENTOW PRINIMA�T BOLEE PROSTOJ WID	

A� � B� � ��

A� � c�� B� � � c�

�

�
�

�a�

�
�������������

����

I

k� c� e
� 	�

�a�
�

a� �

�
�

�a�

� � ����

p
�

�
� ����

pOLOVIW ���a� � �� MOVEM PEREPISATX URAWNENIE ���� W TAKOM WIDE	

�p
�

e��
�

� ���
� �D��

�� aSIMPTOTI�ESKOE PREDSTAWLENIE FUNKCII �� � �z� PRI z �� SM� NA
S� 
���
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GDE POSTOQNNAQ D OPREDELQETSQ WYRAVENIEM

D �
�� a��
k� c�

� ��

wOSPOLXZOWAW�ISX GRAFIKOM FUNKCII � ��� �
e��

�

p
�� ���

� DANNYM NA

rIS� �

RIS� ��� LEGKO GRAFI�ESKI OPREDE�
LITX ZNA�ENIE ��

rE�ENIE ZADA�I O PROMERZANII
MOVET BYTX TAKVE POLU�ENO PRI PO�
MO�I METODA PODOBIQ� PRIWEDENNOGO
W pRILOVENII III K �TOJ GLAWE� zA�
DA�A O PROMERZANII QWLQETSQ W NE�
KOTOROM SMYSLE PREDELXNYM SLU�A�
EM NELINEJNYH KRAEWYH ZADA�� RAS�
SMOTRENNYH W pRILOVENII III� w SA�
MOM DELE� KO�FFICIENTY TEPLOPRO�
WODNOSTI I TEPLOEMKOSTI W ZADA�E
O PROMERZANII QWLQ�TSQ KUSO�NO�
POSTOQNNYMI FUNKCIQMI� I� KROME
TOGO� PRI u� � TEPLOEMKOSTX IMEET
BESKONE�NO BOLX�OE ZNA�ENIE� �TOT
SLU�AJ MOVNO POLU�ITX KAK PRE�
DELXNYJ PRI �	 �� KOGDA SKRYTAQ
TEPLOTA WYDELQETSQ NE MGNOWENNO� A
NA NEKOTOROM PROMEVUTKE ���� ���� PRI�EM DOLVNO WYPOLNQTXSQ USLO�
WIE

�Z
��

c �u� du � ��

oDNAKO �TU ZADA�U MOVNO RE�ITX I NEPOSREDSTWENNO� POLXZUQSX
METODOM PODOBIQ� nETRUDNO UBEDITXSQ� �TO WSE USLOWIQ ZADA�I OSTA�
NUTSQ NEIZMENNYMI� ESLI MAS�TAB DLINY UWELI�ITX W k RAZ� A MAS�
�TAB WREMENI
 W k� RAZ� �TO ZNA�IT� �TO RE�ENIE ZADA�I ZAWISIT OT

ARGUMENTA x�
p
t� T� E� �TO

u �x� t� � f

�
x

�
p
t

�
�

oTS�DA� W �ASTNOSTI� SLEDUET� �TO DWIVENIE NULEWOJ IZOTERMY BUDET

OPISYWATXSQ URAWNENIEM � � �
p
t� GDE �
 ZNA�ENIE ARGUMENTA� PRI

KOTOROM f ��� � �� dLQ OPREDELENIQ FUNKCII f MY IMEEM SLEDU��IE
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USLOWIQ	

a��
d�f�
dz�

� ��z d f�
dz

DLQ � � z � ��

a��
d�f�
dz�

� ��z d f�
dz

DLQ � � z �
�

f� ��� � c�� f� �
� � c� f� ��� � f� ��� � ��

k� f
�
� ��� � k� f

�
� ��� � ��

�

�
�

pO�TOMU FUNKCIQ f �z� IMEET WID

f �z� �

���������
f� �z� � A� �B��

�
z

�a�

�
� ESLI � � z � ��

f� �z� � A� �B��

�
z

�a�

�
� ESLI � � z �
�

dLQ OPREDELENIQ POSTOQNNYH A�� B�� A�� B� MY DOLVNY ISPOLX�
ZOWATX USLOWIQ ��� I ���� IZ KOTORYH WYTEKA�T FORMULY ���� dLQ
OPREDELENIQ � POLU�AETSQ USLOWIE ���� tAKIM OBRAZOM� ANALITI�E�
SKAQ �ASTX RE�ENIQ W OBOIH METODAH ODINAKOWA�

iZLOVENNYE ZDESX SOOBRAVENIQ POKAZYWA�T� �TO ZADA�U O PROMER�
ZANII MOVNO RE�ATX TAKVE I W TEH SLU�AQH� KOGDA SKRYTAQ TEPLOTA
WYDELQETSQ NE PRI FIKSIROWANNOJ TEMPERATURE� A NA NEKOTOROM INTER�
WALE TEMPERATUR� pODOBNYM VE METODOM MOVNO RE�ITX ZADA�U� ESLI
IMEETSQ NE ODNA� A NESKOLXKO KRITI�ESKIH TEMPERATUR� �TO WSTRE�AET�
SQ PRI FAZOWYH PREWRA�ENIQH W PROCESSE PEREHODA OT ODNOJ KRISTALLI�
�ESKOJ STRUKTURY K DRUGOJ� NAPRIMER PRI PEREKRISTALLIZACII STALI�
nAIBOLEE �FFEKTIWNYM METODOM �ISLENNOGO RE�ENIQ ZADA� O FAZO�
WYH PEREHODAH QWLQETSQ METOD KONE�NYH RAZNOSTEJ� KOTORYJ PRIMENIM
DLQ SLU�AQ DWUH I TREH PROSTRANSTWENNYH PEREMENNYH PRI NALI�II
NESKOLXKIH FAZOWYH PEREHODOW �SM� dOPOLNENIE I� x ���

V� uRAWNENIE �JN�TEJNA�kOLMOGOROWA

mIKROSKOPI�ESKIE �ASTICY� NAHODQ�IESQ W SREDE W SWOBODNOM�
WZWE�ENNOM SOSTOQNII� SOWER�A�T BESPORQDO�NOE DWIVENIE� NAZYWA�
EMOE BROUNOWSKIM� oBOZNA�IM WEROQTNOSTX DLQ �ASTICY� WY�ED�EJ
IZ TO�KI M� W MOMENT t�� NAHODITXSQ W MOMENT t W MALOJ OKRESTNO�
STI �V TO�KI M FUNKCIEJ

W �M� t� M�� t�� � �V� ���

wEROQTNOSTX ZDESX PONIMAETSQ W TOM SMYSLE� �TO ESLI W TE�ENIE
NEKOTOROGO MALOGO PROMEVUTKA �t � t � t� IZ TO�KI M� WYHODIT



V� urawnenie �jn	tejna	kolmogorowa ���

DOSTATO�NO BOLX�OE KOLI�ESTWO �ASTIC N �PRI�EM WZAIMODEJSTWIE
MEVDU NIMI PRENEBREVIMO MALO�� TO KONCENTRACIQ �TIH �ASTIC PRI
�t	 � W TO�KE M W MOMENT t BUDET RAWNA W �M� t� M�� t��� pRI �TOM
ZA EDINICU MASSY �ASTIC PRINIMAETSQ WSQ MASSA WYHODQ�IH IZ TO�KI
M� �ASTIC�

s PODOBNYM VE QWLENIEM MY WSTRE�AEMSQ PRI DIFFUZII GAZA�
PROISHODQ�EJ W KAKOJ�LIBO �NAPRIMER� WOZDU�NOJ� SREDE� fUNKCIQ
W �M� t� M�� t�� PREDSTAWLQET FUNKCI� TO�E�NOGO ISTO�NIKA� SOOT�
WETSTWU��EGO EDINI�NOJ MASSE�

o�EWIDNO� �TOZ
W �M� t� M�� t�� dVM � � �t 
 t�� ���

I �TO ESLI NA�ALXNAQ KONCENTRACIQ �ASTIC W NEKOTORYJ MOMENT WRE�
MENI t� RAWNA � �M�� TO KONCENTRACIQ u �M� t� �TIH �ASTIC W MOMENT
t 
 t� BUDET RAWNA

u �M� t� �

Z
W �M� t� P� t��� �P � dVP � ���

GDE INTEGRAL BERETSQ PO WSEMU PROSTRANSTWU�

iZ POSLEDNEGO RAWENSTWA SLEDUET URAWNENIE ��

W �M� t� M�� t�� �

Z
W �M� t� P� ��W �P� �� M�� t�� dVP � ���

IME��EE MESTO DLQ L�BOGO ZNA�ENIQ t� � � � t� �TO POSLEDNEE URAW�
NENIE NAZYWA�T U R A W N EN I EM �JN�TEJ N A
kOLMO G OR O W A�

pOKAVEM� �TO PRI OPREDELENNYH USLOWIQH� NALOVENNYH NA FUNK�
CI� W �M� t� M�� t��� RE�ENIE URAWNENIQ �JN�TEJNA
kOLMOGOROWA
UDOWLETWORQET NEKOTOROMU URAWNENI� S �ASTNYMI PROIZWODNYMI PA�
RABOLI�ESKOGO TIPA� rASSMOTRIM SLU�AJ� KOGDA POLOVENIE TO�KI M
HARAKTERIZUETSQ ODNOJ KOORDINATOJ x� pREDPOLOVIM� �TO FUNKCIQ
W �x� t� x�� t�� UDOWLETWORQET SLEDU��IM USLOWIQM�

���

lim
���

x� �

�
� lim

�

�

Z
�x� ��W �x� t � � � �� t� dx � A ��� t�� ���

eSLI ZA WREMQ � �ASTICA PEREHODIT IZ POLOVENIQ � W POLOVENIE x�

TO �x� ���� QWLQETSQ SREDNEJ SKOROSTX� �ASTICY� tAKIM OBRAZOM�
PERWOE USLOWIE OZNA�AET TREBOWANIE SU�ESTWOWANIQ KONE�NOJ SKOROSTI
UPORQDO�ENNOGO DWIVENIQ �ASTICY�

�� lE O N TO W I � m� a� sTATISTI�ESKAQ FIZIKA� m�� l�� ��� gL� VI�
kOLM O G O R O W a� n� oB ANALITI�ESKIH METODAH W TEORII WEROQTNOSTEJ ��
umn� ����� wYP� �� s� �	��
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���

lim
���

�x� ���

�
� lim

�

�

Z
�x� ���W �x� t� � � �� t� dx � �B ��� t�� ���

wELI�INA �x� ��� NE ZAWISIT OT NAPRAWLENIQ SME�ENIQ TO�KI x OTNO�
SITELXNO TO�KI �� sREDNEE ZNA�ENIE KWADRATA OTKLONENIQ ZA WREMQ �

�x� ��� �

Z
�x � ���W �x� t� � � �� t� dx

OBY�NO RASSMATRIWAETSQ KAK MERA NEUPORQDO�ENNOSTI DWIVENIQ ZA
�TOT PROMEVUTOK WREMENI� tREBOWANIE �� OZNA�AET PREDPOLOVENIE LI�
NEJNOJ ZAWISIMOSTI SREDNEGO KWADRATA OT WREMENI PRI MALYH � �

���

lim
���

jx� �j�
�

� lim
�

�

Z
jx� �j�W �x� t� � � �� t� dx � �� ���

fUNKCIQ W �x� t� � � �� t�� QWLQ��AQSQ FUNKCIEJ TO�E�NOGO ISTO�NI�
KA� DLQ MALYH ZNA�ENIJ � DOLVNA BYSTRO UBYWATX� KOGDA jx� �j 	
�
I WOZRASTATX� KOGDA jx� �j MALO�

dLQ POLU�ENIQ DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ �JN�TEJNA
kOL�
MOGOROWA UMNOVIM OBE �ASTI URAWNENIQ ��� NA PROIZWOLXNU� FUNKCI�
� �x�� OBRA�A��U�SQ W NULX WMESTE SO SWOEJ PROIZWODNOJ NA GRANICAH
OBLASTI INTEGRIROWANIQ� I PROINTEGRIRUEM PO WSEJ �TOJ OBLASTI	Z
W �x� t� � � x�� t��� �x� dx �

�

Z
W ��� t� x�� t�� d�

Z
W �x� t� � � �� t�� �x� dx�

rAZLOVIW W PRAWOJ �ASTI FUNKCI� � �x� W RQD tEJLORA PO x� �	

� �x� � � ��� � �� ��� �x � �� �
��� ���

�
�x� ��� �

���� ����
�"

�x� ����

GDE ��
 SREDNEE ZNA�ENIE� ZAKL��ENNOE MEVDU x I �� I RAZDELIW NA
� � POSLE PROSTYH PREOBRAZOWANIJ BUDEM IMETXZ
� �x�

W �x� t� � � x�� t���W �x� t� x�� t��

�
dx �

�

Z
W ��� t� x�� t��

h
�� ���

x� �

�
� ��� ���

�x� ���

��

i
d��

�
�

�" �

Z Z
���� ���� �x� ���W ��� t� x�� t��W �x� t� � � �� t� d� dx�

pREDPOLAGAQ� �TO ���� �x� OGRANI�ENA	

j���� �x�j � A�



V� urawnenie �jn	tejna	kolmogorowa ���

I U�ITYWAQ� �TO Z
W ��� t� x�� t�� d� � ��

MY POLU�IM���� ��
Z Z

���� ���� �x� ���W ��� t� x�� t��W �x� t� � � �� t� d� dx

���� �
�

A

�

Z
jx� �j�W �x� t� � � �� t� dx �

A jx� �j�
�

�

iZ USLOWIQ �� WYTEKAET� �TO �TO WYRAVENIE PRI � 	 � STREMITSQ
K NUL�� pO�TOMU� PEREHODQ K PREDELU PRI � 	 � I ISPOLXZUQ USLOWIQ
��� ��� POLU�AEMZ
� �x�

W �x� t� x�� t��

t
dx �

�

Z
W ��� t� x�� t�� ��

� ���A ��� t� � ��� ���B ��� t� � d��

pOSLE INTEGRIROWANIQ PO �ASTQM PRAWOJ �ASTI� PRINIMAQ WO WNIMANIE�
�TO FUNKCIQ � OBRA�AETSQ W NULX WMESTE SO SWOEJ PROIZWODNOJ NA
GRANICE OBLASTI INTEGRIROWANIQ� POLU�IMZ

� �x�

�
W

t
�
 �AW �

x
� � �BW �

x�

�
dx � ��

tAK KAK �TO SOOTNO�ENIE DOLVNO IMETX MESTO DLQ PROIZWOLXNOJ
FUNKCII � �x�� TO DLQ FUNKCII WEROQTNOSTI W �x� t� x�� t�� MY PO�
LU�AEM DIFF E R E N C I AL X N O E U R A WN E N I E �JN�TEJ N A
kOL�
MOG O R O W A

W

t
� �  �AW �

x
�
� �BW �

x�
� ���

pOLU�ENNOE URAWNENIE QWLQETSQ URAWNENIEM PARABOLI�ESKOGO TIPA� PO�
DOBNYM URAWNENI� TEPLOPROWODNOSTI� I MOVET BYTX ZAPISANO W WIDE

W

t
�



x

�
B
W

x

�
� �

W

x
� �W� ���

GDE

� � �A�Bx� � � �Ax �Bxx � �x�

iZ URAWNENIQ ��� WIDNO� �TO WELI�INA B IMEET FIZI�ESKIJ SMYSL
KO�FFICIENTA DIFFUZII� eSLI RASSMATRIWAEMYJ PROCESS ODNORODEN W
PROSTRANSTWE I WREMENI� T� E� FUNKCIQ W ZAWISIT TOLXKO OT RAZNOSTI
� � x � x� I � � t � t�� TO KO�FFICIENTY A I B NE ZAWISQT OT x
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I t I QWLQ�TSQ POSTOQNNYMI� uRAWNENIE ��� W �TOM SLU�AE QWLQETSQ
URAWNENIEM S POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI

W

t
� �A

W

x
�B

�W

x�
� ����

eSLI FUNKCIQ ZAWISIT TOLXKO OT jx� �j� T� E� WEROQTNOSTI SME�ENIQ
NAPRAWO I NALEWO NA ODINAKOWYE RASSTOQNIQ OT TO�KI � RAWNY� TO
O�EWIDNO� �TO A DOLVNO BYTX RAWNO NUL�� aNALITI�ESKI �TO SLEDUET
IZ FORMULY ��� W SILU TOGO� �TO PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ NE�ETNA�

w �TOM SLU�AE URAWNENIE ��� QWLQETSQ PROSTEJ�IM URAWNENIEM
TEPLOPROWODNOSTI

W

t
� B

�W

x�
� ����

VI� 									�fUNKCIQ

�� oPREDELENIE 									�FUNKCII� nARQDU S NEPRERYWNO RASPREDELEN�
NYMI WELI�INAMI �MASSA� ZARQD� TEPLOWYE ISTO�NIKI� MEHANI�ESKIJ
IMPULXS I T� P�� �ASTO PRIHODITSQ IMETX DELO S SOSREDOTO�ENNYMI
WELI�INAMI �TO�E�NAQ MASSA� TO�E�NYJ ZARQD� TO�E�NYJ ISTO�NIK TE�
PLA� SOSREDOTO�ENNYJ IMPULXS I T� D��� nE SLEDUET ZABYWATX� �TO �TI
PONQTIQ QWLQ�TSQ �PREDELXNYMI OBRAZAMI� I MOGUT BYTX OHARAKTE�

RIZOWANY PRI POMO�I PONQTIQ �OBOB�ENNYH FUNKCIJ� ���
iMEQ WWIDU FIZI�ESKIJ SMYSL ZADA�I� RASSMOTRIM POTENCIAL W

TO�KE M �SM� GL� IV� x �� EDINI�NOJ MASSY� SOSREDOTO�ENNOJ WNUTRI
NEKOTOROGO OB�EMA T W OKRESTNOSTI TO�KI M�� wOZXMEM KAKU��LIBO
POSLEDOWATELXNOSTXFUNKCIJ f �n g ��n � ��� KAVDAQ IZ KOTORYH RAWNA

NUL� WNE �ARA SM�
�n RADIUSA �n S CENTROM W TO�KE M�� GDE �n 	 �

PRI n	
� I DLQ KOTORYH� NA�INAQ S NEKOTOROGO n�ZZZ
T

�n �P � d�P �

ZZZ
S
M�
�n

�n �P � d�P � �� ���

rASSMATRIWAQ POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ

un �

ZZZ
T

�n
r
d��

QWLQ��IHSQ POTENCIALAMI MASS� RASPREDELENNYH S PLOTNOSTQMI �n�
I SOWER�AQ PREDELXNYJ PEREHOD PRI n	
� POLU�AEM

lim
n��

un �
�

rM�M
� ���

�� pODROBNEE SM�� kURA N T r� uRAWNENIQ S �ASTNYMI PROIZWODNYMI� m��
���� g E L XF A N D i� m�� 	ILO W e� g� oBOB�ENNYE FUNKCII I DEJSTWIQ
NAD NIMI� m�� ����� �oBOB�ENNYE FUNKCII� wYP� ���



VI� ��funkciq ���

�TOT REZULXTAT� O�EWIDNO NE ZAWISIT OT WYBORA POSLEDOWATELXNOSTI
f �n g� hOTQ POSLEDOWATELXNOSTX fun g I SHODITSQ K ��r� ODNAKO PO�
SLEDOWATELXNOSTX f �n g NE IMEET PREDELA W KLASSE RASSMATRIWAEMYH
KUSO�NO�DIFFERENCIRUEMYH FUNKCIJ� �pREDELXNYJ OBRAZ�� SOOTWET�
STWU��IJ POSLEDOWATELXNOSTI f �n g� NAZYWA�T FUNKCIEJ 	 �M� M���

oSNOWNYM SWOJSTWOM� OPREDELQ��IM 	�FUNKCI�� QWLQETSQ SLEDU�
��EE FORMALXNOE OPERATORNOE SOOTNO�ENIE	ZZZ

T

	 �M� M�� f �M� d�M �

�
f �M��� ESLI M� � T�

�� ESLI M� �� T�
���

GDE f �M�
 PROIZWOLXNAQ NEPRERYWNAQ FUNKCIQ TO�KI M � iMEQ W WI�
DU� �TO PRI n	
 FUNKCII �n RAWNOMERNO STREMQTSQ K NUL� WO WSQ�
KOJ OBLASTI� NE SODERVA�EJ TO�KI M�� I NEOGRANI�ENNO WOZRASTA�T
W OKRESTNOSTI SM�

�n TO�KI M�� INOGDA OPREDELQ�T 	�FUNKCI� FOR�
MALXNO PRI POMO�I SOOTNO�ENIJ

	 �M� M�� �

�
� PRI M ��M��


 PRI M �M�
���

I ZZZ
T

	 �M� M�� d�M �

�
� PRI M� � T�

� PRI M� �� T�
���

rAWENSTWO ��� QWLQETSQ O�EWIDNYM SLEDSTWIEM FORMULY ��� PRI f � ��
pRI RASSMOTRENII POSLEDOWATELXNOSTEJ FUNKCIJ W RAZLI�NYH ZA�

DA�AH PRIHODITSQ IMETX DELO S RAZNYMI OPREDELENIQMI SHODIMOSTI�
gOWORQT� �TO POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ

fun �x� g � u� �x�� u� �x�� � � � � un �x�� � � � ���

S H OD I T S Q R A W N OM E R N O NA INTERWALE �a� b�� ESLI DLQ L�BOGO � 


 � MOVNO UKAZATX TAKOE N � �TO PRI n� m 
 N DLQ L�BOGO x IZ
�a� b� BUDET WYPOLNQTXSQ USLOWIE

jun �x�� um �x�j � � PRI n� m 
 N�

gOWORQT� �TO POSLEDOWATELXNOSTX ��� S H OD I T S Q W S R E D N EM NA
INTERWALE �a� b�� ESLI DLQ L�BOGO � 
 � MOVNO UKAZATX TAKOE N � �TO
PRI n� m 
 N

bZ
a

jun �x�� um �x�j� dx � ��

gOWORQT� �TO POSLEDOWATELXNOSTX ��� S H OD I T S Q S L A B O NA IN�
TERWALE �a� b�� ESLI DLQ L�BOJ NEPRERYWNOJ FUNKCII f SU�ESTWUET
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PREDEL

lim
n��

bZ
a

f �x�un �x� dx�

pRI RASSMOTRENII SHODQ�IHSQ POSLEDOWATELXNOSTEJ OBY�NO WWO�
DQT P R ED E L XNY E � L EM E N TY POSLEDOWATELXNOSTEJ� rASSMOTRIM
KLASS NEPRERYWNYH FUNKCIJ NA INTERWALE �a� b�� w SLU�AE RAWNO�
MERNOJ SHODIMOSTI PREDELXNYJ �LEMENT PRINADLEVIT TOMU VE KLASSU
FUNKCIJ� �TO NE WSEGDA IMEET MESTO DLQ SHODIMOSTI W SREDNEM I SLA�
BOJ SHODIMOSTI� eSLI PREDELXNYJ �LEMENT NE PRINADLEVIT RASSMATRI�
WAEMOMU KLASSU FUNKCIJ� TO WWODQT PREDELXNYE �LEMENTY� RAS�IRQQ
ISHODNYJ KLASS� pRI �TOM POD RAS�IRENIEM PONIMAETSQ SOWOKUPNOSTX
ISHODNYH I PREDELXNYH �LEMENTOW� s PONQTIEM RAS�IRENIQ WSTRE�A�
�TSQ W TEORII DEJSTWITELXNOGO �ISLA� KOGDA IRRACIONALXNYE �ISLA
WWODQTSQ KAK PREDELXNYE �LEMENTY� OPREDELQEMYE KLASSOM �KWIWALENT�
NYH POSLEDOWATELXNOSTEJ�

rASSMATRIWAQ PREDELXNYE �LEMENTY W SMYSLE SLABOJ SHODIMOSTI�
MY BUDEM GOWORITX� �TO DWE POSLEDOWATELXNOSTI� fun g I f vn g� IME�T
ODIN I TOT VE PREDELXNYJ �LEMENT� ESLI ONI � K WI W AL E N TNY� T� E�
POSLEDOWATELXNOSTX fun � vn g SLABO SHODITSQ K NUL�	

lim
n��

bZ
a

f �x� �un �x�� vn �x�� dx � ��

bUDEM NAZYWATX POSLEDOWATELXNOSTX NEOTRICATELXNYH FUNKCIJ
f 	n g N ORMIR O W AN N OJ L O K A L XN OJ P O S L E D O W AT E L XN O ST X�
TO�KI x�� ESLI FUNKCIQ 	n RAWNA NUL� WNE INTERWALA �x� � �n� x� �
� �n�� GDE �n 	 � PRI n	
� I

bZ
a

	n �x� dx � ��

o�EWIDNO� �TO POSLEDOWATELXNOSTX f 	n g SHODITSQ SLABO� pREDELXNYJ
�LEMENT POSLEDOWATELXNOSTI f 	n g OBY�NO NAZYWA�T 	 �FUN KC I E J
TO�KI x��

w TOM SLU�AE� ESLI PREDELXNYJ W SMYSLE SLABOJ SHODIMOSTI �LE�
MENT u POSLEDOWATELXNOSTI fun g WYHODIT IZ KLASSA FUNKCIJ un� TO
INTEGRAL OT PROIZWEDENIQ NEKOTOROJ FUNKCII f NA �LEMENT u OPRE�
DELQETSQ KAK PREDEL

lim
n��

bZ
a

f �x�un �x� dx �

bZ
a

f �x�u �x� dx�
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o�EWIDNO� �TO DLQ 	�FUNKCII TO�KI x� IMEET MESTO RAWENSTWO

bZ
a

f �x� 	 �x� x�� dx � f �x���

�TO SOOTNO�ENIE �ASTO PRINIMA�T ZA OPREDELENIE 	�FUNKCII�
�� rAZLOVENIE 									�FUNKCII W RQD fURXE� 	�fUNKCI� MOVNO

OPREDELITX TAK VE� KAK PREDELXNYJ OBRAZ DRUGIH POSLEDOWATELXNO�
STEJ� �KWIWALENTNYH W SMYSLE SLABOJ SHODIMOSTI PRIWEDENNOJ WY�E
POSLEDOWATELXNOSTI 	n�x� LOKALXNYH NORMIROWANNYH FUNKCIJ TO�KI
x��

rASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ

�	n �x� x�� �
�

�l
�

�

l

nX
m��

�
cos

m�

l
x � cos m�

l
x� � sin

m�

l
x � sin m�

l
x�

�
�

�
�

�l
�

�

l

nX
m��

cos
m�

l
�x� x��� ���

ILI� W KOMPLEKSNOJ FORME�

�	n �x� x�� �
�

�l

nX
�n

eim
�
l
�x�x��� ����

OPREDELENNYH NA INTERWALE ��l� l��
o�EWIDNO� �TO DLQ L�BOJ FUNKCII g �x�� RAZLAGAEMOJ W RQD fU�

RXE� IMEET MESTO SLEDU��EE PREDELXNOE RAWENSTWO	

lim
n��

lZ
�l

�	n �x� x�� g �x� dx � g �x��� ���

KOTOROE POKAZYWAET� �TO W KLASSE FUNKCIJ f g �x� g� RAZLAGAEMYH W
RQDY fURXE� PRIWEDENNAQ WY�E POSLEDOWATELXNOSTX 	n �x� x�� �KWI�

WALENTNA W SMYSLE SLABOJ SHODIMOSTI POSLEDOWATELXNOSTI �	n �x� x���
T� E� �TO

	 �x� x�� �
�

�l
�

�

l

�X
m��

cos
m�

l
�x� x��� ���

ESLI �TO RAWENSTWO PONIMATX S TO�KI ZRENIQ SLABOJ SHODIMOSTI�
s �TOJ VE TO�KI ZRENIQ IMEET MESTO RAWENSTWO

	 �x� x�� �

�X
n��

�n �x��n �x��� ����

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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GDE f�n �x� g
 POLNAQ ORTOGONALXNAQ I NORMIROWANNAQ SISTEMA FUNK�
CIJ� OPREDELENNYH NA NEKOTOROM INTERWALE �a� b�� A TAKVE RAWENSTWO

	 �x� x�� �
�

��

�Z
��

eik �x�x�� dk �
�

�

�Z
�

cos k �x� x�� dk� ����

pOKAVEM� �TO PRI WY�ISLENII INTEGRALOW� SODERVA�IH 	�FUNKCI��
MOVNO POLXZOWATXSQ RQDOM ���� PROIZWODQ PO�LENNOE INTEGRIROWANIE
PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII�

rASSMOTRIM NEKOTORU� FUNKCI� g �x�� RAZLOVIMU� W RQD fURXE�
I INTEGRAL

lZ
�l

g �x� 	 �x� x�� dx�

pODSTAWLQQ S�DA WMESTO FUNKCII 	 �x� x�� EE WYRAVENIE IZ FORMULY
���� WYPOLNIM PO�LENNOE INTEGRIROWANIE RQDA� STOQ�EGO POD ZNAKOM
INTEGRALA� w REZULXTATE POLU�IM

g �x� �
�g�
�

�

�X
m��

�
�gm cos

m�

l
x� ��gm sin

m�

l
x
�
� �����

GDE

�g� �
�

l

lZ
�l

g �x�� dx��

�gm �
�

l

lZ
�l

g �x�� cos
m�

l
x� dx��

��gm �
�

l

lZ
�l

g �x�� sin
m�

l
x� dx��

�����������������������������
����

sOPOSTAWLENIE FORMULY ���� S RAWENSTWOM

lZ
�l

	 �x� x�� g �x� dx � g �x�� ��l � x� � l�

POKAZYWAET� �TO WYPOLNENNOE WY�E PO�LENNOE INTEGRIROWANIE RQDA
DLQ 	�FUNKCII PRIWODIT K PRAWILXNOMU REZULXTATU�

tAKIM OBRAZOM� W KLASSE FUNKCIJ� RAZLOVIMYH W RQD fURXE� PO�
SLEDOWATELXNOSTX �ASTI�NYH SUMM

�

�l

kX
n��k

ei
�n
l

�x�x��
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�KWIWALENTNA NORMIROWANNOJ LOKALXNOJ POSLEDOWATELXNOSTI f 	n g�
dRUGIE FORMY PREDSTAWLENIQ 	�FUNKCII TAKVE OSNOWANY NA IS�

POLXZOWANII NEKOTORYH FUNKCIONALXNYH POSLEDOWATELXNOSTEJ� �KWI�
WALENTNYH W SMYSLE SLABOJ SHODIMOSTI POSLEDOWATELXNOSTI f 	n g�

�� pRIMENENIE 									�FUNKCII K POSTROENI	 FUNKCII ISTO��
NIKA� rASSMOTRIM SLEDU��U� ZADA�U	

ut � a�uxx� ����

u �x� �� � � �x�� ����

u ��� t� � u �l� t� � �� ����

zADANNOJ FUNKCII � �x� SOOTWETSTWUET EDINSTWENNOE RE�ENIE ZADA�I

u �x� t� � L �� �x���

dOPUSTIM� �TO OPERATOR L MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

u �x� t� � L �� �x�� �

lZ
�

G �x� �� t�� ��� d�� ����

GDE G �x� �� t�
 QDRO OPERATORA L�
dLQ TOGO �TOBY NAJTI QDRO G �x� �� t�� POLOVIM

� �x� � 	 �x� x��� �����

zAMENQQ W FORMULE ���� � �x� 	�FUNKCIEJ� POLU�IM

u �x� t� � G �x� x�� t�� ����

T� E� G �x� x�� t� QWLQETSQ RE�ENIEM ZADA�I ���� PRI NA�ALXNOM USLO�
WII ������

pREDSTAWIM 	�FUNKCI� W WIDE RQDA fURXE	

	 �x� x�� �

�X
n��

�

l
sin

n�

l
x sin

n�

l
x��

qDRO G� O�EWIDNO� NADO ISKATX W WIDE SUMMY

G �x� x�� t� �

�X
n��

An �t� sin
n�

l
x� ����

KAVDOE SLAGAEMOE KOTOROJ DOLVNO UDOWLETWORQTX URAWNENI� TEPLO�
PROWODNOSTI� oTS�DA SLEDUET� �TO

An �t� � Bn e
�
%
n�
l

&�
a�t�

iZ NA�ALXNOGO USLOWIQ SRAZU VE POLU�AEM

Bn �
�

l
sin

n�

l
x��

���
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tAKIM OBRAZOM� MY FORMALXNO POLU�ILI DLQ QDRA G WYRAVENIE

G �x� x�� t� �
�

l

�X
n��

e�
%
n�
l

&�
a�t sin

n�

l
x sin

n�

l
x�� ����

SOWPADA��EE S PREDSTAWLENIEM DLQ FUNKCII ISTO�NIKA� KOTOROE BYLO
ISSLEDOWANO W x �� rE�ENIE ZADA�I ����
 ���� DAETSQ FORMULOJ �����
GDE G �x� x�� t�
FUNKCIQ� OPREDELQEMAQ FORMULOJ �����

pODOBNYM VE OBRAZOM MOVNO NAJTI WYRAVENIE DLQ FUNKCII IS�
TO�NIKA NA NEOGRANI�ENNOJ PRQMOJ� fUNKCIQ G W �TOM SLU�AE BUDET
OPREDELQTXSQ USLOWIQMI

ut � a�uxx � � ��
 � x �
�� ����

u �x� �� � � �x� � 	 �x� x��� ����

iMEQ W WIDU RAZLOVENIE 	�FUNKCII W INTEGRAL fURXE

	 �x � x�� �
�

�

�Z
�

cos� �x� x�� d��

BUDEM ISKATX G �x� x�� t� W WIDE

G �x� x�� t� �
�

�

�Z
�

A� �t� cos� �x� x�� d�� ����

iZ URAWNENIQ ���� NAHODIM

A� �t� � A
���
� e�a

���t� ����

pOLAGAQ t � � I SRAWNIWAQ FORMULY ���� I ����� POLU�AEM

A
���
� � ��

tAKIM OBRAZOM�

G �x� x�� t� �
�

�

�Z
�

e�a
���t cos� �x� x�� d��

wY�ISLENIE �TOGO INTEGRALA DAET

G �x� x�� t� �
�

�
p
�a�t

e
� �x�x��

�

�a�t �

oTS�DA SLEDUET� �TO RE�ENIE ZADA�I O RASPROSTRANENII TEPLA NA BES�
KONE�NOJ PRQMOJ DOLVNO WYRAVATXSQ FORMULOJ

u �x� t� �

�Z
��

G �x� �� t�� ��� d�� ����
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wYQSNENIE GRANICY PRIMENIMOSTI FORMUL� POLU�ENNYH METODOM
	�FUNKCII� TREBUET SPECIALXNOGO ISSLEDOWANIQ�

w KA�ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM TEPERX NEODNORODNOE URAWNENIE

ut � a�uxx �
F �x� t�

c�
� ����

GDE F �x� t�
 PLOTNOSTX RASPREDELENNYH TEPLOWYH ISTO�NOKOW� eSLI
W TO�KE x � � W MOMENT t � t� POME�EN MGNOWENNYJ ISTO�NIK TEPLA
MO�NOSTI Q�� TO

F �x� t� � Q� 	 �x� �� 	 �t� t��� ����

nAJDEM RE�ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ

ut � a�uxx �
Q�

c�
	 �x� �� 	 �t� t�� �t� 
 �� ����

PRI NULEWOM NA�ALXNOM USLOWII

u �x� �� � ��

u�ITYWAQ INTEGRALXNOE PREDSTAWLENIE

	 �x� �� �
�

�

�Z
�

cos� �x � �� d��

BUDEM ISKATX FUNKCI� u �x� t� W WIDE

u �x� t� �
�

�

�Z
�

u� �t� cos� �x� �� d��

pODSTAWLQQ �TI WYRAVENIQ W URAWNENIQ ����� POLU�AEM URAWNENIE DLQ
u� �t�	

�u� �t� � a���u� �t� �
Q�

c�
	 �t� t��

S NA�ALXNYM USLOWIEM

u� ��� � ��

kAK IZWESTNO� RE�ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ

�u� ��u � f �t�� u ��� � �

IMEET WID

u �t� �

tZ
�

e��
� �t��� f ��� d�� ����
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w NA�EM SLU�AE

u� �t� �
Q�

c�

tZ
�

e�a
��� �t��� 	 �� � t�� d� �

���������
� PRI t � t��

Q�

c�
e�a

��� �t�t�� PRI t 
 t��

����
tAKIM OBRAZOM�

u �x� t� �
Q�

c�

�

�

�Z
�

e�a
��� �t�t�� cos� �x� �� d� �

Q�

c�
G �x� �� t� t���

GDE

G �x� �� t� t�� �
�

�
p
�a� �t� t��

e
� �x����

�a� �t�t��


FUNKCIQ WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO�E�NOGO ISTO�NIKA�
pODOBNYJ METOD POSTROENIQ FUNKCII WLIQNIQ �ASTO ISPOLXZUETSQ

W TEORETI�ESKOJ FIZIKE ���

�� sM� PODROBNOE IZLOVENIE TEORII ��FUNKCII I MNOGO�ISLENNYE PRIMERY
EE PRIMENENIQ W KNIGE� iW A N E NK O d� d�� sO KO L O W a� a� kLASSI�ESKAQ
TEORIQ POLQ� �nOWYE PROBLEMY�� m�� l�� ����� gL� I�



glawa IV

urawneniq �llipti�eskogo tipa

pRI ISSLEDOWANII STACIONARNYH PROCESSOW RAZLI�NOJ FIZI�ESKOJ
PRIRODY �KOLEBANIQ� TEPLOPROWODNOSTX� DIFFUZIQ I DR�� OBY�NO PRI�
HODQT K URAWNENIQM �LLIPTI�ESKOGO TIPA� nAIBOLEE RASPROSTRANEN�
NYM URAWNENIEM �TOGO TIPA QWLQETSQ U R A WN E N I E l A P L A S A

�u � ��

fUNKCIQ u NAZYWAETSQ G ARM O N I � E S K OJ W OBLASTI T � ESLI
ONA NEPRERYWNA W �TOJ OBLASTI WMESTE SO SWOIMI PROIZWODNYMI DO
��GO PORQDKA I UDOWLETWORQET URAWNENI� lAPLASA�

pRI IZU�ENII SWOJSTW GARMONI�ESKIH FUNKCIJ BYLI RAZRABOTANY
RAZLI�NYE MATEMATI�ESKIE METODY� OKAZAW�IESQ PLODOTWORNYMI I W
PRIMENENII K URAWNENIQM GIPERBOLI�ESKOGO I PARABOLI�ESKOGO TIPOW�

xxxxxxxxx �� zADA�I� PRIWODQ�IE K URAWNENI	 lAPLASA

�� sTACIONARNOE TEPLOWOE POLE� pOSTANOWKA KRAEWYH ZA�
DA�� rASSMOTRIM STACIONARNOE TEPLOWOE POLE� w GL� III BYLO POKAZANO�
�TO TEMPERATURA NESTACIONARNOGO TEPLOWOGO POLQ UDOWLETWORQET DIF�
FERENCIALXNOMU URAWNENI� TEPLOPROWODNOSTI

ut � a��u

�
a� �

k

c�

�
�

eSLI PROCESS STACIONAREN� TO USTANAWLIWAETSQ RASPREDELENIE TEMPE�
RATURY u �x� y� z�� NE MENQ��EESQ S TE�ENIEM WREMENI I� SLEDOWATELX�
NO� UDOWLETWORQ��EE URAWNENI� lAPLASA

�u � �� ���

pRI NALI�II ISTO�NIKOW TEPLA POLU�AEM URAWNENIE

�u � �f� f �
F

k
� ���

GDE F 
PLOTNOSTX TEPLOWYH ISTO�NIKOW� A k
 KO�FFICIENT TEPLO�
PROWODNOSTI� nEODNORODNOE URAWNENIE lAPLASA ��� �ASTO NAZYWA�T
UR A WN E N I EM pU A S S O N A�
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rASSMOTRIM NEKOTORYJ OB�EM T � OGRANI�ENNYJ POWERHNOSTX� ��
zADA�A O STACIONARNOM RASPREDELENII TEMPERATURY u �x� y� z� WNUTRI
TELA T FORMULIRUETSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

nAJTI FUNKCI� u �x� y� z�� UDOWLETWORQ��U� WNUTRI T URAW�
NENI�

�u � �f �x� y� z� ���

I GRANI�NOMU USLOWI�� KOTOROE MOVET BYTX WZQTO W ODNOM IZ SLE�
DU��IH WIDOW	

A� u � f� NA � �P E R W A Q KR A E W A Q Z A D A� A��

B�
u

n
� f� NA � �W T OR A Q K R A E W A Q Z A D A � A��

W�
u

n
� h �u� f�� � � NA � �TR E T X Q K R A E W A Q Z A D A � A��

GDE f�� f�� f�� h� ZADANNYE FUNKCII� u�n�PROIZWODNAQ PO WNE��

NEJ NORMALI K POWERHNOSTI � ���
fIZI�ESKIJ SMYSL �TIH GRANI�NYH USLOWIJ O�EWIDEN �SM� GL� III�

x ��� pERWU� KRAEWU� ZADA�U DLQ URAWNENIQ lAPLASA �ASTO NAZY�
WA�T Z AD A� E J dIRI H L E� A WTORU� KRAEWU� ZADA�U 
 Z A D A� E J
n E JM AN A�

eSLI I�ETSQ RE�ENIE W OBLASTI T�� WNUTRENNEJ �ILI WNE�NEJ� PO
OTNO�ENI� K POWERHNOSTI �� TO SOOTWETSTWU��U� ZADA�U NAZYWA�T
WN U TR EN N E J �ILI WN E�N E J� KRAEWOJ ZADA�EJ�

�� pOTENCIALXNOE TE�ENIE VIDKOSTI� pOTENCIAL STACIO�
NARNOGO TOKA I �LEKTROSTATI�ESKOGO POLQ� w KA�ESTWE WTOROGO
PRIMERA RASSMOTRIM POTENCIALXNOE TE�ENIE VIDKOSTI BEZ ISTO�NI�
KOW� pUSTX WNUTRI NEKOTOROGO OB�EMA T S GRANICEJ � IMEET MESTO
STACIONARNOE TE�ENIE NESVIMAEMOJ VIDKOSTI �PLOTNOSTX � � const��
HARAKTERIZUEMOE SKOROSTX� v �x� y� z�� eSLI TE�ENIE VIDKOSTI NE WI�
HREWOE� TO SKOROSTX v QWLQETSQ POTENCIALXNYM WEKTOROM� T� E�

v � � grad�� ���

GDE �
 SKALQRNAQ FUNKCIQ� NAZYWAEMAQ P O T EN C I A LOM S K OR O S�
TI� eSLI OTSUTSTWU�T ISTO�NIKI� TO

divv � �� ���

�� o�EWIDNO� �TO STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY MOVET USTA�
NOWITXSQ LI�X PRI USLOWII RAWENSTWA NUL� SUMMARNOGO POTOKA TEPLA �EREZ
GRANICU OBLASTI� oTS�DA SLEDUET� �TO FUNKCIQ f� DOLVNA UDOWLETWORQTX
DOPOLNITELXNOMU TREBOWANI� Z Z

	

f� d� � ��



x �� zada�i� priwodq�ie k urawneni
 laplasa ���

pODSTAWLQQ S�DA WYRAVENIE ��� DLQ v� POLU�IM

div grad� � ��

ILI

�� � �� ���

T� E� POTENCIAL SKOROSTI UDOWLETWORQET URAWNENI� lAPLASA�
pUSTX W ODNORODNOJ PROWODQ�EJ SREDE IMEETSQ STACIONARNYJ TOK

S OB�EMNOJ PLOTNOSTX� j �x� y� z�� eSLI W SREDE NET OB�EMNYH ISTO��
NIKOW TOKA� TO

div j � �� ���

�LEKTRI�ESKOE POLE E OPREDELQETSQ �EREZ PLOTNOSTX TOKA IZ DIF�
FERENCIALXNOGO ZAKONA oMA

E �
j

�
� ���

GDE �
 PROWODIMOSTX SREDY� pOSKOLXKU PROCESS STACIONARNYJ� TO

�LEKTRI�ESKOE POLE QWLQETSQ BEZWIHREWYM� ILI P oTE N C I AL X NYM ���
T� E� SU�ESTWUET TAKAQ SKALQRNAQ FUNKCIQ � �x� y� z�� DLQ KOTOROJ

E � � grad� � j � �� grad� �� ���

oTS�DA NA OSNOWANII FORMUL ��� I ��� ZAKL��AEM� �TO

�� � �� ���

T� E� POTENCIAL �LEKTRI�ESKOGO POLQ STACIONARNOGO TOKA UDOWLETWORQ�
ET URAWNENI� lAPLASA�

rASSMOTRIM �LEKTRI�ESKOE POLE STACIONARNYH ZARQDOW� iZ STACI�
ONARNOSTI PROCESSA SLEDUET� �TO

rotE � �� ����

T� E� POLE QWLQETSQ POTENCIALXNYM I

E � � grad�� ����
pUSTX � �x� y� z�
 OB�EMNAQ PLOTNOSTX ZARQDOW� IME��IHSQ W SRE�

DE� HARAKTERIZUEMOJ DI�LEKTRI�ESKOJ POSTOQNNOJ � � �� iSHODQ IZ
OSNOWNOGO ZAKONA �LEKTRODINAMIKIZ Z

S

En dS � ��
X

ei � ��

ZZZ
T

� d� ����

�GDE T 
NEKOTORYJ OB�EM� S
 POWERHNOSTX� EGO OGRANI�IWA��AQ�P
ei
 SUMMA WSEH ZARQDOW WNUTRI T � I POLXZUQSX TEOREMOJ oSTRO�

GRADSKOGO
gAUSSA Z Z
S

En dS �

ZZZ
T

divE d�� ����

�� iZ WTOROGO URAWNENIQ mAKSWELLA
�

c
 H � � rotE SLEDUET� �TO rotE � ��
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POLU�AEM

divE � ����

pODSTAWIW S�DA WYRAVENIE ��� DLQ E� BUDEM IMETX

�� � ����� ����

T� E� �LEKTROSTATI�ESKIJ POTENCIAL � UDOWLETWORQETURAWNENI� pUAS�
SONA� eSLI OB�EMNYH ZARQDOW NET �� � ��� TO POTENCIAL � DOLVEN
UDOWLETWORQTX URAWNENI� lAPLASA

�� � ��

oSNOWNYE KRAEWYE ZADA�I DLQ RASSMOTRENNYH PROCESSOW OTNOSQT�
SQ K TREM TIPAM� PRIWEDENNYM WY�E� mY NE BUDEM ZDESX OSTANA�

rIS� 

WLIWATXSQ NA NEKOTORYH DRUGIH KRAE�
WYH ZADA�AH� HARAKTERNYH DLQ RAZLI��
NYH FIZI�ESKIH PROCESSOW� nEKOTORYE
IZ �TIH ZADA� BUDUT PRIWEDENY W PRI�
LOVENIQH�

�� uRAWNENIE lAPLASA W KRIWO�
LINEJNOJ SISTEME KOORDINAT� wY�
WEDEM WYRAVENIE DLQ OPERATORA lAPLA�
SA W ORTOGONALXNOJ KRIWOLINEJNOJ SI�
STEME KOORDINAT�pUSTX W PROSTRANSTWE

WMESTO DEKARTOWYH KOORDINAT x� y� z WWEDENY KRIWOLINEJNYE KOOR�
DINATY q�� q�� q� S POMO�X� SOOTNO�ENIJ

q� � f� �x� y� z�� q� � f� �x� y� z�� q� � f� �x� y� z�� ����

RAZRE�AQ KOTORYE OTNOSITELXNO x� y� z� MOVNO NAPISATX

x � �� �q�� q�� q��� y � �� �q�� q�� q��� z � �� �q�� q�� q��� ����

pOLAGAQ q� � C�� q� � C�� q� � C�� GDE C�� C�� C� 
POSTOQNNYE�
POLU�IM TRI SEMEJSTWA KOORDINATNYH POWERHNOSTEJ	

f� �x� y� z� � C�� f� �x� y� z� � C�� f� �x� y� z� � C�� ����

rASSMOTRIM �LEMENT OB�EMA W NOWYH KOORDINATAH� OGRANI�ENNYJ
TREMQ PARAMI KOORDINATNYH POWERHNOSTEJ �RIS� ���� wDOLX REBRA AB
q� � const� q� � const� WDOLX AD q� � const� q� � const� WDOLX AC
q� � const� q� � const� nAPRAWLQ��IE KOSINUSY KASATELXNOJ K REBRAM
AB� AC I AD PROPORCIONALXNY SOOTWETSTWENNO

��
q�

�
��
q�

�
��
q�

�
��
q�

�
��
q�

�
��
q�

�
��
q�

�
��
q�

�
��
q�

�

uSLOWIE ORTOGONALXNOSTI REBER BUDET IMETX WID

��
qi

��
qk

�
��
qi

��
qk

�
��
qi

��
qk

� � �i �� k�� ����
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wY�ISLIM �LEMENT DLINY W NOWYH KOORDINATAH	

ds� � dx� � dy� � dz� �

�
��
q�

dq� �
��
q�

dq� �
��
q�

dq�

��

�

�

�
��
q�

dq� �
��
q�

dq� �
��
q�

dq�

��

�

�

�
��
q�

dq� �
��
q�

dq� �
��
q�

dq�

��

� ����

rASKRYWAQ SKOBKI I U�ITYWAQ USLOWIQ ORTOGONALXNOSTI ����� POLU�AEM

ds� � H�
� dq

�
� �H�

� dq
�
� �H�

� dq
�
� � ����

GDE

H�
� �

�
��
q�

��

�

�
��
q�

��

�

�
��
q�

��

�

H�
� �

�
��
q�

��

�

�
��
q�

��

�

�
��
q�

��

�

H�
� �

�
��
q�

��

�

�
��
q�

��

�

�
��
q�

��

�

�����������������������
����

wDOLX KAVDOGO IZ REBER �LEMENTARNOGO OB�EMA MENQETSQ TOLXKO OD�
NA KOORDINATA� PO�TOMU DLQ DLINY �TIH REBER SOGLASNO FORMULE ����
BUDEM IMETX

ds� � H� dq�� ds� � H� dq�� ds� � H� dq�� ����

TAK �TO �LEMENT OB�EMA RAWEN

dv � ds� ds� ds� � H�H�H� dq� dq� dq�� ����

rASSMOTRIM TEPERX NEKOTOROE WEKTORNOE POLE A �x� y� z�� wY�I�
SLIM divA� OPREDELQEMU� IZWESTNOJ FORMULOJ WEKTORNOGO ANALIZA

divA � lim
vM��

Z Z
S

An dS

vM
� ����

GDE S
 POWERHNOSTX� OGRANI�IWA��AQ NEKOTORYJ OB�EM vM � SODERVA�
�IJ RASSMATRIWAEMU� TO�KU M � pRIMENIM �TU FORMULU K �LEMENTU
OB�EMA dv� IZOBRAVENNOMU NA RIS� ���

pOLXZUQSX TEOREMOJ O SREDNEM� MOVNO PREDSTAWITX RAZNOSTX POTO�
KOW WEKTORA A �EREZ PROTIWOPOLOVNYE GRANI� NAPRIMER �EREZ PRAWU�
I LEWU�� W WIDE

Q� � A� ds� ds�jq��dq� �A� ds� ds�jq� �
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pRINIMAQ WO WNIMANIE FORMULY ����� POLU�IM

Q� �

�
H�H�A�jq��dq� �H�H�A�jq�

�
dq� dq� �

�


q�
�H�H�A�� dq� dq� dq�� ����

aNALOGI�NO WY�ISLQ�TSQ DWE DRUGIE RAZNOSTI POTOKOW �EREZ PROTIWO�
POLOVNYE GRANI	

Q� �


q�
�H�H�A�� dq� dq� dq�� ����

Q� �


q�
�H�H�A�� dq� dq� dq�� ����

pODSTAWLQQ W FORMULU ���� ZNA�ENIE
RR
S

An dS � Q� �Q� �Q� I POLX�

ZUQSX FORMULOJ ����� POLU�AEM WYRAVENIE DIWERGENCII W KRIWOLINEJ�
NYH ORTOGONALXNYH KOORDINATAH	

divA �
�

H�H�H�

�


q�
�H�H�A�� �



q�
�H�H�A�� �



q�
�H�H�A��

�
�

����
pREDPOLOVIM� �TO POLE A POTENCIALXNOE� T� E�

A � gradu� ����

tOGDA

A� �
u

s�
�

�

H�

u

q�
� A� �

�

H�

u

q�
� A� �

�

H�

u

q�
� ����

pODSTAWIW W ���� WYRAVENIQ ���� DLQ A�� A�� A�� POLU�IM WYRAVENIE
DLQ OPERATORA lAPLASA	

�u � div gradu �
�

H�H�H�

�


q�

�
H�H�

H�

u

q�

�
�

�


q�

�
H�H�

H�

u

q�

�
�



q�

�
H�H�

H�

u

q�

��
� ����

tAKIM OBRAZOM� URAWNENIE lAPLASA �u � � W ORTOGONALXNYH KRIWOLI�
NEJNYH KOORDINATAH q�� q� I q� ZAPISYWAETSQ SLEDU��IM OBRAZOM	

�

H�H�H�

�


q�

�
H�H�

H�

u

q�

�
�

�


q�

�
H�H�

H�

u

q�

�
�



q�

�
H�H�

H�

u

q�

��
� �� ����
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rASSMOTRIM DWA �ASTNYH SLU�AQ�
�� sFE R I � E S K I E K O OR D I N A TY� w �TOM SLU�AE q� � r� q� � ��

q� � � I FORMULY PREOBRAZOWANIQ ���� PRINIMA�T WID

x � r sin � cos�� y � r sin � sin�� z � r cos ��

wY�ISLIM ds�	

ds� � �sin � cos�dr � r cos � cos�d� � r sin � sin�d��� �

��sin � sin�dr � r cos � sin�d� � r sin � cos�d��� �

� �cos � dr � r sin � d����

POSLE RASKRYTIQ SKOBOK I UPRO�ENIJ NAHODIM

ds� � dr� � r� d�� � r� sin� � d���

T� E�

H� � �� H� � r� H� � r sin ��

pODSTAWIW ZNA�ENIQ H�� H�� H� W FORMULU ����� POLU�IM URAWNENIE
lAPLASA W SFERI�ESKIH KOORDINATAH	

�

r� sin �

�


r

�
r� sin �

u

r

�
�



�

�
sin �

u

�

�
�



�

�
�

sin �

u

�

��
� ��

ILI OKON�ATELXNO

�r����u �
�

r�


r

�
r�

u

r

�
�

�

r� sin �



�

�
sin �

u

�

�
�

�

r� sin� �

�u

��
� ��

����
�� cILIN D R I � E S K I E K O OR D I N ATY� w �TOM SLU�AE q� � ��

q� � �� q� � z I

x � � cos�� y � � sin�� z � z�

TAK �TO

H� � �� H� � �� H� � ��

uRAWNENIE lAPLASA W CILINDRI�ESKIH KOORDINATAH PRINIMAET WID

�����zu �
�

�



�

�
�
u

�

�
�

�

��
�u

��
�
�u

z�
� �� ����

eSLI ISKOMAQ FUNKCIQ u NE ZAWISIT OT z� TO URAWNENIE ���� UPRO�A�
ETSQ	

����u �
�

�



�

�
�
u

�

�
�

�

��
�u

��
� �� ����

�� nEKOTORYE �ASTNYE RE�ENIQ URAWNENIQ lAPLASA� bOLX�
�OJ INTERES PREDSTAWLQ�T RE�ENIQ URAWNENIQ lAPLASA� OBLADA��IE
SFERI�ESKOJ ILI CILINDRI�ESKOJ SIMMETRIEJ� T� E� ZAWISQ�IE TOLXKO
OT ODNOJ PEREMENNOJ r ILI ��
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rE�ENIE URAWNENIQ lAPLASA u � U �r�� OBLADA��EE SFERI�ESKOJ
SIMMETRIEJ� BUDET OPREDELQTXSQ IZ OBYKNOWENNOGO DIFFERENCIALXNOGO
URAWNENIQ

d

dr

�
r�

dU

dr

�
� ��

iNTEGRIRUQ �TO URAWNENIE� NAHODIM

U �
C�

r
� C��

GDE C� I C� 
 PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE� pOLAGAQ� NAPRIMER� C� � ��
C� � �� POLU�AEM FUNKCI�

U� �
�

r
� ����

KOTORU� �ASTO NAZYWA�T FUN D AM E N TAL X NYM R E� E N I EM UR A W�
N EN I Q lA P L A S A W P R O S TR AN S T W E�

aNALOGI�NO� POLAGAQ

u � U ���

I POLXZUQSX URAWNENIEM ���� ILI ����� NAJDEM RE�ENIE� OBLADA��EE
CILINDRI�ESKOJ ILI KRUGOWOJ SIMMETRIEJ �W SLU�AE DWUH NEZAWISIMYH
PEREMENNYH�� W WIDE

U ��� � C� ln �� C��

wYBIRAQ C� � �� I C� � �� BUDEM IMETX

U� � ln
�

�
� ����

fUNKCI� U� ��� �ASTO NAZYWA�T FUN D AM E N TAL X NYM R E� E N I�
EM UR A WN E N I Q lA P LA S A N A P L O S K O S TI �DLQ DWUH NEZAWISIMYH
PEREMENNYH��

fUNKCIQ U� � ��r UDOWLETWORQET URAWNENI� �u � � WS�DU� KRO�
ME TO�KI r � �� GDE ONA OBRA�AETSQ W BESKONE�NOSTX� s TO�NOSTX� DO
MNOVITELQ PROPORCIONALXNOSTI ONA SOWPADAET S POLEM TO�E�NOGO ZA�
RQDA e� POME�ENNOGO W NA�ALE KOORDINAT� POTENCIAL �TOGO POLQ RAWEN

u �
e

r
�

aNALOGI�NO FUNKCIQ ln����� UDOWLETWORQET URAWNENI� lAPLASA WS��
DU� KROME TO�KI � � �� GDE ONA OBRA�AETSQ W �POLOVITELXNU�� BESKO�
NE�NOSTX� I S TO�NOSTX� DO MNOVITELQ SOWPADAET S POLEM ZARQVENNOJ
LINII �SM� PODROBNEE x �� P� ��� POTENCIAL KOTOROGO RAWEN

u � �e� ln
�

�
�



x �� zada�i� priwodq�ie k urawneni
 laplasa ���

GDE e�
 PLOTNOSTX ZARQDA� RASS�ITANNAQ NA EDINICU DLINY� �TI
FUNKCII IME�T BOLX�OE ZNA�ENIE W TEORII GARMONI�ESKIH FUNKCIJ�

�� gARMONI�ESKIE FUNKCII I ANALITI�ESKIE FUNKCII KOM�
PLEKSNOGO PEREMENNOGO� wESXMA OB�IM METODOM RE�ENIQ DWUMER�
NYH ZADA� DLQ URAWNENIQ lAPLASA QWLQETSQ METOD� ISPOLXZU��IJ
FUNKCII KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO�

pUSTX

w � f �z� � u �x� y� � iv �x� y�


 NEKOTORAQ FUNKCIQ KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO z � x � iy� PRI�EM
u I v QWLQ�TSQ WE�ESTWENNYMI FUNKCIQMI PEREMENNYH x I y� nAI�
BOLX�IJ INTERES PREDSTAWLQ�T TAK NAZYWAEMYE AN AL I TI � E S KI E
FUNKCII� DLQ KOTORYH SU�ESTWUET PROIZWODNAQ

dw

dz
� lim

�z��

�w

�z
� lim

�z��

f �z ��z�� f �z�

�z
�

pRIRA�ENIE �z � �x � i�y� O�EWIDNO� MOVET STREMITXSQ K NUL�
MNOGIMI SPOSOBAMI� dLQ KAVDOGO IZ SPOSOBOW STREMLENIQ �z K NUL��
WOOB�E GOWORQ� MOVET POLU�ITXSQ SWOE ZNA�ENIE PREDELA� oDNAKO� ESLI
FUNKCIQ w � f �z� ANALITI�ESKAQ� TO PREDEL lim

�z��
�f��z � f � �z� NE

ZAWISIT OT WYBORA PUTI�
nEOBHODIMYMI I DOSTATO�NYMI USLOWIQMI ANALITI�NOSTI FUNK�

CII QWLQ�TSQ TAK NAZYWAEMYE U S L O W I Q kO�I
rIMAN A

ux � vy�

uy � �vx�

�
����

�TI USLOWIQ MOVNO POLU�ITX� NAPRIMER� SLEDU��IM OBRAZOM�
pUSTX w � u � iv � f �z�
 ANALITI�ESKAQ FUNKCIQ� wY�ISLQQ

PROIZWODNYE

wx � ux � ivx �
w �z�

z
zx �

dw

dz
�

wy � uy � ivy �
w �z�

z
zy � i

dw

dz

I TREBUQ RAWENSTWA ZNA�ENIJ dw�dz� OPREDELQEMYH IZ �TIH DWUH SO�
OTNO�ENIJ� POLU�AEM

ux � ivx � vy � iuy �
dw

dz
�

OTKUDA I SLEDU�T USLOWIQ kO�I
rIMANA� nA DOKAZATELXSTWE DOSTA�
TO�NOSTI �TIH USLOWIJ MY NE BUDEM OSTANAWLIWATXSQ�

w TEORII FUNKCIJ KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO DOKAZYWAETSQ� �TO
FUNKCIQ� ANALITI�ESKAQ W NEKOTOROJ OBLASTI G PLOSKOSTI z � x �
� iy� IMEET W �TOJ OBLASTI PROIZWODNYE WSEH PORQDKOW I RAZLAGAETSQ
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W STEPENNOJ RQD� w �ASTNOSTI� DLQ TAKOJ FUNKCII u �x� y� I v �x� y�
IME�T NEPRERYWNYE PROIZWODNYE ��GO PORQDKA PO x I y�

dIFFERENCIRUQ PERWOE RAWENSTWO FORMULY ���� PO x� A WTOROE PO
y� POLU�AEM

uxx � uyy � �� ILI ��u � ��

pODOBNYM VE OBRAZOM� MENQQ PORQDOK DIFFERENCIROWANIQ� NAHODIM

vxx � vyy � �� ILI ��v � ��

tAKIM OBRAZOM� DEJSTWITELXNAQ I MNIMAQ �ASTI ANALITI�ESKOJ
FUNKCII UDOWLETWORQ�T URAWNENI� lAPLASA� oBY�NO GOWORQT� �TO u
I v� UDOWLETWORQ��IE USLOWI� kO�I
rIMANA� QWLQ�TSQ S OP R Q�
VENNYMI G A RM ON I � E S KIMI FUN KC I QMI�

rASSMOTRIM PREOBRAZOWANIE

x � x �u� v�� u � u �x� y��

y � y �u� v�� v � v �x� y��

�
����

WZAIMNO ODNOZNA�NO OTOBRAVA��EE NEKOTORU� OBLASTX G PLOSKOSTI
�x� y� NA OBLASTX G� PLOSKOSTI �u� v�� TAK �TO KAVDOJ TO�KE OBLASTI
G SOOTWETSTWUET OPREDELENNAQ TO�KA OBLASTI G� I� OBRATNO� KAVDOJ
TO�KE OBLASTI G� SOOTWETSTWUET OPREDELENNAQ TO�KA OBLASTI G�

pUSTX

U � U �x� y�


 NEKOTORAQ WE�ESTWENNAQ DWAVDY NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMAQ
FUNKCIQ� OPREDELENNAQ WNUTRI OBLASTI G� wYQSNIM� KAK IZMENQET�
SQ PRI PREOBRAZOWANII ���� OPERATOR lAPLASA FUNKCII

U � U �x �u� v�� y �u� v�� � $U �u� v��

wY�ISLIM PROIZWODNYE FUNKCII U 	

Ux � $Uuux � $Uvvx� Uy � $Uuuy � $Uvvy�

Uxx � $Uuuu
�
x � $Uvvv

�
x � �$Uuvuxvx � $Uuuxx � $Uvvxx�

Uyy � $Uuuu
�
y �

$Uvvv
�
y � �$Uuvuyvy � $Uuuyy � $Uvvyy�

iSPOLXZUQ IH PRI PREOBRAZOWANII OPERATORA lAPLASA� POLU�AEM

Uxx � Uyy � $Uuu �u
�
x � u�y� � $Uvv �v

�
x � v�y��

�� $Uuv �uxvx � uyvy� � $Uu �uxx � uyy� � $Uv �vxx � vyy�� ����

eSLI u I v QWLQ�TSQ SOPRQVENNYMI GARMONI�ESKIMI FUNKCIQMI�
TO PREOBRAZOWANIE ���� �KWIWALENTNO PREOBRAZOWANI�� OSU�ESTWLQEMO�
MU ANALITI�ESKOJ FUNKCIEJ

w � f �z� � u� iv �z � x� iy�� ����



x �� zada�i� priwodq�ie k urawneni
 laplasa ���

w �TOM SLU�AE W SILU USLOWIJ kO�I
rIMANA ���� DLQ FUNKCIJ
u I v DOLVNY WYPOLNQTXSQ SOOTNO�ENIQ

u�x � u�y � u�x � v�x � v�y � v�x � jf � �z�j��

uxvx � uyvy � ��

sLEDOWATELXNO� S U�ETOM GARMONI�NOSTI u I v FORMULA ���� PRINI�
MAET WID

Uxx � Uyy � � $Uuu � $Uvv� jf � �z�j�� ����

ILI

�u�v
$U �

�

jf � �z�j� �x�yU� �����

tAKIM OBRAZOM� W REZULXTATE PREOBRAZOWANIQ ���� GARMONI�ESKAQ W

OBLASTI G FUNKCIQ U �x� y� PEREHODIT W FUNKCI� $U � U �u� v�� GAR�
MONI�ESKU� W OBLASTI G�� ESLI TOLXKO jf � �z�j� �� ��

	� pREOBRAZOWANIE OBRATNYH RADIUSOW�WEKTOROW� pRI IZU�
�ENII GARMONI�ESKIH FUNKCIJ �ASTO POLXZU�TSQ PREOBRAZOWANIEM
OBRATNYH RADIUSOW�WEKTOROW� pR E O BR A Z O W AN I EM OBR A TNYH R A�
D I U S O W � W E K T OR O W W SFERE RADIUSA a NAZYWAETSQ TAKOE PREOBRAZO�
WANIE� PRI KOTOROM WSQKOJ TO�KE M STAWITSQ W SOOTWETSTWIE TO�KA
M �� LEVA�AQ NA TOM VE LU�E IZ NA�ALA KOORDINAT� �TO I TO�KA M �
RADIUS�WEKTOR KOTOROJ r� SWQZAN S RADIUSOM�WEKTOROM r TO�KI M
SOOTNO�ENIEM

r�r � a�� ILI r� �
a�

r
� ����

w DALXNEJ�EM BUDEM S�ITATX a � �� �EGO MOVNO WSEGDA DOBITXSQ
IZMENENIEM MAS�TABA DLINY�

pOKAVEM� �TO GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ DWUH NEZAWISIMYH PEREMEN�
NYH u ��� �� PREOBRAZOWANIEM OBRATNYH RADIUSOW�WEKTOROW PEREWODIT�
SQ W GARMONI�ESKU� FUNKCI�

v ���� �� � u ��� ��� GDE � �
�

��
� ����

w SAMOM DELE� FUNKCIQ u ��� ��� A TEM SAMYM I FUNKCIQ v����� ���
KAK FUNKCII PEREMENNYH � I � UDOWLETWORQ�T URAWNENIQM

����� �u � �


�

�
�
u

�

�
�
�u

��
� �

I

����� �v � �


�

�
�
v

�

�
�

�v

��
� ��

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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pEREHODQ K PEREMENNYM �� I �� POLU�AEM

�
v

�
� �

v

��
��

�
� � ��

v

��
�

OTKUDA I SLEDUET� �TO v ���� �� UDOWLETWORQET URAWNENI� ��� �v � ��
TAK KAK

������� �v � ��


��

�
��

v

��

�
�

�v

��
� ��

pEREHODQ K SLU�A� TREH NEZAWISIMYH PEREMENNYH� POKAVEM� �TO
FUNKCIQ

v �r�� �� �� � ru �r� �� ��� GDE r �
�

r�
� ����

UDOWLETWORQET URAWNENI� lAPLASA �r�� �� �v � �� ESLI u �r� �� ��

GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ SWOIH PEREMENNYH	 �r� ���u � ��

pREOBRAZOWANIE ���� �ASTO NAZYWA�T PR E O BR A Z O W AN I EM
kE L X WI N A�

lEGKO UBEDITXSQ NEPOSREDSTWENNYM DIFFERENCIROWANIEM� �TO
PERWOE SLAGAEMOE W OPERATORE lAPLASA ���� PREOBRAZUETSQ K WIDU

�

r�


r

�
r�

u

r

�
�
�u

r�
�

�

r

u

r
�

�

r

� �ru�

r�
� ����

TAK �TO

r�r� �� �u �
� �ru�

r�
�

�

r

�
�

sin �



�

�
sin �

u

�

�
�

�

sin� �

�u

��

�
� ��

ILI

�v

r�
�

�

r�

�
�

sin �



�

�
sin �

v

�

�
�

�

sin� �

�v

��

�
� ��

zAME�AQ� �TO

v

r
�

v

r�
r�

r
� � r��

v

r�
�

NAHODIM� �TO v UDOWLETWORQET URAWNENI� �r�� �� �v � �� TAK KAK

r��


r�

�
r��

v

r�

�
� r��

�
�

sin �



�

�
sin �

v

�

�
�

�

sin� �

�v

��

�
� ��

ILI

r�
�r�� ���v � ��
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xxxxxxxxx �� oB�IE SWOJSTWA GARMONI�ESKIH FUNKCIJ
w NASTOQ�EM PARAGRAFE DAETSQ INTEGRALXNOE PREDSTAWLENIE GAR�

MONI�ESKIH FUNKCIJ� QWLQ��EESQ OSNOWNYM APPARATOM DLQ IZU�ENIQ
IH OB�IH SWOJSTW� oDNIM IZ WAVNEJ�IH SLEDSTWIJ INTEGRALXNOJ FOR�
MULY QWLQETSQ PRINCIP MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ� MNOGOKRATNO ISPOLX�
ZUEMYJ NAMI W DALXNEJ�EM KAK PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY EDIN�
STWENNOSTI� TAK I PRI RE�ENII KRAEWYH ZADA�� zDESX TAKVE DAETSQ
MATEMATI�ESKAQ POSTANOWKA WNUTRENNIH I WNE�NIH KRAEWYH ZADA� DLQ
URAWNENIQ lAPLASA I DOKAZYWAETSQ EDINSTWENNOSTX I USTOJ�IWOSTX RE�
�ENIQ �TIH ZADA��

�� fORMULY gRINA� iNTEGRALXNOE PREDSTAWLENIE RE�E�
NIQ� pRI IZU�ENII URAWNENIJ �LLIPTI�ESKOGO TIPA MY �ASTO BUDEM
POLXZOWATXSQ FORMULAMI gRINA� QWLQ��IMISQ PRQMYM SLEDSTWIEM
FORMULY oSTROGRADSKOGO
gAUSSA�

fORMULA oSTROGRADSKOGO
gAUSSA W PROSTEJ�EM SLU�AE IMEET

WID �� ZZZ
T

R

z
dx dy dz �

Z Z
	

R cos � d�� ���

GDE T 
 NEKOTORYJ OB�EM� OGRANI�ENNYJ DOSTATO�NO GLADKOJ POWERH�
NOSTX� �� R �x� y� z�
 PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ� NEPRERYWNAQ W OBLA�
STI T � � I DIFFERENCIRUEMAQ WNUTRI T � �
 UGOL MEVDU WNE�NEJ
NORMALX� K � I OSX� z� w SPRAWEDLIWOSTI �TOJ FORMULY NETRUDNO
UBEDITXSQ� WYPOLNQQ INTEGRIROWANIE PO z�

fORMULU oSTROGRADSKOGO
gAUSSA OBY�NO ZAPISYWA�T W WIDEZZZ
T

�
P

x
�
Q

y
�
R

z

�
d� �

Z Z
	

�P cos��Q cos� �R cos �� d�� ���

GDE d� � dx dy dz
 �LEMENT OB�EMA� � � d�nx�� � � d�ny�� � � d�nz�

UGLY WNE�NEJ NORMALI n K POWERHNOSTI � S KOORDINATNYMI OSQMI�

P � Q� R
 PROIZWOLXNYE DIFFERENCIRUEMYE FUNKCII ���
eSLI P � Q� R RASSMATRIWATX KAK KOMPONENTY NEKOTOROGO WEKTORA

A � P i� Q j � Rk� TO FORMULU oSTROGRADSKOGO
gAUSSA ��� MOVNO
ZAPISATX SLEDU��IM OBRAZOM	ZZZ

T

divA d� �

Z Z
	

An d�� ����

�� bUDA K b� m�� fOMIN s� w� kRATNYE INTEGRALY I RQDY� M�� ���
�
�� w DALXNEJ�EM MY BUDEM PREDPOLAGATX� �TO K TEM OBLASTQM� S KOTORYMI

MY BUDEM IMETX DELO� PRIMENIMA FORMULA oSTROGRADSKOGO 	 gAUSSA� tAKI�
MI POWERHNOSTQMI QWLQ�TSQ� NAPRIMER� POWERHNOSTI S KUSO�NO�NEPRERYWNOJ
KRIWIZNOJ� A TAKVE POWERHNOSTI lQPUNOWA �SM� x ���

���



��� urawneniq �llipti�eskogo tipa �gl� IV

GDE

divA �
P

x
�
Q

y
�
R

z

I

An � P cos��Q cos� �R cos �


 SOSTAWLQ��AQ WEKTORA A WDOLX WNE�NEJ NORMALI�
pEREJDEM TEPERX K WYWODU FORMUL gRINA�
pUSTX u � u �x� y� z� I v � v �x� y� z�
 FUNKCII� NEPRERYWNYE

WMESTE SO SWOIMI PERWYMI PROIZWODNYMI WNUTRI T � � I IME��IE
NEPRERYWNYE WTORYE PROIZWODNYE WNUTRI T �

pOLAGAQ

P � u
v

x
� Q � u

v

y
� R � u

v

z

I POLXZUQSX FORMULOJ oSTROGRADSKOGO
gAUSSA ����� PRIHODIM K TAK
NAZYWAEMOJ P E R W OJ F ORMU L E gR IN A	ZZZ

T

u�v d� �

Z Z
	

u
v

n
d� �

ZZZ
T

�
u

x

v

x
�
u

y

v

y
�
u

z

v

z

�
d��

���

GDE � �
�

x�
�

�

y�
�

�

z�

 OPERATOR lAPLASA�



n
� cos�



x
�

� cos�


y
� cos �



z

PROIZWODNAQ PO NAPRAWLENI� WNE�NEJ NORMA�

LI�
eSLI U�ESTX SOOTNO�ENIE

gradu gradv � ru � rv �
u

x

v

x
�
u

y

v

y
�
u

z

v

z
�

TO FORMULU gRINA MOVNO PREDSTAWITX W WIDEZZZ
T

u�v d� � �
ZZZ
T

rurv d� �
Z Z
	

u
v

n
d�� ����

mENQQ MESTAMI FUNKCII u I v� BUDEM IMETXZZZ
T

v�u d� � �
ZZZ
T

rvru d� �
Z Z
	

v
u

n
d�� ���

wY�ITAQ IZ RAWENSTWA ���� RAWENSTWO ���� POLU�AEM WTO R U� FORMU�
L U gRI N AZZZ

T

�u�v � v�u� d� �

Z Z
	

�
u
v

n
� v

u

n

�
d�� ���
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oBLASTX T MOVET BYTX OGRANI�ENA NESKOLXKIMI POWERHNOSTQ�
MI� fORMULY gRINA PRIMENIMY I W �TOM SLU�AE� PRI�EM POWERHNOST�
NYE INTEGRALY SLEDUET BRATX PO WSEM POWERHNOSTQM� OGRANI�IWA��IM
OBLASTX T �

dLQ FUNKCIJ u � u �x� y�� v � v �x� y� DWUH PEREMENNYH IME�T
MESTO ANALOGI�NYE FORMULY gRINA� wTORAQ FORMULA gRINA W OBLASTI
S S GRANICEJ C IMEET WIDZ Z

S

�u��v � v��u� dS �

Z
C

�
u
v

n
� v

u

n

�
ds�

GDE dS � dx dy� ds
 �LEMENT DUGI WDOLX C� ��v � vxx � vyy� �n


rIS� �

PROIZWODNAQ PO NAPRAWLENI� WNE�NEJ K KONTU�
RU C NORMALI n�

kAK MY WIDELI �x �� P� ��� FUNKCIQ

U� �M� �
�

R
�

GDE

R �
p
�x� x��� � �y � y��� � �z � z���


 RASSTOQNIE MEVDU TO�KAMI M �x� y� z� I M� �x�� y�� z��� UDOWLETWO�
RQET URAWNENI� lAPLASA PRI M �� M��

pUSTX u �M�
FUNKCIQ� NEPRERYWNAQ WMESTE S PERWYMI PROIZWOD�
NYMI W OBLASTI T �� I IME��AQ WTORYE PROIZWODNYE W T � rASSMO�
TRIM FUNKCI� v � ��RMM� � GDE M�
NEKOTORAQ WNUTRENNQQ TO�KA
OBLASTI T � pOSKOLXKU �TA FUNKCIQ IMEET WNUTRI T RAZRYW NEPRE�
RYWNOSTI W TO�KE M� �x�� y�� z��� TO NEPOSREDSTWENNO PRIMENITX WTO�
RU� FORMULU gRINA W OBLASTI T K FUNKCIQM u I v NELXZQ� oDNAKO
FUNKCIQ v � ��RMM� OGRANI�ENA W OBLASTI T �K� S GRANICEJ � �
���� GDE K�
�AR RADIUSA � S CENTROM W TO�KE M� I POWERHNOSTX�
�� �RIS� ����

pRIMENQQ WTORU� FORMULU gRINA ��� K FUNKCIQM u I v � ��R W
OBLASTI T �K�� POLU�AEMZZZ
T�K�

�
u�

�

R
� �

R
�u

�
d� �

�

Z Z
	

�
u


n

�
�

R

�
� �

R

u

n

�
d��

Z Z
	�

u


n

�
�

R

�
d��

Z Z
	�

�

R

u

n
d�� ���

w PRAWOJ �ASTI �TOGO RAWENSTWA TOLXKO POSLEDNIE DWA INTEGRALA ZA�
WISQT OT �� wY�ISLQQ PROIZWODNU� PO WNE�NEJ NORMALI K OBLASTI
T �K� NA ��� NAJDEM� �TO



n

�
�

R

� ����
	�

� � 

r

�
�

R

� ����
r��

�
�

��
�
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OTKUDA Z Z
	�

u


n

�
�

R

�
d� �

�

��

Z Z
	�

u d� �
�

��
����u� � ��u�� ���

GDE u�
 SREDNEE ZNA�ENIE FUNKCII u �M� NA POWERHNOSTI ��� pRE�
OBRAZUEM TRETIJ INTEGRAL	Z Z

	�

�

R

u

n
d� �

�

�

Z Z
	�

u

n
d� �

�

�
����

�
u

n

��
� ���

�
u

n

��
� ���

zDESX �u�n��
 SREDNEE ZNA�ENIE NORMALXNOJ PROIZWODNOJ u�n NA
SFERE ��� pODSTAWLQQ WYRAVENIQ ��� I ��� W FORMULU ��� I U�ITYWAQ�
�TO ����R� � � W T �K�� BUDEM IMETXZZZ
T�K�

�
� �

R

�
�u d� �

Z Z
	

�
u


n

�
�

R

�
� �

R

u

n

�
d� � ��u� � ���

�
u

n

��
�

���
uSTREMIM TEPERX RADIUS � K NUL�� tOGDA POLU�IM	

�� lim
���

u� � u �M��� TAK KAK u �M�
 NEPRERYWNAQ FUNKCIQ� A

u�
 EE SREDNEE ZNA�ENIE PO SFERE RADIUSA � S CENTROM W TO�KE M��
�� lim
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eSLI TO�KA M� NAHODITSQ WNE OBLASTI T � TO v � ��RMM� NE�
PRERYWNA I GARMONI�NA WO WSEH TO�KAH OBLASTI T � pO�TOMU SLEWA W
FORMULE ���� POLU�IM NULX�

rASSMOTRIM SLU�AJ� KOGDA M� PRINADLEVIT POWERHNOSTI ��
pREDPOLOVIM� �TO � IMEET W M� KASATELXNU� PLOSKOSTX S NEPRE�
RYWNYMI UGLOWYMI KO�FFICIENTAMI� sFERA �� RADIUSA � S CENTROM
W M� PERESEKAET POWERHNOSTX � I DELIT EE NA DWE �ASTI	 �� I ���
�ASTX �� LEVIT WNUTRI �ARA K�� fORMULU gRINA ��� PRIMENIM K u
I v � ��R W OBLASTI T � T�� GDE T�
 OBLASTX� OGRANI�ENNAQ �� I
�ASTX� SFERY ���� LEVA�EJ WNUTRI T �oB�AQ SHEMA RASSUVDENIJ� PRI�
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GDE � I �
 NEPRERYWNYE FUNKCII� QWLQETSQ GARMONI�ESKOJ FUNK�
CIEJ WNE POWERHNOSTI �� w SAMOM DELE� POSKOLXKU PODYNTEGRALXNYE
FUNKCII I WSE IH PROIZWODNYE NEPRERYWNY WNE POWERHNOSTI �� TO
PROIZWODNYE FUNKCIJ ���� L�BOGO PORQDKA MOVNO WY�ISLQTX PRI PO�
MO�I DIFFERENCIROWANIQ POD ZNAKOM INTEGRALA� tAK KAK� KROME TOGO�
FUNKCII ��RMP I
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UDOWLETWORQ�T URAWNENI� lAPLASA PO PEREMENNYM M �x� y� z�� TO W
SILU OBOB�ENNOGO PRINCIPA SUPERPOZICII �SM� LEMMU NA S� ����� FUNK�
CII ���� TAKVE UDOWLETWORQ�T URAWNENI� lAPLASA PO PEREMENNYM x�
y� z�

oTS�DA WYTEKAET WAVNOE SLEDSTWIE	 WSQKAQ GARMONI�ESKAQ FUNK�
CIQ WNUTRI OBLASTI GARMONI�NOSTI DIFFERENCIRUEMA BES�ISLENNOE

MNOVESTWO RAZ ��� oTMETIM TAKVE� �TO GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ ANA�
LITI�NA �RAZLAGAETSQ W STEPENNOJ RQD� WO WSQKOJ TO�KE M� OBLASTI
T � w �TOM MOVNO UBEDITXSQ S POMO�X� RASSUVDENIJ� OSNOWANNYH NA
TOM VE INTEGRALXNOM PREDSTAWLENII �����

aNALOGI�NYE FORMULY IME�T MESTO I DLQ GARMONI�ESKIH FUNK�
CIJ DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH� pUSTX S
NEKOTORAQ OBLASTX NA
PLOSKOSTI �x� y�� OGRANI�ENNAQ KONTUROM C� A n
 NAPRAWLENIE NOR�
MALI K �TOMU KONTURU� WNE�NEE PO OTNO�ENI� K OBLASTI S�

pOLAGAQ WO WTOROJ FORMULE gRINA
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TEOREMA WSE VE SOHRANQET SILU� W �EM MOVNO UBEDITXSQ� OKRUVAQ TO�KU M
OBLASTX�� LEVA�EJ WMESTE SO SWOEJ GRANICEJ WNUTRI T �
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w SAMOM DELE� PODSTAWLQQ W PERWU� FORMULU gRINA ���� KAKU��
LIBO GARMONI�ESKU� FUNKCI� v ��v � �� I FUNKCI� u � �� SRAZU VE
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�TA TEOREMA UTWERVDAET� �TO ZNA�ENIE GARMONI�ESKOJ FUNKCII W
NEKOTOROJ TO�KE M� RAWNO SREDNEMU ZNA�ENI� �TOJ FUNKCII NA L�BOJ
SFERE �a S CENTROM W M�� ESLI SFERA �a NE WYHODIT IZ OBLASTI
GARMONI�NOSTI FUNKCII u �M��

pRIMENIM FORMULU ���� K �ARU Ka S CENTROM W TO�KE M� I PO�
WERHNOSTX� �a	
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GDE Ca
 OKRUVNOSTX RADIUSA a S CENTROM W TO�KE M�� LEVA�AQ W
OBLASTI GARMONI�NOSTI u�

�� pRINC I P M AK SIM AL XN O G O Z N A� E N I Q� eSLI FUNKCIQ
u �M�� OPREDELENNAQ I NEPRERYWNAQ W ZAMKNUTOJ OBLASTI T � ��
UDOWLETWORQET URAWNENI� �u � � WNUTRI T� TO MAKSIMALXNOE I MI�
NIMALXNOE ZNA�ENIQ FUNKCII u �M� DOSTIGA�TSQ NA POWERHNOSTI ��

dOPUSTIM� �TO FUNKCIQ u �M� DOSTIGAET MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ
W NEKOTOROJ WNUTRENNEJ TO�KE M� OBLASTI T � TAK �TO u� � u �M�� �
� u �M�� GDEM 
 L�BAQ TO�KA OBLASTI T � oKRUVIM TO�KUM� SFEROJ
�� RADIUSA �� CELIKOM LEVA�EJ WNUTRI OBLASTI T � pOSKOLXKU� PO PRED�
POLOVENI�� u �M�� ESTX NAIBOLX�EE ZNA�ENIE FUNKCII u �M� W T ���
TO uj	 � u �M��� pOLXZUQSX FORMULOJ SREDNEGO ZNA�ENIQ ���� I ZAMENQQ
POD INTEGRALOM WS�DU u �M� ZNA�ENIEM u �M��� POLU�AEM
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A �TO PRIWODIT K PROTIWORE�I�� tAKIM OBRAZOM� NA WSEJ POWERHNOSTI
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eSLI �m� 
MINIMALXNOE RASSTOQNIE OT M� DO POWERHNOSTI �� TO
u �M� � u �M�� DLQ WSEH TO�EK� LEVA�IH WNUTRI ��m

�
� oTS�DA SLE�

DUET� �TO W TO�KAH M�� PRINADLEVA�IH OB�EJ �ASTI ��m
�

I �� PO

NEPRERYWNOSTI u �M�� � u �M��� �TO I DOKAZYWAET TEOREMU� POSKOLX�
KU MY UBEDILISX� �TO MAKSIMALXNOE ZNA�ENIE u �M�� DOSTIGAETSQ W
TO�KAH GRANICY M��

nETRUDNO UBEDITXSQ� �TO ESLI OBLASTX T SWQZNAQ I MAKSIMALX�
NOE ZNA�ENIE DOSTIGAETSQ HOTQ BY W ODNOJ WNUTRENNEJ TO�KE M��

TO u �M� � u �M�� WO WSEJ OBLASTI� pUSTX M ���
 KAKAQ�LIBO DRUGAQ

rIS� �

TO�KA OBLASTI T � sOEDINIM TO��

KU M ��� S TO�KOJ M� LOMANOJ LI�
NIEJ L �RIS� ���� DLINU KOTOROJ
OBOZNA�IM l� pUSTX M� ESTX PO�
SLEDNQQ TO�KA WYHODA LINII L IZ
��m
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� w �TOJ TO�KE u�M�� � u�M���
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�
RADIUSA
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�

W �TOJ TO�KE u �M�� � u �M��� pRO�
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�AGOW� GDE ��m�
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DA SLEDUET� �TO u �M ���� � u �M��� w SILU PROIZWOLXNOSTI M ��� I
NEPRERYWNOSTI u �M� W ZAMKNUTOJ OBLASTI T � � ZAKL��AEM� �TO
u �M� � u �M�� WS�DU� WKL��AQ TO�KI GRANICY� tAKIM OBRAZOM� IZ
WSEH GARMONI�ESKIH FUNKCIJ TOLXKO POSTOQNNAQ MOVET DOSTIGATX SWO�
EGO MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ WO WNUTRENNIH TO�KAH OBLASTI�

aNALOGI�NU� TEOREMU MOVNO DOKAZATX I OTNOSITELXNO MINIMALX�
NOGO ZNA�ENIQ�

sLE D S T WI E �� eSLI FUNKCII u I U NEPRERYWNY W OBLASTI T �
��� GARMONI�NY W T I ESLI

u � U NA ��

TO

u � U WS�DU WNUTRI T�

w SAMOM DELE� FUNKCIQ U � u NEPRERYWNA W T ��� GARMONI�NA W
T I

U � u � � NA ��

w SILU PRINCIPA MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ

U � u � � WS�DU WNUTRI T �

OTKUDA I SLEDUET NA�E UTWERVDENIE�
sLE D S T WI E �� eSLI FUNKCII u I U NEPRERYWNY W OBLASTI T �

��� GARMONI�NY W T I ESLI

juj � U NA ��

TO

juj � U WS�DU WNUTRI T �

iZ USLOWIJ TEOREMY SLEDUET� �TO TRI GARMONI�ESKIE FUNKCII	
�U � u I U 
 UDOWLETWORQ�T NERAWENSTWAM

�U � u � U NA ��

pRIMENQQ DWAVDY SLEDSTWIE �� POLU�AEM� �TO

�U � u � U WS�DU WNUTRI T �

ILI

juj � U WS�DU WNUTRI T �

sLE D S T WI E �� dLQ GARMONI�ESKOJ W T I NEPRERYWNOJ W T ��
FUNKCII u �M� WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO

juj � max juj j	
WS�DU W T ���

dLQ DOKAZATELXSTWA SLEDSTWIQ � DOSTATO�NO POLOVITX U �
� max juj j	 I WOSPOLXZOWATXSQ SLEDSTWIEM ��
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hOTQ IZLOVENIE PROWODILOSX DLQ TREH IZMERENIJ� ODNAKO WSE RE�
ZULXTATY PERENOSQTSQ NA SLU�AJ GARMONI�ESKIH FUNKCIJ L�BOGO �ISLA
PEREMENNYH�

�� eDINSTWENNOSTX I USTOJ�IWOSTX RE�ENIQ PERWOJ WNU�
TRENNEJ KRAEWOJ ZADA�I� pUSTX DANA OBLASTX T � OGRANI�ENNAQ ZA�
MKNUTOJ POWERHNOSTX� �� NA KOTOROJ ZADANA NEKOTORAQ FUNKCIQ f � w
PROSTEJ�EM SLU�AE� KOGDA GRANI�NAQ FUNKCIQ f NEPRERYWNA� PERWAQ
WNUTRENNQQ KRAEWAQ ZADA�A �WNUTRENNQQ ZADA�A dIRIHLE� DLQ URAWNE�
NIQ lAPLASA OBY�NO STAWITSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

tREBUETSQ NAJTI FUNKCI� u� KOTORAQ	
A� OPREDELENA I NEPRERYWNA W ZAMKNUTOJ OBLASTI T ��� WKL��AQ

GRANICU�
B� UDOWLETWORQET WNUTRI OBLASTI T URAWNENI� �u � ��
W� PRINIMAET NA GRANICE � ZADANNYE ZNA�ENIQ f �
w USLOWII �B� PREDPOLAGAETSQ GARMONI�NOSTX FUNKCII WNUTRI

OBLASTI T � tREBOWANIE GARMONI�NOSTI NA GRANICE QWLQETSQ IZLI��
NIM� TAK KAK ONO POWLEKLO BY ZA SOBOJ DOPOLNITELXNYE OGRANI�ENIQ
DLQ GRANI�NYH ZNA�ENIJ�

uSLOWIE NEPRERYWNOSTI u W ZAMKNUTOJ OBLASTI �ILI KAKOE�LIBO
DRUGOE USLOWIE� RAZ�QSNQ��EE SMYSL TOGO� �TO FUNKCIQ u PRINIMAET
NA GRANICE ZADANNYE ZNA�ENIQ� NEOBHODIMO DLQ EDINSTWENNOSTI� eSLI
OTKAZATXSQ OT �TOGO USLOWIQ� TO L�BU� FUNKCI�� RAWNU� POSTOQNNOJ
C WNUTRI T I ZADANNOJ FUNKCII f NA �� MOVNO RASSMATRIWATX KAK
RE�ENIE ZADA�I� POSKOLXKU ONA UDOWLETWORQET USLOWIQM �B�� �W��

dOKAVEM TEOREMU EDINSTWENNOSTI�
pERWAQ WNUTRENNQQ KRAEWAQ ZADA�A DLQ URAWNENIQ lAPLASA NE MO�

VET IMETX DWUH RAZLI�NYH RE�ENIJ�
dOPUSTIM� �TO SU�ESTWU�T DWE RAZLI�NYE FUNKCII u� I u��

QWLQ��IESQ RE�ENIQMI ZADA�I� T� E� FUNKCII� NEPRERYWNYE W ZAMKNU�
TOJ OBLASTI T ��� UDOWLETWORQ��IE WNUTRI OBLASTI URAWNENI� lA�
PLASA I NA POWERHNOSTI � PRINIMA��IE ODNI I TE VE ZNA�ENIQ f �
rAZNOSTX �TIH FUNKCIJ u � u� � u� OBLADAET SLEDU��IMI SWOJSTWA�
MI	

�� �u � � WNUTRI OBLASTI T �
�� u NEPRERYWNA W ZAMKNUTOJ OBLASTI T ���
�� uj	 � ��
fUNKCIQ u �M�� TAKIM OBRAZOM� NEPRERYWNA I GARMONI�NA W OBLA�

STI T I RAWNA NUL� NA GRANICE� kAK IZWESTNO� WSQKAQ NEPRERYWNAQ
FUNKCIQ W ZAMKNUTOJ OBLASTI DOSTIGAET SWOEGO MAKSIMALXNOGO ZNA�E�
NIQ� uBEDIMSQ W TOM� �TO u � �� eSLI FUNKCIQ u �� � I HOTQ BY W
ODNOJ TO�KE u 
 �� TO ONA DOLVNA DOSTIGATX POLOVITELXNOGO MAKSI�
MALXNOGO ZNA�ENIQ WNUTRI OBLASTI� �TO NEWOZMOVNO� sOWER�ENNO TAK
VE DOKAZYWAETSQ� �TO FUNKCIQ u NE MOVET PRINIMATX NIGDE WNUTRI
T OTRICATELXNYH ZNA�ENIJ� oTS�DA SLEDUET� �TO

u � ��
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pEREJDEM K DOKAZATELXSTWU NEPRERYWNOJ ZAWISIMOSTI RE�ENIQ
PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I OT GRANI�NYH DANNYH� nAPOMNIM� �TO ZADA�A
NAZYWAETSQ FIZI�ESKI OPREDELENNOJ� ESLI MALOMU IZMENENI� USLOWIJ�
OPREDELQ��IH RE�ENIE ZADA�I� W DANNOM SLU�AE GRANI�NYH USLOWIJ�
SOOTWETSTWUET MALOE IZMENENIE SAMOGO RE�ENIQ�

pUSTX u� I u�
 NEPRERYWNYE W T �� I GARMONI�ESKIE WNUTRI
T FUNKCII� DLQ KOTORYH ju��u�j � � NA �� tOGDA �TO VE NERAWENSTWO
WYPOLNQETSQ WNUTRI OBLASTI T �

�TO UTWERVDENIE NEPOSREDSTWENNO WYTEKAET IZ SLEDSTWIQ � �S� ����
W SILU TOGO� �TO U � � QWLQETSQ GARMONI�ESKOJ FUNKCIEJ�

tAKIM OBRAZOM� MY DOKAZALI NEPRERYWNU� ZAWISIMOSTX RE�ENIQ
OT GRANI�NYH USLOWIJ I EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ PERWOJ WNUTRENNEJ
KRAEWOJ ZADA�I�

�� zADA�I S RAZRYWNYMI GRANI�NYMI USLOWIQMI� 	ASTO
WSTRE�AETSQ TAKVE PERWAQ KRAEWAQ ZADA�A S RAZRYWNYMI GRANI�NY�
MI USLOWIQMI� fUNKCIQ� NEPRERYWNAQ W ZAMKNUTOJ OBLASTI� NE MOVET
BYTX RE�ENIEM �TOJ ZADA�I� pO�TOMU TREBUETSQ UTO�NITX POSTANOWKU
PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I PRIMENITELXNO K RASSMATRIWAEMOMU SLU�A��

pUSTX NA KRIWOJ C� OGRANI�IWA��EJ OBLASTX S NA PLOSKOSTI
�x� y�� ZADANA KUSO�NO�NEPRERYWNAQ FUNKCIQ f �P �� tREBUETSQ NAJTI
FUNKCI� u �M�	 �� GARMONI�ESKU� WNUTRI OBLASTI S� �� NEPRERYW�
NO PRIMYKA��U� K GRANI�NYM ZNA�ENIQM W TO�KAH NEPRERYWNOSTI
POSLEDNIH� �� OGRANI�ENNU� W ZAMKNUTOJ OBLASTI S � C�

zAMETIM� �TO DOPOLNITELXNOE TREBOWANIE OGRANI�ENNOSTI FAKTI�
�ESKI OTNOSITSQ K OKRESTNOSTQM TO�EK RAZRYWA FUNKCII f �P ��

dOKAVEM SLEDU��U� TEOREMU�
rE�ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I S KUSO�NO�NEPRERYWNYMI GRANI��

NYMI ZNA�ENIQMI EDINSTWENNO�
pUSTX u� I u�
 DWA RE�ENIQ POSTAWLENNOJ ZADA�I� rAZNOSTX

v � u� � u�

�� QWLQETSQ GARMONI�ESKOJ FUNKCIEJ WNUTRI S�
�� NEPRERYWNO PRIMYKAET K NULEWYM GRANI�NYM ZNA�ENIQM NA

GRANICE� ZA ISKL��ENIEM TO�EK RAZRYWA f �P �� W KOTORYH ONA MOVET
PRETERPEWATX RAZRYW�

�� OGRANI�ENA W S � C	 jvj � A�
pOSTROIM GARMONI�ESKU� FUNKCI�

U �M� � �

nX
i��

ln
D

ri
�

GDE �
PROIZWOLXNOE POLOVITELXNOE �ISLO� D
DIAMETR OBLASTI�
ri
RASSTOQNIE OT RASSMATRIWAEMOJ TO�KI M DO i�J TO�KI RAZRY�
WA Pi� fUNKCIQ U �M� POLOVITELXNA� TAK KAK WSE SLAGAEMYE BOLX�E
NULQ�
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pOSTROIM W KAVDOJ TO�KE RAZRYWA Pi KRUG Ki RADIUSA 	� WYBRAW
	 TAK� �TOBY KAVDOE SLAGAEMOE

� ln
D

ri

NA SOOTWETSTWU��EJ OKRUVNOSTI Ci PREWOSHODILO A� T� E� �TOBY
� ln�D�	� � A� fUNKCIQ v NEPRERYWNA W ZAMKNUTOJ OBLASTI S �
�Pn

i�� Ki � S�� I jvj � U NA GRANICE �TOJ OBLASTI�
pO�TOMU W SILU PRINCIPA MAKSIMUMA U QWLQETSQ MAVORANTOJ

FUNKCII v	

jv �M�j � U �M��

fIKSIROWAW PROIZWOLXNU� TO�KU M IZ OBLASTI S I USTREMLQQ � K
NUL�� POLU�AEM

lim
���

U �M� � ��

sLEDOWATELXNO�

v �M� � ��

TAK KAK v NE ZAWISIT OT �� ILI

u� � u��

�TO I TREBOWALOSX DOKAZATX�
�� iZOLIROWANNYE OSOBYE TO�KI� rASSMOTRIM OSOBYE TO�KI

GARMONI�ESKOJ FUNKCII� pUSTX P 
 IZOLIROWANNAQ OSOBAQ TO�KA� LE�
VA�AQ WNUTRI OBLASTI GARMONI�NOSTI FUNKCII u� pREDSTAWLQ�TSQ
WOZMOVNYMI DWA SLU�AQ	

�� GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ OGRANI�ENA W OKRESTNOSTI TO�KI P �
�� GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ NE OGRANI�ENA W OKRESTNOSTI TO�KI P �
s OSOBYMI TO�KAMI WTOROGO RODA MY UVE WSTRE�ALISX �NAPRIMER�

TO�KA � FUNKCII ln ���r��� sLEDU��AQ TEOREMA POKAZYWAET� �TO PER�
WOGO TIPA OSOBYH TO�EK NE SU�ESTWUET�

eSLI OGRANI�ENNAQ FUNKCIQ u �M� QWLQETSQ GARMONI�ESKOJ WNU�
TRI OBLASTI S� ZA ISKL��ENIEM TO�KI P� TO MOVNO TAK OPRE�
DELITX ZNA�ENIE u �P �� �TOBY FUNKCIQ u �M� BYLA GARMONI�ESKOJ
WS�DU WNUTRI S�

wOZXMEM KRUG K� RADIUSA � S CENTROM W TO�KE P � CELIKOM LE�
VA�IJ WNUTRI S� I RASSMOTRIM WNUTRI NEGO GARMONI�ESKU� FUNKCI�

v� SOWPADA��U� S FUNKCIEJ u NA OKRUVNOSTI C� KRUGA K�
���

sOSTAWIM RAZNOSTX w � u� v� KOTORAQ	
�� GARMONI�NA WS�DU WNUTRI K�� KROME TO�KI P � W KOTOROJ w

NE OPREDELENA�
�� NEPRERYWNO PRIMYKAET K NULEWYM GRANI�NYM USLOWIQM NA C��

�� sU�ESTWOWANIE TAKOJ FUNKCII BUDET USTANOWLENO W x �� PRI�EM POSTRO�
ENIE EE NE BAZIRUETSQ NA DOKAZYWAEMOJ TEOREME�
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�� OGRANI�ENA W ZAMKNUTOJ OBLASTI K� � C� �jwj � A��
tAK VE� KAK I PRI DOKAZATELXSTWE PREDYDU�EJ TEOREMY �P� ���

POSTROIM NEOTRICATELXNU� GARMONI�ESKU� FUNKCI�

U �M� � � ln
�

r
�

zDESX �
 PROIZWOLXNOE POLOVITELXNOE �ISLO� �
 RADIUS KRUGA K��
r
 RASSTOQNIE OT RASSMATRIWAEMOJ TO�KI M DO TO�KI RAZRYWA P �

pOSTROIM KRUG K� S CENTROM W TO�KE P � WYBRAW EGO RADIUS 	 TAK�
�TOBY NA EGO OKRUVNOSTI ZNA�ENIE U PREWOSHODILO A� I RASSMOTRIM
OBLASTX K� �K�� fUNKCIQ w NEPRERYWNA W ZAMKNUTOJ OBLASTI 	 �
� r � �� I NA GRANICE �TOJ OBLASTI IMEET MESTO NERAWENSTWO jwj � U �
w SILU PRINCIPA MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ NEOTRICATELXNAQ FUNKCIQ
U QWLQETSQ MAVORANTOJ FUNKCII w	

jwj � U �M� DLQ 	 � r � ��

fIKSIRUQ PROIZWOLXNU� TO�KU M OBLASTI K�� NE SOWPADA��U� S P �
I SOWER�AQ PREDELXNYJ PEREHOD PRI �	 �� POLU�AEM

lim
���

U �M� � ��

sLEDOWATELXNO� WS�DU� ZA ISKL��ENIEM� BYTX MOVET� TO�KI P �

w � ��

tAKIM OBRAZOM� FUNKCIQ u WS�DU W OBLASTI S� ZA ISKL��ENIEM TO�KI
P � SOWPADAET S FUNKCIEJ v� pOLAGAQ u �P � � v �P �� POLU�IM FUNKCI�
u � v� GARMONI�ESKU� WS�DU WNUTRI OBLASTI S� tEM SAMYM TEOREMA
DOKAZANA�

aNALOGI�NO PROWODITSQ DOKAZATELXSTWO TEOREMY DLQ SLU�AQ TREH
IZMERENIJ� GDE W KA�ESTWE MAVORANTNOJ FUNKCII MOVET BYTX WZQTA
FUNKCIQ

U �M� � �

�
�

r
� �

�

�
�

pRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY �TOGO PUNKTA MY PREDPOLAGALI� �TO
FUNKCIQ u OGRANI�ENA W OKRESTNOSTI TO�KI P � oDNAKO TE VE RASSU�
VDENIQ OSTA�TSQ W SILE� ESLI PREDPOLOVITX� �TO FUNKCIQ u W OKREST�
NOSTI TO�KI P UDOWLETWORQET NERAWENSTWU

ju �M�j � � �r� log
�

rPM
� ����

GDE � �r�
 PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ� STREMQ�AQSQ K NUL� PRI r 	 ��
T� E� W OKRESTNOSTI TO�KI P FUNKCIQ u �M� RASTET MEDLENNEE� �EM
log ���rPM ��

iTAK� ESLI FUNKCIQ u �M� QWLQETSQ GARMONI�ESKOJ FUNKCIEJ
WNUTRI OBLASTI S ZA ISKL��ENIEM TO�KI P W OKRESTNOSTI KOTOROJ
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ONA RASTET MEDLENNEE� �EM log ���rMP � PRI M 	 P� TO �TA FUNK�
CIQ QWLQETSQ OGRANI�ENNOJ W OKRESTNOSTI TO�KI P� I MOVNO TAK
OPREDELITX ZNA�ENIE u �P �� �TO FUNKCIQ u BUDET GARMONI�ESKOJ WO
WSEJ OBLASTI S�

aNALOGI�NO W SLU�AE TREH NEZAWISIMYH PEREMENNYH POLU�IM	 ESLI
GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ u �M� W OKRESTNOSTI IZOLIROWANNOJ OSOBOJ
TO�KI P RASTET MEDLENNEE� �EM ��r	

ju �M�j � � �r�
�

rMP
�� �r�	 � PRI r 	 ��� ����

TO ONA OGRANI�ENA W OKRESTNOSTI �TOJ TO�KI I MOVNO TAK OPRE�
DELITX ZNA�ENIE u �P �� �TOBY FUNKCIQ u �M� BYLA GARMONI�NA I W
SAMOJ TO�KE P �

	� rEGULQRNOSTX GARMONI�ESKOJ FUNKCII TREH PEREMEN�
NYH W BESKONE�NOSTI� gARMONI�ESKAQ FUNKCIQ TREH PEREMENNYH
u �x� y� z� NAZYWAETSQ R E G UL Q R N OJ W B E S K ON E � N O S TI� ESLI

juj � A

r
I

����ux
���� � A

r�
�

����uy
���� � A

r�
�

����uz
���� � A

r�
����

PRI DOSTATO�NO BOLX�OM r � r��
dOKAVEM� �TO ESLI FUNKCIQ u �x� y� z� GARMONI�NA WNE NEKOTOROJ

ZAMKNUTOJ POWERHNOSTI � I RAWNOMERNO STREMITSQ K NUL� NA BESKO�
NE�NOSTI� TO ONA REGULQRNA NA BESKONE�NOSTI�

uSLOWIE RAWNOMERNOGO STREMLENIQ K NUL� NA BESKONE�NOSTI OZNA�
�AET� �TO SU�ESTWUET TAKAQ FUNKCIQ �� �r�� �TO

ju �M�j � �� �r� ��� �r� 	 � PRI r 	
�� ����

GDE r
RADIUS�WEKTOR TO�KI M �
sOWER�IW PREOBRAZOWANIE kELXWINA

v �r�� �� �� � ru �r� �� ���

GDE

r� �
�

r
�

POLU�IM� �TO FUNKCIQ v GARMONI�NA WS�DU WNUTRI POWERHNOSTI ���
W KOTORU� PEREHODIT POWERHNOSTX � PRI PREOBRAZOWANII OBRATNYH
RADIUSOW�WEKTOROW� ZA ISKL��ENIEM NA�ALA KOORDINAT� GDE ONA IMEET
IZOLIROWANNU� OSOBU� TO�KU�

iZ USLOWIQ ���� SLEDUET� �TO W OKRESTNOSTI NA�ALA KOORDINAT DLQ
FUNKCII v IMEET MESTO NERAWENSTWO

jv �r�� �� ��j � ��
�
�

r�

�
�

r�
� � �r��

�

r�
�

GDE

� �r�� � ��
�
�

r�

�
	 � PRI r� 	 ��

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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nA OSNOWANII POSLEDNEJ TEOREMY P� � FUNKCIQ v �r�� �� �� OGRANI�
�ENA I GARMONI�NA PRI r� � r��	

jv �r�� �� ��j � A PRI r� � r��� ����

OTKUDA I SLEDUET� �TO

ju �r� �� ��j � jv �r�� �� ��j
r

�
A

r
PRI r � r� �

�

r��
�

w SILU GARMONI�NOSTI FUNKCII v PRI r� � � MOVNO NAPISATX	

u �x� y� z�

x
�



x

�
�

r
� v �x�� y�� z��

�
�

� � x

r�
� v � �

r

�
v

x�
x�

x
�

v

y�
y�

x
�

v

z�
z�

x

�
� ����

GDE

x� �
x

r
r�� y� �

y

r
r�� z� �

z

r
r��

oTS�DA� WY�ISLQQ PROIZWODNYE x��x� y��x� z��x I PRINIMAQ WO
WNIMANIE OGRANI�ENNOSTX PERWYH PROIZWODNYH FUNKCII v W OKREST�
NOSTI TO�KI r� � �� POLU�AEM����ux

���� � A

r�
PRI r 	
�

aNALOGI�NYE OCENKI IME�T MESTO DLQ PROIZWODNYH u�y I u�z�

� wNE�NIE KRAEWYE ZADA�I� eDINSTWENNOSTX RE�ENIQ

DWUH� I TREHMERNYH ZADA�� wNE�NIE KRAEWYE ZADA�I PO�RAZNOMU
STAWQTSQ DLQ TREH I DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH�

rASSMOTRIM SNA�ALA SLU�AJ TREH PEREMENNYH� pUSTX T 
 OB�
LASTX� WNE�NQQ K NEKOTOROJ ZAMKNUTOJ POWERHNOSTI ��

pER WA Q W N E�NQ Q K R A E W A Q Z A D A � A �WNE�NQQ ZADA�A dI�
RIHLE� SOSTOIT W SLEDU��EM�

tREBUETSQ NAJTI FUNKCI� u �x� y� z�� UDOWLETWORQ��U� USLOWI�
QM	

�� �u � � W NEOGRANI�ENNOJ OBLASTI T �
�� u WS�DU NEPRERYWNA� WKL��AQ POWERHNOSTX ��
�� uj	 � f �x� y� z�� GDE f�FUNKCIQ� ZADANNAQ NA POWERHNOSTI ��
�� u �M� RAWNOMERNO STREMITSQ K � NA BESKONE�NOSTI	 u �M�	

	 � PRI M 	
�
pOSLEDNEE USLOWIE QWLQETSQ SU�ESTWENNYM DLQ EDINSTWENNOSTI

RE�ENIQ� W �EM LEGKO UBEDITXSQ NA PROSTOM PRIMERE� pUSTX TREBU�
ETSQ RE�ITX WNE�N�� PERWU� KRAEWU� ZADA�U DLQ SFERY SR RADIUSA
R S POSTOQNNYM GRANI�NYM USLOWIEM

ujSR � const � f��



x �� ob�ie swojstwa garmoni�eskih funkcij ���

oPUSKAQ USLOWIE �� WIDIM� �TO RE�ENIQMI ZADA�I MOGUT SLUVITX
FUNKCII u� � f� I u� � f�R�r� A TAKVE L�BAQ FUNKCIQ

u � �u� � �u�� GDE �� � � ��

dOKAVEM� �TO WNE�NQQ PERWAQ KRAEWAQ ZADA�A DLQ GARMONI�ESKIH
FUNKCIJ S TREMQ NEZAWISIMYMI PEREMENNYMI IMEET EDINSTWENNOE
RE�ENIE�

pREDPOLAGAQ SU�ESTWOWANIE DWUH RE�ENIJ u� I u�� UDOWLETWO�
RQ��IH USLOWIQM �
�� WIDIM� �TO IH RAZNOSTX u � u� � u� PRED�
STAWLQET SOBOJ RE�ENIE ZADA�I S NULEWYMI GRANI�NYMI USLOWIQMI�

rIS� 


pOSKOLXKU USLOWIE � WYPOLNENO TAKVE DLQ FUNK�
CII u� TO DLQ PROIZWOLXNOGO � 
 � MOVNO UKAZATX
TAKOE R�� �TO

ju �M�j � � PRI r � R��

eSLI TO�KA �M LEVIT WNUTRI OBLASTI T � �RIS� ����
ZAKL��ENNOJ MEVDU POWERHNOSTX� � I SFEROJ Sr
�r � R��� TO u � �M� � �� KAK TO SLEDUET IZ PRINCI�
PA MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ� PRIMENENNOGO K OBLA�
STI T �� w SILU PROIZWOLXNOSTI � ZAKL��AEM� �TO
u � � W OBLASTI T �� A TAKVE I WO WSEJ OBLASTI T � �TO I DOKAZYWAET
EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ WNE�NEJ PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I W PROSTRAN�
STWE�

pER WA Q WN E�N QQ KR A E W A Q Z A D A � A N A P L O S K O S TI STA�
WITSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

tREBUETSQ NAJTI FUNKCI� u� UDOWLETWORQ��U� USLOWIQM	
�� �u � � W RASSMATRIWAEMOJ BESKONE�NOJ OBLASTI �� OGRANI�

�ENNOJ KONTUROM C�
�� u WS�DU NEPRERYWNA� WKL��AQ GRANICU C�
�� ujC � f �x� y�� GDE f �FUNKCIQ� ZADANNAQ NA C�
�� u �M� OGRANI�ENA W BESKONE�NOSTI� T� E� SU�ESTWUET TAKOE

rIS� �

�ISLO N� �TO ju �M�j � N �
tREBOWANIE OBRA�ENIQ RE�ENIQ W NULX

NA BESKONE�NOSTI I ZDESX OKAZYWAETSQ DO�
STATO�NYM� �TOBY DOKAZATX� �TO DWUH RAZ�
NYH RE�ENIJ BYTX NE MOVET� NO ONO QWLQ�
ETSQ SLI�KOM SILXNYM� TAK KAK PRI NEM
ZADA�A MOVET OKAZATXSQ WOOB�E NERAZRE�
�IMOJ�

dOKAVEM� �TO WNE�NQQ PERWAQ KRAEWAQ
ZADA�A DLQ FUNKCIJ DWUH PEREMENNYH IME�
ET EDINSTWENNOE RE�ENIE�

dOPUSKAQ SU�ESTWOWANIE DWUH RAZLI��
NYH RE�ENIJ u� I u� I RASSMATRIWAQ IH RAZNOSTX u � u�� u�� QWLQ��
�U�SQ RE�ENIEM PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I S NULEWYMI GRANI�NYMI USLO�
WIQMI� W SILU USLOWIQ � BUDEM IMETX

juj � N � N� �N��

���
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GDE N� I N� TAKOWY� �TO ju�j � N�� ju�j � N�� oBOZNA�IM �EREZ ��

OBLASTX� LEVA�U� WNUTRI C I QWLQ��U�SQ DOPOLNENIEM K OBLASTI
�� TAK �TO ���� ESTX WSQ PLOSKOSTX� wOZXMEM TO�KU M� WNUTRI ��

I OKRUVNOSTX RADIUSA R S CENTROM W TO�KE M�� LEVA�U� WNUTRI ��

�RIS� ���� gARMONI�ESKAQ FUNKCIQ ln ���RMM�� NE IMEET OSOBENNOSTEJ
W OBLASTI �� FUNKCIQ ln �RMM��R� POLOVITELXNA WO WSEJ OBLASTI �
WKL��AQ C� pUSTX CR� 
 OKRUVNOSTX RADIUSA R� S CENTROM W M�� SO�
DERVA�AQ CELIKOM KONTUR C� I ��
 OBLASTX� OGRANI�ENNAQ KRIWYMI
C I CR� � fUNKCIQ uR� � OPREDELQEMAQ RAWENSTWOM

uR� � N
ln �RMM��R�

ln �R��R�
� ����

ESTX GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ� RAWNAQ N NA OKRUVNOSTI RADIUSA R��
POLOVITELXNAQ NA C� iZ PRINCIPA MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ SLEDUET�
�TO uR� QWLQETSQ MAVORANTOJ DLQ MODULQ FUNKCII u �M� W OBLASTI
�	

ju �M�j � uR� �M��

fIKSIRUEM TO�KU M I BUDEM NEOGRANI�ENNO UWELI�IWATX R�� o�E�
WIDNO� �TO uR� �M�	 � PRI R� 	
� oTS�DA SLEDUET� �TO

u �M� � ��

tEM SAMYM� W SILU PROIZWOLXNOSTI M � EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ PO�
STAWLENNOJ ZADA�I DOKAZANA�

eDINSTWENNOSTX RE�ENIQ �TOJ ZADA�I MOVNO TAKVE DOKAZATX�
POLXZUQSX PREOBRAZOWANIEM OBRATNYH RADIUSOW�WEKTOROW� PEREWODQ�
�IM OBLASTX� WNE�N�� K KONTURU C� W OBLASTX� WNUTRENN�� K KONTU�
RU C �� W KOTORYJ PEREHODIT KONTUR C� pRI �TOM BESKONE�NO UDALENNAQ
TO�KA PEREJDET W IZOLIROWANNU� OSOBU� TO�KU� W OKRESTNOSTI KOTOROJ
FUNKCIQ v OGRANI�ENA� iZ TEOREMY P� � BUDET WYTEKATX GARMONI��
NOSTX FUNKCII v W NA�ALE KOORDINAT� A TEM SAMYM I EDINSTWENNOSTX
RE�ENIQ�

iZ PRIWEDENNYH RASSUVDENIJ SLEDUET� �TO GARMONI�ESKAQ FUNK�
CIQ DWUH PEREMENNYH u �M�� OGRANI�ENNAQ W BESKONE�NOSTI� STREMIT�
SQ K OPREDELENNOMU PREDELU PRI M � STREMQ�EJSQ K BESKONE�NOSTI�

rAZLI�IE W POSTANOWKE PERWOJ WNE�NEJ KRAEWOJ ZADA�I DLQ DWUH I
TREH PEREMENNYH MOVNO POQSNITX NA SLEDU��EM FIZI�ESKOM PRIMERE�
pUSTX DAN �AR RADIUSA R� NA POWERHNOSTI KOTOROGO PODDERVIWAET�
SQ POSTOQNNAQ TEMPERATURA u�� I TREBUETSQ OPREDELITX STACIONARNOE
RASPREDELENIE TEMPERATURY WO WNE�NEM PROSTRANSTWE� fUNKCIQ u �
� u� �R�r� PREDSTAWLQET RE�ENIE �TOJ ZADA�I� OBRA�A��EESQ W NULX
NA BESKONE�NOSTI�

rASSMOTRIM TEPERX DWUMERNU� ZADA�U� pUSTX NA OKRUVNOSTI RA�
DIUSA R ZADANO POSTOQNNOE GRANI�NOE ZNA�ENIE	

uj	 � f� � const�
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w �TOM SLU�AE u � f� ESTX EDINSTWENNOE OGRANI�ENNOE RE�ENIE ZADA�
�I I NIKAKOGO RE�ENIQ� OBRA�A��EGOSQ W NULX NA BESKONE�NOSTI� NE
SU�ESTWUET�mY UVE WSTRE�ALISX S PRINCIPIALXNO RAZLI�NYM HARAK�
TEROM POWEDENIQ GARMONI�ESKIH FUNKCIJ W BESKONE�NOSTI DLQ DWUH I
TREH NEZAWISIMYH PEREMENNYH �NAPRIMER� POWEDENIE ��r I ln ���r� NA
BESKONE�NOSTI��

dLQ PROSTRANSTWENNOJ I PLOSKOJ NEOGRANI�ENNYH OBLASTEJ IMEET
MESTO PRINCIP MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ� w �TOM NETRUDNO UBEDITXSQ S
POMO�X� RASSUVDENIJ� ANALOGI�NYH TEM� KOTORYE BYLI ISPOLXZOWANY
PRI DOKAZATELXSTWE TEOREM EDINSTWENNOSTI� oTS�DA� W SWO� O�EREDX�
WYTEKAET NEPRERYWNAQ ZAWISIMOSTX RE�ENIQ OT GRANI�NYH USLOWIJ�

�� wTORAQ KRAEWAQ ZADA�A� tEOREMA EDINSTWENNOSTI� rE�E�
NIEM WTOROJ KRAEWOJ ZADA�I BUDEM NAZYWATX GARMONI�ESKU� FUNKCI�
u� NEPRERYWNU� W OBLASTI T � � I UDOWLETWORQ��U� NA POWERHNO�
STI � USLOWI�
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dOKAVEM� �TO RE�ENIE WTOROJ WNUTRENNEJ KRAEWOJ ZADA�I �WNUT�
RENNEJ ZADA�I nEJMANA� OPREDELQETSQ S TO�NOSTX� DO PROIZWOLXNOJ
POSTOQNNOJ�

dOKAZATELXSTWO PROWEDEM PRI DOPOLNITELXNOM PREDPOLOVENII�
�TO FUNKCIQ u IMEET NEPRERYWNYE PERWYE PROIZWODNYE W OBLASTI

T �� ���
pUSTX u� I u�
 DWE NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMYE W T �

� � FUNKCII� UDOWLETWORQ��IE URAWNENI� �u � � W T I USLOWI�
u�n j	 � f �M� NA �� dLQ FUNKCII u � u� � u� BUDEM IMETX
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�� pREDPOLOVENIE OTNOSITELXNO NEPRERYWNOSTI PERWYH PROIZWODNYH W
T � # SDELANO DLQ UPRO�ENIQ DOKAZATELXSTWA� dOKAZATELXSTWO EDINSTWEN�
NOSTI PRI NAIBOLEE OB�IH PREDPOLOVENIQH BYLO DANO m� w� kELDY�EM I
m� a� lAWRENTXEWYM� �sM�� kELDY� m� w�� lA W R E NT X E W m� a� o EDIN�
STWENNOSTI ZADA�I nEJMANA �� dan sssr� ���
� t� ��� � �� s� ���	����
sMIRNO W w� i� kURS WYS�EJ MATEMATIKI� t� IV� M�� ������
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oTS�DA W SILU NEPRERYWNOSTI FUNKCII u I EE PERWYH PROIZWODNYH
SLEDUET
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x
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y
�
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z
� �� T� e� u � const�

�TO I TREBOWALOSX DOKAZATX�
iZLOVENNYJ ZDESX METOD DOKAZATELXSTWA PRIMENIM I W SLU�AE NE�

OGRANI�ENNOJ OBLASTI DLQ FUNKCIJ� UDOWLETWORQ��IH TREBOWANIQM
REGULQRNOSTI NA BESKONE�NOSTI�

pOKAVEM� �TO W SLU�AE NEOGRANI�ENNOJ OBLASTI� WNE�NEJ K ZA�
MKNUTOJ POWERHNOSTI� FORMULA gRINA ��� PRIMENIMA DLQ FUNKCIJ�
REGULQRNYH NA BESKONE�NOSTI�

rASSMOTRIM OBLASTX T � WNE�N�� K ZAMKNUTOJ POWERHNOSTI� pRO�
WEDEM SFERU �R STOLX BOLX�OGO RADIUSA� �TOBY � LEVALA WNUTRI �R�
oBOZNA�IM TR OBLASTX� OGRANI�ENNU� � I �R �RIS� ���� pRIMENIW
W OBLASTI TR FORMULU gRINA K DWUM FUNKCIQM u I v� REGULQRNYM W
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sTOQ�IJ SPRAWA W ���� INTEGRAL PO TR STREMITSQ K INTEGRALU PO
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� �TOT INTEGRAL SU�ESTWUET� TAK KAK PO�
DYNTEGRALXNOE WYRAVENIE W SILU REGULQRNOSTI u I v UBYWAET NA
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BESKONE�NOSTI KAK ��R
� sLEDOWATELXNO� SU�ESTWUET PREDEL
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tEM SAMYM USTANOWLENA PRIMENIMOSTX PERWOJ� A SLEDOWATELXNO� I WTO�
ROJ FORMUL gRINA DLQ NEOGRANI�ENNYH OBLASTEJ K FUNKCIQM� REGU�
LQRNYM NA BESKONE�NOSTI�

pOKAVEM TEPERX� �TO WTORAQ WNE�NQQ KRAEWAQ ZADA�A �WNE�NQQ
ZADA�A nEJMANA� IMEET EDINSTWENNOE RE�ENIE� REGULQRNOE NA BESKO�
NE�NOSTI�

pOLAGAQ W FORMULE ���� v � u � u� � u� I U�ITYWAQ� �TO �u � �
I u�n j	 � �� POLU�AEMZZZ
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oTS�DA W SILU NEPRERYWNOSTI PROIZWODNYH FUNKCII u SLEDUET� �TO

ux � �� uy � �� uz � � I u � const�

tAK KAK u � � NA BESKONE�NOSTI� TO

u � �� T� E� u� � u��

�TO I TREBOWALOSX DOKAZATX�
eSTESTWENNO WOZNIKAET WOPROS	 MOVNO LI DOKAZATX �TIM VE METO�

DOM EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I�
pUSTX u� I u�
 RAZLI�NYE RE�ENIQ PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I �WNU�

TRENNEJ�� pRIMENIM FORMULU ��� K FUNKCIQM u � u� � u� I v � u W
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I� SLEDOWATELXNO�

ux � uy � uz � � I u � const�

nA POWERHNOSTI � FUNKCIQ u RAWNA NUL�� PO�TOMU MY MOVEM UTWER�
VDATX� �TO

u � � I u� � u��

oDNAKO �TO DOKAZATELXSTWO NEKORREKTNO� POSKOLXKU W PROCESSE DOKAZA�
TELXSTWA MY PREDPOLAGALI SU�ESTWOWANIE PROIZWODNYH ISKOMOJ FUNK�
CII NA POWERHNOSTI �� �TO SAMOJ POSTANOWKOJ ZADA�I NE PREDUSMA�
TRIWAETSQ� dOKAZATELXSTWO EDINSTWENNOSTI� OSNOWANNOE NA PRINCIPE
MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ� SWOBODNO OT �TOGO NEDOSTATKA�

xxxxxxxxx �� rE�ENIE KRAEWYH ZADA� DLQ PROSTEJ�IH
OBLASTEJ METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH

rE�ENIE KRAEWYH ZADA� DLQ URAWNENIQ lAPLASA MOVET BYTX NAJ�
DENO METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH W SLU�AE NEKOTORYH PROSTEJ�
�IH OBLASTEJ �KRUG� PRQMOUGOLXNIK� �AR� CILINDR I DR��� pOLU�
�A��IESQ PRI �TOM ZADA�I NA SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ �ZADA�I �TUR�
MA
lIUWILLQ� PRIWODQT K RAZLI�NYM KLASSAM SPECIALXNYH FUNK�
CIJ� w �TOM PARAGRAFE MY RASSMOTRIM ZADA�I dIRIHLE �WNUTRENN��
I WNE�N���� PRI RE�ENII KOTORYH ISPOLXZU�TSQ TOLXKO TRIGONOME�
TRI�ESKIE FUNKCII� pOZVE� PRI IZU�ENII SPECIALXNYH FUNKCIJ� BU�
DUT RASSMOTRENY ZADA�I dIRIHLE DLQ SFERY I CILINDRA�

�� pERWAQ KRAEWAQ ZADA�A DLQ KRUGA� rE�IM PERWU� KRAEWU�
ZADA�U DLQ KRUGA�

nAJTI FUNKCI� u� UDOWLETWORQ��U� URAWNENI�

�u � � WNUTRI KRUGA ���

I GRANI�NOMU USLOWI�

u � f NA GRANICE KRUGA� ���

GDE f � ZADANNAQ FUNKCIQ�
pREDPOLOVIM SNA�ALA� �TO FUNKCIQ f NEPRERYWNA I DIFFEREN�

CIRUEMA I RE�ENIE u �M� NEPRERYWNO W ZAMKNUTOJ OBLASTI� W DALX�
NEJ�EM MY OSWOBODIMSQ OT USLOWIQ DIFFERENCIRUEMOSTI I DAVE NE�
PRERYWNOSTI FUNKCII f �SR� S x �� P� ��� nARQDU S WNUTRENNEJ KRAEWOJ
ZADA�EJ BUDEM RASSMATRIWATX TAKVE WNE�N�� KRAEWU� ZADA�U �SM� x ��
P� ���

wWEDEM POLQRNU� SISTEMU KOORDINAT ��� �� S NA�ALOM W CENTRE
KRUGA� uRAWNENIE ��� W POLQRNYH KOORDINATAH IMEET WID
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�SM� FORMULU ���� x ��� bUDEM RE�ATX ZADA�U METODOM RAZDELENIQ PE�
REMENNYH� T� E� BUDEM ISKATX �ASTNOE RE�ENIE URAWNENIQ ��� WIDA

u ��� �� � R ��� � ��� �� ��

pODSTAWIW PREDPOLAGAEMU� FORMU RE�ENIQ W URAWNENIE ���� POLU�IM
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GDE � � const� oTS�DA POLU�AEM DWA URAWNENIQ	
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pERWOE IZ �TIH URAWNENIJ DAET

� ��� � A cos
p
���B sin

p
���

zAMETIM� �TO PRI IZMENENII UGLA � NA WELI�INU �� ODNOZNA�NAQ
FUNKCIQ u ��� �� DOLVNA WERNUTXSQ K ISHODNOMU ZNA�ENI�	

u ��� �� ��� � u ��� �� �USLOWIE PERIODI�NOSTI��

oTS�DA SLEDUET� �TO � ������ � � ���� T� E� � ��� QWLQETSQ PERIODI�
�ESKOJ FUNKCIEJ UGLA � S PERIODOM ��� �TO WOZMOVNO� TOLXKO ESLIp
� � n� GDE n
 CELOE �ISLO� I

�n ��� � An cosn��Bn sinn��

fUNKCI� R ��� BUDEM ISKATX W WIDE R ��� � ��� pODSTAWLQQ W
URAWNENIE ��� I SOKRA�AQ NA ��� NAHODIM

n� � ��� ILI � � �n �n 
 ���

sLEDOWATELXNO�

R ��� � C�n �D��n�

GDE C I D
 POSTOQNNYE�
dLQ RE�ENIQ WNUTRENNEJ ZADA�I NADO POLOVITX R � C�n �� � n��

TAK KAK ESLI D �� �� TO FUNKCIQ u � R ��� � ��� OBRA�AETSQ W BESKO�
NE�NOSTX PRI � � � I NE QWLQETSQ GARMONI�ESKOJ FUNKCIEJ WNUTRI
KRUGA� dLQ RE�ENIQ WNE�NEJ ZADA�I� NAOBOROT� NADO BRATX R � D��n
����n�� POSKOLXKU RE�ENIE WNE�NEJ ZADA�I DOLVNO BYTX OGRANI�ENO
W BESKONE�NOSTI�
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iTAK� �ASTNYE RE�ENIQ NA�EJ ZADA�I NAJDENY ��	

un ��� �� � �n �An cosn��Bn sinn�� DLQ � � a�

un ��� �� �
�

�n
�An cosn��Bn sinn�� DLQ � � a�

sUMMY �TIH RE�ENIJ

u ��� �� �
�X
n��

�n �An cosn��Bn sinn�� DLQ WNUTRENNEJ ZADA�I�

u ��� �� �
�X
n��

�

�n
�An cosn��Bn sinn�� DLQ WNE�NEJ ZADA�I

PRI DOSTATO�NO HORO�EJ SHODIMOSTI TAKVE BUDUT GARMONI�ESKIMI
FUNKCIQMI�

dLQ OPREDELENIQ KO�FFICIENTOW An I Bn ISPOLXZUEM GRANI�NOE
USLOWIE

u �a� �� �

�X
n��

an �An cosn��Bn sinn�� � f� ���

s�ITAQ� �TO f ZADANA KAK FUNKCIQ UGLA �� WOZXMEM EE RAZLOVENIE W
RQD fURXE

f ��� �
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�

�

�X
n��

��n cosn�� �n sinn��� ���

�� wYRAVENIE OPERATORA lAPLASA W POLQRNOJ SISTEME KOORDINAT ��� PRI
� � � TERQET SMYSL� dOKAVEM� �TO �un � � TAKVE PRI � � �� dLQ DOKA�
ZATELXSTWA �TOGO FAKTA MY UVE NE MOVEM POLXZOWATXSQ POLQRNOJ SISTEMOJ
KOORDINAT�
pEREJDEM K DEKARTOWOJ SISTEME KOORDINAT� �ASTNYE RE�ENIQ

�n cosn� I �n sinn��

BUDU�I DEJSTWITELXNOJ I MNIMOJ �ASTQMI FUNKCII

�n ein� �
�
� ei�
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� �x � iy�n�

QWLQ�TSQ MNOGO�LENAMI PO x I y� o�EWIDNO� �TO MNOGO�LEN� UDOWLETWORQ�
��IJ URAWNENI� �u � � PRI � � �� W SILU NEPRERYWNOSTI WTORYH PROIZ�
WODNYH UDOWLETWORQET TAKVE �TOMU URAWNENI� PRI � � ��
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tAKIM OBRAZOM� MY POLU�ILI FORMALXNOE RE�ENIE PERWOJ WNU�
TRENNEJ ZADA�I DLQ KRUGA W WIDE RQDA
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	TOBY UBEDITXSQ W TOM� �TO POLU�ENNYE FUNKCII DEJSTWITELXNO QWLQ�
�TSQ ISKOMYMI RE�ENIQMI� NUVNO UBEDITXSQ W PRIMENIMOSTI PRIN�
CIPA SUPERPOZICII� DLQ �EGO NADO DOKAZATX SHODIMOSTX RQDOW� WOZMOV�
NOSTX IH PO�LENNOGO DIFFERENCIROWANIQ� A TAKVE NEPRERYWNOSTX �TIH
FUNKCIJ NA GRANICE KRUGA� oBA RQDA MOVNO PREDSTAWITX ODNOJ FOR�
MULOJ	
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�n� �n
KO�FFICIENTY fURXE FUNKCII f ����
dOKAVEM� �TO RQDY ���� ��� MOVNO DIFFERENCIROWATX PRI t � �

L�BOE �ISLO RAZ� pUSTX

un � tn ��n cosn�� �n sinn���
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oTS�DA POLU�AEM OCENKU���� kun�k

���� � tnnk �M�

GDE �EREZ M OBOZNA�EN MAKSIMUM MODULQ KO�FFICIENTOW fURXE �n I
�n	

j�nj �M� j�nj �M� ����

fIKSIRUEM NEKOTORYE ZNA�ENIQ �� � a �DLQ WNUTRENNEJ ZADA�I� ILI
�� � a���� 
 a �DLQ WNE�NEJ ZADA�I�� PRI �TOM t� � ���a � �� rASSMA�
TRIWAQ RQD

�X
n��

tnnk �j�nj� j�nj� � �M
�X
n��

tn�n
k �t � t���

WIDIM� �TO ON SHODITSQ RAWNOMERNO PRI t � t� � � DLQ L�BOGO k� pO�
�TOMU RQDY ��� I ��� MOVNO DIFFERENCIROWATX PO � W L�BOJ TO�KE
WNUTRI �WNE� KRUGA L�BOE �ISLO RAZ� aNALOGI�NO DOKAZYWAETSQ� �TO PO
PEREMENNOJ � TAKVE MOVNO DIFFERENCIROWATX RQDY ��� I ��� WNUTRI
�WNE� KRUGA RADIUSA �� � a ��� 
 a� SKOLXKO UGODNO RAZ�

w SILU PROIZWOLXNOSTI �� ZAKL��AEM� �TO RQDY ��� I ��� PO�LENNO
DIFFERENCIRUEMY WO WSQKOJ WNUTRENNEJ �WNE�NEJ� TO�KE KRUGA� iZ
WOZMOVNOSTI PO�LENNOGO DIFFERENCIROWANIQ SLEDUET PRIMENIMOSTX
PRINCIPA SUPERPOZICII� tAKIM OBRAZOM� DOKAZANO� �TO FUNKCII ��� I

��� UDOWLETWORQ�T URAWNENI� �u � � ���
pRI �TOM DOKAZATELXSTWE MY POLXZOWALISX TOLXKO TEM SWOJSTWOM

FUNKCII f ���� �TO EE KO�FFICIENTY fURXE OGRANI�ENY �FORMULA
������ �TO IMEET MESTO DLQ L�BOJ OGRANI�ENNOJ FUNKCII �I DAVE

�� �TO URAWNENIE UDOWLETWORQETSQ TAKVE PRI � � �� W SAMOM DELE� WYRAVAQ
PROIZWODNYE PO DEKARTOWYM KOORDINATAM �EREZ PROIZWODNYE PO POLQRNYM
KOORDINATAM� NETRUDNO UBEDITXSQ� �TO FUNKCII ��� I ��� PRI t � t� MOVNO
DIFFERENCIROWATX PO x I y L�BOE �ISLO RAZ� w SILU PRIME�ANIQ NA S� ���
OTS�DA SLEDUET� �TO

�u � � PRI � � ��
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DLQ L�BOJ ABSOL�TNO INTEGRIRUEMOJ FUNKCII�� tAKIM OBRAZOM� RQDY
��� I ���� SOOTWETSTWU��IE L�BOJ OGRANI�ENNOJ FUNKCII� OPREDELQ�T
FUNKCII� UDOWLETWORQ��IE URAWNENI�

�u � � DLQ t � ��

�TIM ZAME�ANIEM MY WOSPOLXZUEMSQ POZVE PRI OBOB�ENII REZULXTA�
TOW� POLU�ENNYH W NASTOQ�EM PUNKTE�

oBRATIMSQ TEPERX K DOKAZATELXSTWU NEPRERYWNOSTI FUNKCII W ZA�
MKNUTOJ OBLASTI �t � ��� o�EWIDNO� �TO BEZ BOLEE DETALXNYH SWEDENIJ
OTNOSITELXNO SWOJSTW FUNKCII f ��� �TOGO SDELATX NELXZQ�

iZ PREDPOLOVENNOJ NEPRERYWNOSTI I DIFFERENCIRUEMOSTI FUNK�
CII f ��� SLEDUET EE RAZLOVIMOSTX W RQD fURXE� A TAKVE SHODIMOSTX
RQDA
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n��

�j�nj� j�nj� �
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s DRUGOJ STORONY� IMEEM

jtn �n cosn�j � j�nj� jtn �n sinn�j � j�nj�
pO�TOMU RQDY ��� I ��� SHODQTSQ RAWNOMERNO PRI t � � I� SLEDOWA�
TELXNO� PREDSTAWLQEMYE IMI FUNKCII NEPRERYWNY NA GRANICE KRUGA�
iZ FORMULY ���� WIDNO� �TO FUNKCIQ ���� POLU�ENNAQ DLQ WNE�NEJ
ZADA�I� OGRANI�ENA NA BESKONE�NOSTI�

tAKIM OBRAZOM� USTANOWLENO� �TO RQDY ��� I ��� UDOWLETWORQ�T
WSEM USLOWIQM RASSMATRIWAEMYH ZADA��

�� iNTEGRAL pUASSONA� pREOBRAZUEM TEPERX FORMULY ��� I ���
K BOLEE PROSTOMU WIDU� dLQ OPREDELENNOSTI RASSMOTRIM WNUTRENN��
ZADA�U� A DLQ WNE�NEJ NAPI�EM REZULXTAT PO ANALOGII�

pODSTAWLQQ WYRAVENIQ DLQ KO�FFICIENTOW fURXE W FORMULU ���
I MENQQ PORQDOK SUMMIROWANIQ I INTEGRIROWANIQ� BUDEM IMETX

u��� �� �
�

�

�Z
��

f���

�
�

�
�

�X
n��

��
a

�n
�cosn� cosn�� sinn� sinn��

�
d� �

�
�

�

�Z
��

f ���

�
�

�
�

�X
n��

��
a

�n
cosn ��� ��

�
d�� ����

pROIZWEDEM SLEDU��IE TOVDESTWENNYE PREOBRAZOWANIQ	

�

�
�

�X
n��

tn cosn ��� �� �
�

�
�

�

�

�X
n��

tn
h
ein ���� � e�in ����

i
�

�
�

�

�
� �

�X
n��

h
�t ei �����n � �t e�i �����n

i�
�



��� urawneniq �llipti�eskogo tipa �gl� IV

�
�

�

�
� �

t ei ����

�� t ei ����
�

t e�i ����

�� t e�i ����

�
�

�
�

�

�� t�

�� �t cos ��� �� � t�

�
t �

�

a
� �

�
�

pODSTAWLQQ POLU�ENNYE REZULXTATY W RAWENSTWO ����� POLU�AEM

u ��� �� �
�

��

�Z
��

f ���
a� � ��

�� � �a� cos ��� �� � a�
d�� ����

pOLU�ENNAQ FORMULA� DA��AQ RE�ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I WNU�
TRI KRUGA� NAZYWAETSQ I N T E G R A L OM pU A S S O N A� A PODYNTEGRALX�
NOE WYRAVENIE

K ��� �� a� �� �
a� � ��

�� � �a� cos ��� �� � a�


 QD R OM pU A S S O N A� oTMETIM� �TO K ��� �� a� �� 
 � PRI � � a�
TAK KAK �a� � a� � ��� ESLI � �� a�

iNTEGRAL pUASSONA WYWEDEN W PREDPOLOVENII � � a� PRI � � a
PREDSTAWLENIE ���� TERQET SMYSL� oDNAKO

lim
��a
����

u ��� �� � f �����

TAK KAK RQD� IZ KOTOROGO POLU�EN INTEGRAL pUASSONA� QWLQETSQ NEPRE�
RYWNOJ FUNKCIEJ W ZAMKNUTOJ OBLASTI�

fUNKCIQ� OPREDELENNAQ FORMULOJ

u ��� �� �

���������
�

��

�Z
��

f ���
a� � ��

�� � �a� cos ��� �� � a�
d� PRI � � a�

f ��� PRI � � a�

�����

UDOWLETWORQET URAWNENI� �u � � PRI � � a I NEPRERYWNA W ZAMKNU�
TOJ OBLASTI WKL��AQ OKRUVNOSTX � � a�

rE�ENIE WNE�NEJ KRAEWOJ ZADA�I� O�EWIDNO� IMEET WID

u ��� �� �

���������
�

��

�Z
��

f ���
�� � a�

�� � �a� cos �� � �� � a�
d� PRI � 
 a�

f ��� PRI � � a�

����

w SAMOM NA�ALE MY PREDPOLOVILI� �TO FUNKCIQ f ��� NEPRERYWNA
I DIFFERENCIRUEMA� I� POLXZUQSX �TIM� DOKAZALI� �TO RE�ENIE ZADA�I



x �� metod razdeleniq peremennyh ���

MOVNO PREDSTAWITX W WIDE BESKONE�NOGO RQDA� w DALXNEJ�EM S POMO�
�X� TOVDESTWENNYH PREOBRAZOWANIJ MY PERE�LI OT RQDA K INTEGRALU
pUASSONA�

dOKAVEM TEPERX� �TO INTEGRAL pUASSONA DAET RE�ENIE PERWOJ
KRAEWOJ ZADA�I I W TOM SLU�AE� KOGDA FUNKCIQ f ��� TOLXKO NEPRE�
RYWNA�

iNTEGRAL pUASSONA PREDSTAWLQET RE�ENIE URAWNENIQ lAPLASA PRI
� � a �t � �� DLQ PROIZWOLXNOJ OGRANI�ENNOJ FUNKCII f ���� w SAMOM
DELE� PRI � � a �t � �� INTEGRAL pUASSONA TOVDESTWENEN RQDU ��� I�
KAK BYLO OTME�ENO NA S� ���� UDOWLETWORQET URAWNENI� �u � � PRI
PROIZWOLXNOJ OGRANI�ENNOJ FUNKCII f ����

tAKIM OBRAZOM� NAM OSTAETSQ DOKAZATX� �TO FUNKCIQ u W NA�
�EM SLU�AE NEPRERYWNO PRIMYKAET K GRANI�NYM ZNA�ENIQM� wYBE�
REM KAKU��LIBO POSLEDOWATELXNOSTX NEPRERYWNYH DIFFERENCIRUEMYH
FUNKCIJ

f� ���� f� ���� � � � � fk ���� � � � �

RAWNOMERNO SHODQ�U�SQ K FUNKCII f ��� ��	

lim
k��

fk ��� � f ����

pOSLEDOWATELXNOSTI GRANI�NYH FUNKCIJ BUDET SOOTWETSTWOWATX PO�
SLEDOWATELXNOSTX GARMONI�ESKIH FUNKCIJ uk ��� ��� OPREDELQEMYH PO
FORMULE ���� ILI ���� rAWNOMERNAQ SHODIMOSTX POSLEDOWATELXNOSTI
f fk ��� g OZNA�AET� �TO DLQ L�BOGO � 
 � MOVNO UKAZATX TAKOE k� ��� 


 �� �TO

jfk ���� fk�l ���j � � PRI k 
 k� ���� l 
 ��

dLQ FUNKCIJ uk �r� ��� PREDSTAWLQ��IH RE�ENIQ PERWOJ KRAEWOJ
ZADA�I� W SILU PRINCIPA MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ BUDEM IMETX

juk ��� ��� uk�l ��� ��j � � PRI � � a� k 
 k� ���� l 
 ��

tAKIM OBRAZOM� POSLEDOWATELXNOSTX fuk g SHODITSQ RAWNOMERNO K NE�
KOTOROJ FUNKCII u � lim

k��
uk� pREDELXNAQ FUNKCIQ u ��� �� NEPRE�

RYWNA W ZAMKNUTOJ OBLASTI� POSKOLXKU WSE FUNKCII uk� PREDSTAWLQE�
MYE INTEGRALAMI

uk ��� �� �
�

��

�Z
��

a� � ��

�� � �a� cos �� � �� � a�
fk ��� d��

�� mY NE BUDEM OSTANAWLIWATXSQ NA TOM� KAK �TO OSU�ESTWITX� tAKU�
POSLEDOWATELXNOSTX MOVNO WYBRATX MNOGIMI SPOSOBAMI�
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NEPRERYWNY W ZAMKNUTOJ OBLASTI� o�EWIDNO� �TO

u ��� �� � lim
k��

uk ��� �� �

�

���������
�

��

�Z
��

a� � ��

�� � �a� cos ��� �� � a�
f ��� d� PRI � � a�

f ��� PRI � � a�

TAK KAK POSLEDOWATELXNOSTX f fk g SHODITSQ RAWNOMERNO K f � I PO�TOMU
PREDELXNYJ PEREHOD POD ZNAKOM INTEGRALA ZAKONEN�

tAKIM OBRAZOM� FUNKCIQ

u ��� �� �
�

��

�Z
��

a� � ��

�� � �a� cos ��� �� � a�
f ��� d�

PRI PROIZWOLXNOJ NEPRERYWNOJ FUNKCII f ��� QWLQETSQ RE�ENIEM
URAWNENIQ lAPLASA� NEPRERYWNO PRIMYKA��IM NA GRANICE KRUGA K
ZADANNYM ZNA�ENIQM�

�� sLU�AJ RAZRYWNYH GRANI�NYH ZNA�ENIJ� dOKAVEM� �TO
FORMULY ����� I ���� DA�T RE�ENIE KRAEWOJ ZADA�I DLQ PROIZWOLXNOJ
KUSO�NO�NEPRERYWNOJ FUNKCII f ���� T� E� �TO �TO RE�ENIE OGRANI�ENO
WO WSEJ OBLASTI I NEPRERYWNO PRIMYKAET K GRANI�NYM ZNA�ENIQM W
TO�KAH NEPRERYWNOSTI FUNKCII f ���� QWLQQSX� TAKIM OBRAZOM� EDIN�
STWENNYM RE�ENIEM� OBLADA��IM �TIM SWOJSTWOM �SR� S x �� P� ���

pUSTX �� 
 KAKAQ�LIBO TO�KA NEPRERYWNOSTI FUNKCII f ���� nA�
DO DOKAZATX� �TO KAKOWO BY NI BYLO � 
 �� NAJDETSQ TAKOE 	 ���� �TO

ju ��� ��� f ����j � ��

ESLI

j�� aj � 	 ��� I j�� ��j � 	 ����

w SILU NEPRERYWNOSTI FUNKCII f ��� SU�ESTWUET TAKOE 	� ����
�TO

jf ��� � f ����j � �

�
� ESLI j�� ��j � 	� ����

rASSMOTRIM WSPOMOGATELXNYE NEPRERYWNYE I DIFFERENCIRUEMYE
FUNKCII �f ��� I f ���� UDOWLETWORQ��IE USLOWIQM

�f ��� � f ���� �
�

�
DLQ j�� ��j � 	� ����

�f ��� � f ��� DLQ j�� ��j 
 	� ���
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I

f ��� � f ����� �

�
DLQ j�� ��j � 	� ����

f ��� � f ��� DLQ j�� ��j 
 	� ����

A W OSTALXNOM PROIZWOLXNYE� eSLI PRI POMO�I FORMULY ���� MY OPRE�

DELIM DLQ �f I f FUNKCII �u ��� �� I u ��� ��� TO �TO BUDUT GARMONI�

�ESKIE FUNKCII� NEPRERYWNO PRIMYKA��IE K �f ��� I f ����

w SILU POLOVITELXNOSTI QDRA pUASSONA IMEEM

u ��� �� � u ��� �� � �u ��� ���

TAK KAK

f ��� � f ��� � �f ����

iZ NEPRERYWNOSTI FUNKCIJ �u ��� �� I u ��� �� NA GRANICE PRI � � ��
SLEDUET SU�ESTWOWANIE TAKOGO 	� ���� �TO

j�u ��� ��� �f ����j � �

�
DLQ j�� aj � 	� ���� j�� ��j � 	� ���

I

ju ��� ��� f ����j � �

�
DLQ j�� aj � 	� ���� j�� ��j � 	� ����

iZ �TIH NERAWENSTW NAHODIM

�u ��� �� � �f ���� �
�

�
� f ���� � ��

f ����� � � f ����� �

�
� u ��� ��

����� DLQ
j�� aj � 	 ����

j�� ��j � 	 ����

GDE 	 � min �	�� 	���
sOPOSTAWLQQ POLU�ENNYE NERAWENSTWA� ZAKL��AEM� �TO

f ����� � � u ��� �� � u ��� �� � �u ��� �� � f ���� � ��

ILI

ju ��� ��� f ����j � � DLQ j�� aj � 	 ���� j�� ��j � 	 ����

�TO I DOKAZYWAET NEPRERYWNOSTX u ��� �� W TO�KE �a� ����
oGRANI�ENNOSTX u ��� �� SLEDUET IZ TOGO� �TO W SILU POLOVITELX�

NOSTI QDRA pUASSONA

ju ��� ��j � M
�

�

��Z
�

a� � ��

a� � �� � �a� cos ��� ��
d� � M�

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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ESLI jf ���j � M � zNA�ENIE VE INTEGRALA

�

�

��Z
�

�a� � ��� d�

�� � �a� cos ��� �� � a�
� ��

TAK KAK W SILU RANEE DOKAZANNOGO LEWAQ �ASTX PREDSTAWLQET GARMONI�
�ESKU� FUNKCI�� NEPRERYWNO PRIMYKA��U� K GRANI�NYM ZNA�ENIQM
f � �� A TAKAQ FUNKCIQ TOVDESTWENNO RAWNA �� aNALOGI�NO u ��� �� 


 M�� ESLI f 
 M�� �TO I DOKAZYWAET OGRANI�ENNOSTX MODULQ FUNK�
CII u ��� ���

xxxxxxxxx �� fUNKCIQ ISTO�NIKA
mETOD FUNKCII ISTO�NIKA DAET UDOBNYJ APPARAT DLQ ANALITI�E�

SKOGO PREDSTAWLENIQ RE�ENIQ KRAEWYH ZADA��
w NASTOQ�EM PARAGRAFE BUDUT DANY OPREDELENIE I OSNOWNYE SWOJ�

STWA FUNKCII ISTO�NIKA DLQ URAWNENIQ lAPLASA� A TAKVE BUDUT PO�
STROENY FUNKCII ISTO�NIKA DLQ RQDA PROSTEJ�IH OBLASTEJ �KRUG�
SFERA� POLUPROSTRANSTWO�� �TO POSTROENIE PROWODITSQ METODOM �LEK�
TROSTATI�ESKIH IZOBRAVENIJ�

�� fUNKCIQ ISTO�NIKA DLQ URAWNENIQ �u � ��u � ��u � ��u � ��u � ��u � ��u � ��u � ��u � � I EE OSNOW�
NYE SWOJSTWA� dLQ WSQKOJ FUNKCII u� NEPRERYWNOJ WMESTE S PERWY�
MI PROIZWODNYMI W ZAMKNUTOJ OBLASTI T �OGRANI�ENNOJ DOSTATO�NO
GLADKOJ POWERHNOSTX� �� I IME��EJ WTORYE PROIZWODNYE WNUTRI T �
KAK BYLO POKAZANO W x �� P� �� IMEET MESTO INTEGRALXNOE PREDSTAWLENIE

u �M�� �
�

��

Z Z
	

�
�

RPM�

u

n
�P �� u �P �



n

�
�

RPM�

��
d�P �

� �

��

ZZZ
T

�u

RMM�

d�M � ���

eSLI FUNKCIQ u �M� GARMONI�ESKAQ� TO OB�EMNYJ INTEGRAL RAWEN NU�
L�� ESLI VE u �M� UDOWLETWORQET URAWNENI� pUASSONA� TO OB�EMNYJ
INTEGRAL QWLQETSQ IZWESTNOJ FUNKCIEJ�

pUSTX v �M�
 NEKOTORAQ GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ� NEPRERYWNAQ W
T � � WMESTE S PERWYMI PROIZWODNYMI� NE IME��AQ NIGDE OSOBENNO�
STEJ� wTORAQ FORMULA gRINAZZZ

T

�u�v � v�u� d� �

Z Z
	

�
u
v

n
� v

u

n

�
d�

DAET

� �

Z Z
	

�
v
u

n
� u

v

n

�
d� �

ZZZ
T

v�u d�� ���
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sKLADYWAQ ��� I ���� POLU�AEM

u �M�� �

Z Z
	

�
G
u

n
� u

G

n

�
d� �

ZZZ
T

�u �Gd�� ���

GDE

G �M� M�� �
�

��RMM�

� v ����


FUNKCIQ DWUH TO�EK M� �x� y� z� I M ��� �� ��� tO�KA M� FIKSIRO�
WANA� I PO�TOMU x� y� z IGRA�T ROLX PARAMETROW�

fORMULA ��� SODERVIT uj	 I u�n j	� mEVDU TEM PRI RE�ENII
PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I ZADAETSQ LI�X uj	� A PRI RE�ENII WTOROJ KRA�
EWOJ ZADA�I
 ZNA�ENIE u�n j	� fUNKCIQ v WYBIRAETSQ TAKIM OBRA�
ZOM� �TOBY Gj	 � � DLQ PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I I G�n j	 � � DLQ
WTOROJ KRAEWOJ ZADA�I� oPREDELIM FUNKCI� G �M� P � PRI POMO�I
SLEDU��IH USLOWIJ�

�� G �M� P � KAK FUNKCIQ TO�KI P ��� �� �� PRI FIKSIROWANNOJ
TO�KE M �x� y� z� UDOWLETWORQET URAWNENI� lAPLASA

�G � G�� �G�� �G�� � �� P �� M�

WO WSEH TO�KAH P OBLASTI T � KROME TO�KI P � M �
�� G �M� P � PRI SOWPADENII ARGUMENTOW �M � P � OBRA�AET�

SQ W BESKONE�NOSTX I PREDSTAWIMA W WIDE ����� GDE v � v �M� P �

GARMONI�ESKAQ WS�DU W T FUNKCIQ�

�� G �M� P � NA GRANICE OBRA�AETSQ W NULX	

G �M� P � � �� ESLI P � ��

�TOMU USLOWI� MOVNO UDOWLETWORITX� POTREBOWAW� �TOBY

vj	 � � �

��R
�

fUNKCI� G� OPREDELENNU� TAKIM OBRAZOM� BUDEM NAZYWATX
FU NK C I E J TO� E � N O G O I S T O� N I K A P E R W O J K R A E W OJ Z A D A� I
D L Q U R A WN E N I Q lA P L A S A� fUNKCIQ ISTO�NIKA POZWOLQET DATX QW�
NOE PREDSTAWLENIE DLQ RE�ENIQ PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I DLQ URAWNENIQ
�u � �� w SAMOM DELE� FORMULA ��� DAET

u �M�� � �
Z Z
	

u
G

n
d� � �

Z Z
	

f
G

n
d� �f � uj	�� ���

sLEDUET IMETX W WIDU� �TO FORMULA ��� POLU�ENA S POMO�X� FOR�
MULY gRINA� PREDPOLAGA��EJ WYPOLNENIE OPREDELENNYH USLOWIJ W
OTNO�ENII FUNKCIJ u I G I POWERHNOSTI �� w FORMULU ��� WHO�
DIT WYRAVENIE G�n� SU�ESTWOWANIE KOTOROGO NA POWERHNOSTI � NE
SLEDUET NEPOSREDSTWENNO IZ OPREDELENIQ FUNKCII G�

���
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pRI POLU�ENII FORMULY ��� MY ISHODIM IZ TOGO� �TO SU�ESTWU�
ET GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ u� PRINIMA��AQ NA POWERHNOSTI � ZNA�
�ENIE f � tEM SAMYM DAVE DLQ TEH OBLASTEJ� DLQ KOTORYH SU�ESTWUET
FUNKCIQ ISTO�NIKA� UDOWLETWORQ��AQ USLOWIQM PRIMENIMOSTI FORMU�
LY gRINA� FORMULA ��� DAET QWNOE PREDSTAWLENIE LI�X TEH RE�ENIJ u
PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I� KOTORYE UDOWLETWORQ�T USLOWIQM PRIMENIMO�
STI FORMULY gRINA �DOKAZYWAQ EDINSTWENNOSTX �TOGO KLASSA RE�ENIJ
PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I��

pODROBNOE ISSLEDOWANIE FORMULY ���� PROWEDENNOE a� m� lQPUNO�
WYM� POKAZALO� �TO DLQ �IROKOGO KLASSA POWERHNOSTEJ� NAZYWAEMYH
POWERHNOSTQMI lQPUNOWA �SM� x ��� ONA PREDSTAWLQET RE�ENIE PERWOJ
KRAEWOJ ZADA�I PRI WESXMA OB�IH USLOWIQH�

oSTANOWIMSQ E�E RAZ NA OPREDELENII FUNKCII G� fUNKCIQ G
OPREDELQETSQ PRI POMO�I FUNKCII v� QWLQ��EJSQ RE�ENIEM PERWOJ
KRAEWOJ ZADA�I DLQ URAWNENIQ

�v � �

S GRANI�NYMI ZNA�ENIQMI

vj	 � � �

��R
�

mOVET SOZDATXSQ WPE�ATLENIE� �TO IMEET MESTO PORO�NYJ KRUG� dLQ
NAHOVDENIQ FUNKCII u
 RE�ENIQ PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I
 NADO NAJ�
TI FUNKCI� v
 RE�ENIE TOJ VE ZADA�I� nA SAMOM DELE PORO�NOGO
KRUGA NET� TAK KAK ZNANIE FUNKCII ISTO�NIKA POZWOLQET RE�ITX PER�
WU� KRAEWU� ZADA�U S PROIZWOLXNYMI GRANI�NYMI ZNA�ENIQMI �uj	 �
� f�� W TO WREMQ KAK DLQ NAHOVDENIQ SAMOJ FUNKCII G DOSTATO��
NO RE�ITX KRAEWU� ZADA�U SO SPECIALXNYMI GRANI�NYMI ZNA�ENIQMI
�vj	 � ������R��� �TO� KAK MY UWIDIM NA RQDE PRIMEROW� ZNA�ITELXNO
PRO�E�

pRI �LEKTROSTATI�ESKOJ INTERPRETACII FUNKCIQ ISTO�NIKA

G �M� M�� �
�

��R
� v

PREDSTAWLQET POTENCIAL W TO�KE M TO�E�NOGO ZARQDA ��� POME�ENNOGO
W TO�KU M� WNUTRI ZAZEMLENNOJ PROWODQ�EJ POWERHNOSTI �� pERWOE

�� pRI TERMI�ESKOJ INTERPRETACII STACIONARNAQ TEMPERATURA TO�E�NOGO
ISTO�NIKA TEPLA INTENSIWNOSTI q OPREDELQETSQ FORMULOJ

q

�kr
�

GDE k 	 KO�FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI� tAKIM OBRAZOM� FUNKCIQ G�M�M��
QWLQETSQ TEMPERATUROJ W TO�KEM � ESLI TEMPERATURA POWERHNOSTI TELA RAW�
NA NUL�� A W TO�KE M� POME�EN TEPLOWOJ ISTO�NIK INTENSIWNOSTI q � k�
eSLI RAZMERNOSTX DLINY WYBRANA TAK� �TO k � �� TO FUNKCIQ G SOOTWET�

STWUET ISTO�NIKU INTENSIWNOSTI� RAWNOJ EDINICE�



x � funkciq isto�nika ���

SLAGAEMOE �����R� ESTX� O�EWIDNO� POTENCIAL TO�E�NOGO ZARQDA W SWO�
BODNOM PROSTRANSTWE� A WTOROE SLAGAEMOE v OBOZNA�AET POTENCIAL POLQ

rIS� ��

ZARQDOW� INDUCIROWANNYH NA PROWODQ�EJ POWERH�
NOSTI �� tAKIM OBRAZOM� POSTROENIE FUNKCII IS�
TO�NIKA SWODITSQ K OPREDELENI� INDUCIROWANNO�
GO POLQ�

oSTANOWIMSQ NA NEKOTORYH SWOJSTWAH FUNK�
CII ISTO�NIKA� pRI �TOM MY BUDEM PREDPOLA�
GATX� �TO RASSMATRIWAEMYE OBLASTI TAKOWY� �TO
DLQ NIH SU�ESTWU�T FUNKCII ISTO�NIKA� OBLADA�
��IE NORMALXNYMI PROIZWODNYMI NA POWERHNO�
STI � I UDOWLETWORQ��IE USLOWIQM PRIMENIMO�
STI FORMULY gRINA�

�� fUNKCIQ ISTO�NIKA WS�DU POLOVITELXNA
WNUTRI T � w SAMOM DELE� FUNKCIQ G OBRA�AET�
SQ W NULX NA GRANICE OBLASTI � I POLOVITELXNA
NA POWERHNOSTI DOSTATO�NO MALOJ SFERY� OPISAN�
NOJ WOKRUG POL�SA� oTS�DA SLEDUET� W SILU PRINCIPA MAKSIMALXNOGO
ZNA�ENIQ� EE POLOVITELXNOSTX WO WSEJ OBLASTI� zAMETIM TAKVE� �TO

G

n

����
	

� ��

�TO NEPOSREDSTWENNO WYTEKAET IZ DOKAZANNOJ POLOVITELXNOSTI I USLO�
WIQ Gj	 � ��

�� fUNKCIQ ISTO�NIKA SIMMETRI�NA OTNOSITELXNO SWOIH ARGUMEN�
TOW M� �x� y� z� I M ��� �� ��	

G �M� M�� � G �M�� M��

pUSTX M �
� I M ��

� 
 NEKOTORYE FIKSIROWANNYE TO�KI W OBLASTI T � pRO�
WEDEM SFERY �� I �� RADIUSA � S CENTRAMI W TO�KAH M �

� I M ��
�

�RIS� ���� pOLAGAQ

u �M� � G �M� M �
��� v �M� � G �M� M ��

� �

I PRIMENQQ FORMULU gRINAZZZ
T�

�u�v � v�u� d� �

Z Z
	��	��	

�
u
v

n
� v

u

n

�
d� ���

K OBLASTI T�� OGRANI�ENNOJ POWERHNOSTQMI �� �� I ��� BUDEM IMETXZ Z
	�

�
G �M� M �

��
G �M� M ��

� �

n
�G �M� M ��

� �
G �M� M �

��

n

�
d�M �

�

Z Z
	�

�
G �M� M �

��
G �M� M ��

� �

n
�G �M� M ��

� �
G �M� M �

��

n

�
d�M � ��
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TAK KAK LEWAQ �ASTX URAWNENIQ ��� RAWNA NUL�� POSKOLXKU �G � ��
A INTEGRAL PO POWERHNOSTI � RAWEN NUL� W SILU GRANI�NYH USLOWIJ�
pEREHODQ ZATEM K PREDELU PRI �	 � I ISPOLXZUQ OSOBENNOSTX FUNKCII

ISTO�NIKA� POLU�AEM ��

G �M �
�� M

��
� � � G �M ��

� � M
�
���

ILI

G �M� M�� � G �M�� M��

dOKAZANNAQ SIMMETRIQ FUNKCII ISTO�NIKA QWLQETSQ MATEMATI�E�
SKIM WYRAVENIEM P R I N C I P A W Z A IMN O S TI W FIZIKE	 ISTO�NIK� PO�
ME�ENNYJ W TO�KU M�� PROIZWODIT W TO�KE M TAKOE VE DEJSTWIE�
KAKOE PROIZWODIT W TO�KE M� ISTO�NIK� POME�ENNYJ W TO�KU M �
pRINCIP WZAIMNOSTI NOSIT WESXMA OB�IJ HARAKTER I OTNOSITSQ K RAZ�
LI�NYM FIZI�ESKIM POLQM ��LEKTROMAGNITNYM� UPRUGIM I T� D���

oTMETIM� W �ASTNOSTI� �TO IZ SWOJSTWA SIMMETRII SLEDUET� �TO
PRI FIKSIROWANNOM M u �M�� � G �M� M��� KAK FUNKCIQ PEREMENNYH
x� y� z TO�KI M�� OBLADAET TEM VE SWOJSTWOM� �TO I FUNKCIQ v �M� �
� G �M� M�� PEREMENNYH �� �� � TO�KI M PRI FIKSIROWANNOM M��
T� E� �M�G � � PRI M ��M�� G � � PRI M� � ��

fUNKCIQ ISTO�NIKA G �M� M�� DLQ SLU�AQ DWUH IZMERENIJ� O�E�
WIDNO� BUDET OPREDELQTXSQ SLEDU��IMI USLOWIQMI�

�� �G � � WS�DU W RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI S� KROME TO�KI M �
�M��

�� w TO�KE M � M� FUNKCIQ G IMEET OSOBENNOSTX WIDA

�

��
ln

�

RMM�

�

�� GjC � �� GDE C
 GRANICA OBLASTI S�
fUNKCIQ ISTO�NIKA W �TOM SLU�AE IMEET WID

G �M� M�� �
�

��
ln

�

RMM�

� v �M� M���

GDE v
 WS�DU NEPRERYWNAQ GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ� UDOWLETWORQ��
�AQ NA GRANICE USLOWI�

vjC � � �

��
ln

�

RMM�

�

rE�ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I DLQ URAWNENIQ lAPLASA PRI �TOM DA�
ETSQ FORMULOJ

u �M�� � �
Z
C

f
G

n
ds �f � ujC��

�� lQPUNOWYM USTANOWLENA �TA TEOREMA W PRIMENENII K KLASSU POWERHNO�
STEJ� NAZYWAEMYH POWERHNOSTQMI lQPUNOWA�



x � funkciq isto�nika ���

��mETOD �LEKTROSTATI�ESKIH IZOBRAVENIJ I FUNKCIQ IS�
TO�NIKA DLQ SFERY� nAIBOLEE RASPROSTRANENNYM METODOM POSTRO�
ENIQ FUNKCII ISTO�NIKA QWLQETSQ M E TOD � L E K TR O S T ATI � E S KI H
I Z O B R AVE N I J� iDEQ EGO SOSTOIT W TOM� �TO PRI POSTROENII FUNKCII
ISTO�NIKA

G �M� M�� �
�

��RMM�

� v

INDUCIROWANNOE POLE v PREDSTAWLQETSQ KAK POLE ZARQDOW� RASPOLOVEN�

rIS� ��

NYH WNE POWERHNOSTI � I WYBIRAE�
MYH TAKIM OBRAZOM� �TOBY WYPOLNQ�
LOSX USLOWIE

vj	 � � �

��R
�

�TI ZARQDY NAZYWA�TSQ � L E KTR O �
S T A TI � E S K IMI I Z O BR AV EN I Q �
MI EDINI�NOGO ZARQDA� POME�ENNO�
GO W TO�KU M� I SOZDA��EGO W OT�
SUTSTWIE POWERHNOSTI � POTENCIAL
�����R�� wO MNOGIH SLU�AQH WYBOR
TAKIH ZARQDOW NE SOSTAWLQET TRUDA�
nIVE MY PRIWEDEM PRIMERY POSTROENIQ FUNKCII ISTO�NIKA METODOM
�LEKTROSTATI�ESKIH IZOBRAVENIJ�

iZ PREDSTAWLENIQ FUNKCIJ ISTO�NIKA� POLU�ENNYH WO WSEH �TIH
PRIMERAH� NEPOSREDSTWENNO WIDNA NEPRERYWNOSTX PERWYH PROIZWODNYH
FUNKCIJ G NA POWERHNOSTI ��

w KA�ESTWE PERWOGO PRIMERA RASSMOTRIM FUNKCI� ISTO�NIKA DLQ
SFERY�

pUSTX DANA SFERA RADIUSA R S CENTROM W TO�KE O I TREBUETSQ
NAJTI DLQ NEE FUNKCI� ISTO�NIKA�

pOMESTIM W TO�KU M� EDINI�NYJ ZARQD I OTLOVIM NA RADIUSE�
PROHODQ�EM �EREZ TO�KU M�� TAKOJ OTREZOK OM�� �TO

�� �� � R�� ���

GDE �� � jOM�j I �� � jOM�j �RIS� ����
pREOBRAZOWANIE ���� STAWQ�EE W SOOTWETSTWIE TO�KE M� OPREDELEN�

NU� TO�KU M�� QWLQETSQ PREOBRAZOWANIEM OBRATNYH RADIUSOW� A SAMA
TO�KA M� NAZYWAETSQ S O P R QVE N N OJ S TO�KOJ M�� �TO PREOBRAZO�
WANIE WZAIMNO� I TO�KU M� MOVNO RASSMATRIWATX KAK SOPRQVENNU� S
TO�KOJ M��

dOKAVEM� �TO DLQ WSEH TO�EK P � RASPOLOVENNYH NA SFERE� RAS�
STOQNIQ DO M� I M� PROPORCIONALXNY� dLQ �TOGO RASSMOTRIM TRE�
UGOLXNIKI OPM� I OPM� �RIS� ���� oNI PODOBNY� TAK KAK UGOL PRI
WER�INE O OB�IJ� A PRILEVA�IE K NEMU STORONY PROPORCIONALXNY	

��
R

�
R

��
� ILI

jOM�j
R

�
R

jOM�j �



��� urawneniq �llipti�eskogo tipa �gl� IV

iZ PODOBIQ TREUGOLXNIKOW SLEDUET

r�
r�

�
��
R

�
R

��
� ���

GDE r� � j��	M�P j� r� � j��	M�P j� iZ PROPORCII ��� POLU�AEM

r� �
��
R
r�

DLQ WSEH TO�EK SFERY� pO�TOMU GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ v �
� �R��� � ��r� NA SFERE PRINIMAET TO VE ZNA�ENIE� �TO I FUNK�
CIQ ���r�� oNA PREDSTAWLQET� O�EWIDNO� POTENCIAL ZARQDA WELI�INY
�R���� POME�ENNOGO W TO�KU M��

tAKIM OBRAZOM� FUNKCIQ

G �P� M�� �
�

��

�
�

r�
� R

��

�

r�

�
���

I QWLQETSQ ISKOMOJ FUNKCIEJ ISTO�NIKA DLQ SFERY� TAK KAK �TO

GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ� IME��AQ W M� OSOBENNOSTX �����r�� I OBRA�
�A��AQSQ W NULX NA SFERE�

rE�ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I DAETSQ FORMULOJ ����
wY�ISLIM PROIZWODNU�

G

n
�

�

��

�


n

�
�

r�

�
� R

��



n

�
�

r�

��
� ���

GDE n
 WNE�NQQ NORMALX� r� � j���	M�M j �M � WOOB�E GOWORQ� NE LEVIT
NA SFERE��

pROIZWODNYE OT ��r� I ��r� PO NAPRAWLENI� n RAWNY
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�
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�
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r��
cos � dr�� n��
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r�

�
�

r�

�
r�
n

� � �

r��
cos � dr�� n��

��������� ����

TAK KAK

r�
n

� cos � dr�� n�� r�
n

� cos � dr�� n�� ����

nETRUDNO NAJTI WELI�INY cos � dr�� n� I cos � dr�� n�	
cos � dr�� n� � R� � r�� � ���

�Rr�
� �����

cos � dr�� n� � R� � r�� � ���
�Rr�

� ������
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iSPOLXZUQ PROPORCI� ���� BUDEM IMETX

cos � dr�� n�j	 �

R� �
R�

���
r�� �

R


���

�R
R

��
r

�
��� � r�� �R�

���r�
�

TAK KAK �� � R���� PO OPREDELENI� TO�KI M� I r� � R��� � r� NA
SFERE �� pOLXZUQSX FORMULAMI ����� A TAKVE WYRAVENIQMI ���� ������
������� NAJDEM

G

n

����
	

�
�

��

�
� �

r��

R� � r�� � ���
�Rr�

�
���

R�r��

R

��

��� � r�� �R�

���r�

�
�

� � �

��R

R� � ���
r��

�

tAKIM OBRAZOM� FUNKCIQ u �M�� W SOOTWETSTWII S FORMULOJ ��� RAWNA

u �M�� �
�

��R

Z Z
	

f �P �
R� � ���

r��
d�P � ����

wWEDEM SFERI�ESKU� SISTEMU KOORDINAT S NA�ALOM W CENTRE SFE�
RY� pUSTX �R� �� �� 
 KOORDINATY TO�KI P � A ���� ��� ��� 
 KOORDI�

NATY TO�KI M�� �
 UGOL MEVDU RADIUSAMI�WEKTORAMI
�	
OP I

��	
OM��

tOGDA FORMULU ���� MOVNO PEREPISATX W WIDE

u ���� ��� ��� �
R

��

��Z
�

�Z
�

f ��� ��
R� � ���

�R� � �R�� cos � � ����
	��

sin � d� d��

�����
GDE

cos � � cos � cos �� � sin � sin �� cos ��� ���
��� ����

�TA FORMULA NAZYWAETSQ I N T E G R AL OM pUA S S O N A DL Q
SF ERY�

�� w SAMOM DELE� NAPRAWLQ��IE KOSINUSY WEKTOROW
��
OP I

����
OM� RAWNY SOOT�

WETSTWENNO �sin � cos�� sin � sin�� cos �� I �sin �� cos��� sin �� sin��� cos ���� OT�
KUDA

cos � � cos � cos �� � sin � sin �� �cos� cos�� � sin� sin��� �

� cos � cos �� � sin � sin �� cos �� � ����
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tEM VE METODOM MOVET BYTX POSTROENA FUNKCIQ ISTO�NIKA DLQ
OBLASTI� WNE�NEJ K SFERE	

G �M� M�� �
�

��

�
�

r�
� R

��

�

r�

�
� ����

GDE r� � jMM�j
 RASSTOQNIE OT FIKSIROWANNOJ TO�KI M�� LEVA�EJ
WNE SFERY� r� � jMM�j
RASSTOQNIE OT TO�KI M�� SOPRQVENNOJ S TO��
KOJ M�� ��
 RASSTOQNIE OT NA�ALA KOORDINAT DO TO�KI M�� A R

RADIUS SFERY�

u�ITYWAQ RAZLI�IE NAPRAWLENIJ NORMALEJ DLQ WNUTRENNEJ I
WNE�NEJ ZADA�� POLU�IM

u ���� ��� ��� �
R

��

��Z
�

�Z
�

��� �R�

�R� � ���R cos � � ����
	��

f ��� �� sin � d� d��

GDE cos � DAETSQ FORMULOJ ���� �INDEKS � NADO ZAMENITX NA ���
�� fUNKCIQ ISTO�NIKA DLQ KRUGA� fUNKCIQ ISTO�NIKA DLQ

KRUGA MOVET BYTX POLU�ENA TAKIM VE SPOSOBOM� KAK I FUNKCIQ ISTO��
NIKA DLQ SFERY� w �TOM SLU�AE EE SLEDUET ISKATX W WIDE

G �
�

��
ln

�

r
� v� ����

pOWTORQQ RASSUVDENIE PREDYDU�EGO PUNKTA OT FORMULY ��� DO FOR�
MULY ���� MY NAJDEM FUNKCI� G W WIDE

G �P� M�� �
�

��

�
ln

�

r�
� ln

R

��

�

r�

�
� ����

GDE �� � jOM�j� r� � jM�P j� r� � jM�P j� R � jOP j
 RADIUS KRUGA
�RIS� ���� nETRUDNO UBEDITXSQ W TOM� �TO OPREDELENNAQ TAKIM OBRAZOM
GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ OBRA�AETSQ W NULX NA GRANICE	

rIS� ��

GjC � ��

dLQ RE�ENIQ PERWOJ KRAEWOJ
ZADA�I NADO WY�ISLITX ZNA�ENIQ
G�n NA OKRUVNOSTI C� wY�I�
SLENIQ PROIZWODQTSQ ANALOGI�NO
SLU�A� SFERY I DA�T

G

n

����
C

� � �

��R

R� � ���
r��

�

pUSTX ��� ��
 POLQRNYE KOORDINATY TO�KI P � LEVA�EJ NA OKRUVNO�
STI� A ���� ���
 KOORDINATY TO�KI M�� TOGDA

r�� � R� � ��� � �R�� cos �� � ����
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pODSTAWLQQ W FORMULU

u ���� ��� �
�

��

Z
C

u �P �
R� � ���

r��

ds

R

�TO WYRAVENIE DLQ r� I PRINIMAQ WO WNIMANIE� �TO

u �P �jC � f ��� I ds � Rd��

PRIHODIM DLQ FUNKCII u �M�� K WYRAVENI�

u ���� ��� �
�

��

��Z
�

R� � ���
R� � ��� � �R�� cos �� � ���

f ��� d�� ����

NAZYWAEMOMU I N T E G R AL OM pU A S S O N A D L Q KR U G A �SM� S� ����
FORMULU ������ �TA VE FORMULA S TO�NOSTX� DO ZNAKA DAET RE�ENIE
WNE�NEJ ZADA�I�

�� fUNKCIQ ISTO�NIKA DLQ POLUPROSTRANSTWA� pONQTIE
FUNKCII ISTO�NIKA I FORMULA ��� IME�T MESTO I DLQ NEOGRANI�EN�
NOGO PROSTRANSTWA� ESLI RASSMATRIWATX FUNKCII� REGULQRNYE NA BES�

rIS� ��

KONE�NOSTI �SM� x �� P� ��� nAJDEM FUNKCI� ISTO�NIKA DLQ POLUPRO�
STRANSTWA z 
 �� pOMESTIM W TO�KU M� �x�� y�� z�� EDINI�NYJ ZARQD�
KOTORYJ SOZDAET W NEOGRANI�ENNOM PROSTRANSTWE POLE� POTENCIAL KO�
TOROGO OPREDELQETSQ FUNKCIEJ

�

��

�

RM�M
� GDE RM�M �

p
�x� x��� � �y � y��� � �z � z����

nETRUDNO WIDETX� �TO �INDUCIROWANNOE POLE� v QWLQETSQ POLEM OTRI�
CATELXNOGO EDINI�NOGO ZARQDA� POME�ENNOGO W TO�KU M� �x�� y�� �z���
QWLQ��U�SQ ZERKALXNYM IZOBRAVENIEM TO�KI M� W PLOSKOSTI z � �
�RIS� ���� fUNKCIQ G� RAWNAQ

G �M� M�� �
�

��R�
� �

��R�
�
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GDE

R� � j���	M�M j �
p
�x� x��� � �y � y��� � �z � z����

R� � j���	M�M j �
p
�x� x��� � �y � y��� � �z � z����

OBRA�AETSQ W NULX PRI z � � I IMEET NUVNU� OSOBENNOSTX W TO�KE
M��

wY�ISLIM G�n jz�� � �G�z jz��� o�EWIDNO� �TO

G

z
�

�

��

�
� z � z�

R�
�

�
z � z�
R�
�

�
�

pOLAGAQ z � �� NAHODIM

G

n

����
z��

� � G

z

����
z��

� � z�
��R�

�

�

rE�ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I DAETSQ FORMULOJ

u �M�� �
�

��

Z Z
	�

z�
R�
M�P

f �P � d�P �

GDE ��
 PLOSKOSTX z � �� f �P � � ujz��� ILI

u �x�� y�� z�� �
�

��

�Z
��

�Z
��

z�

��x� x��� � �y � y��� � z�� �
	��

f �x� y� dx dy�

����

xxxxxxxxx �� tEORIQ POTENCIALA

fUNKCIQ
�

R
�

�p
�x� ��� � �y � ��� � �z � ���

� PREDSTAWLQ��AQ

POTENCIAL POLQ EDINI�NOJ MASSY �ZARQDA�� POME�ENNOJ W TO�KE
M� ��� �� ��� QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ lAPLASA� ZAWISQ�IM OT PA�
RAMETROW �� �� �� iNTEGRALY OT �TOJ FUNKCII PO PARAMETRAM NA�
ZYWA�TSQ P OT E N C I AL AM I I IME�T SU�ESTWENNOE ZNA�ENIE S TO�KI
ZRENIQ NEPOSREDSTWENNYH PRILOVENIJ W FIZIKE� A TAKVE I S TO�KI ZRE�
NIQ RAZWITIQ METODOW RE�ENIQ KRAEWYH ZADA��

�� oB
EMNYJ POTENCIAL� pUSTX W NEKOTOROJ TO�KE M� ��� �� ��
POME�ENA MASSA m�� pO ZAKONU WSEMIRNOGO TQGOTENIQ NA MASSU m�
POME�ENNU� W TO�KE M �x� y� z�� DEJSTWUET SILA PRITQVENIQ

F � �� mm�

R�
r� ���



x �� teoriq potenciala ���

GDE r �R�R
 EDINI�NYJ WEKTOR W NAPRAWLENII
���	
M�M �R �

���	
M�M�� A

�
 GRAWITACIONNAQ POSTOQNNAQ� wYBIRAQ SISTEMU EDINIC TAK� �TOBY
� � �� I POLAGAQ m � �� POLU�IM

F � � m�

R�
r�

pROEKCII �TOJ SILY NA KOORDINATNYE OSI BUDUT RAWNY

X � F cos� � � m�

R�
�x� ���

Y � F cos� � � m�

R�
�y � ���

Z � F cos � � � m�

R�
�z � ���

���������������
���

GDE �� � I �
 UGLY� OBRAZOWANNYE WEKTOROM F S KOORDINATNYMI
OSQMI�

wWEDEM FUNKCI� u� NAZYWAEMU� PO T E N CI A L OM cI L O W O G O

P OL Q �� I OPREDELQEMU� RAWENSTWOM

F � gradu�

ILI

X �
u

x
� Y �

u

y
� Z �

u

z
�

w NA�EM SLU�AE

u �
m�

R
�

pOTENCIAL POLQ n MATERIALXNYH TO�EK WSLEDSTWIE PRINCIPA SUPER�
POZICII SILOWYH POLEJ BUDET WYRAVATXSQ FORMULOJ

u �

nX
i��

ui �

nX
i��

mi

Ri
�

pEREJDEM K SLU�A� NEPRERYWNOGO RASPREDELENIQ MASSY� pUSTX DA�
NO TELO T S PLOTNOSTX� � ��� �� ��� oPREDELIM POTENCIAL �TOGO TELA
W TO�KE M �x� y� z�� dLQ �TOGO RAZOBXEM TELO T NA DOSTATO�NO MELKIE
�ASTI �� � sDELAEM ESTESTWENNOE PREDPOLOVENIE� �TO DEJSTWIE �LEMEN�
TA �� �KWIWALENTNO DEJSTWI� EGO MASSY� SOSREDOTO�ENNOJ W NEKOTOROJ

�� nE SLEDUET SME�IWATX POTENCIAL S POTENCIALXNOJ �NERGIEJ SILOWOGO
POLQ� tERMIN �POTENCIAL UPOTREBLQETSQ ZDESX W TOM VE SMYSLE� �TO I
S IL O W A Q F UN KCI Q W MEHANIKE�
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�SREDNEJ� TO�KE �� OB�EMA �� � TOGDA DLQ KOMPONENTY SILY� DEJSTWU�
��EJ NA TO�KU M � POLU�IM SLEDU��EE WYRAVENIE	

�X � � ���

R�
�x� ���

GDE

R� � �x� ��� � �y � ��� � �z � ����

iNTEGRIROWANIE PO WSEMU OB�EMU T DAET KOMPONENTU POLNOJ SILY
PRITQVENIQ TO�KI M TELOM T 	

X � �
ZZZ
T

�
x� �

R�
d�� ���

pOTENCIAL W TO�KE M BUDET OPREDELQTXSQ FORMULOJ

u �M� �

ZZZ
T

�
�

R
d�� ���

eSLI TO�KA M LEVIT WNE TELA� TO W �TOM MOVNO UBEDITXSQ NE�

POSREDSTWENNO DIFFERENCIROWANIEM POD ZNAKOM INTEGRALA ��� aNALO�
GI�NO WY�ISLQ�TSQ I PROIZWODNYE WYS�IH PORQDKOW� o�EWIDNO� �TO
POTENCIAL u �M� WNE TELA T UDOWLETWORQET URAWNENI� lAPLASA �SM�
PODROBNEE S� ����� w DALXNEJ�EM� NE STREMQSX K POSTROENI� TEORII W
NAIBOLEE OB�IH USLOWIQH� MY BUDEM POLXZOWATXSQ UKAZANNYMI WY�E
SWOJSTWAMI POTENCIALOW I SFORMULIRUEM RQD TEOREM PRI USLOWII� �TO
�
 OGRANI�ENNAQ FUNKCIQ �PODRAZUMEWAQ EE INTEGRIRUEMOSTX��

eSLI TO�KA M LEVIT WNUTRI OBLASTI T � NELXZQ UTWERVDATX� �TO
X � u�x� BEZ DOPOLNITELXNOGO ISSLEDOWANIQ� KOTOROE I BUDET DANO
NIVE�

�� bOLEE TO�NO� PRI �TOM PREDPOLAGAETSQ� �TO DEJSTWIE NEKOTOROGO TELA
T MASSY m NA TO�KU� LEVA�U� WNE WYPUKLOGO OB�EMA �T � SODERVA�EGO �TO
TELO� MOVNO ZAMENITX DEJSTWIEM NEKOTOROGO �FFEKTIWNOGO CENTRA TOJ VE
MASSY m� LEVA�EGO WNUTRI �T �

�� dLQ WOZMOVNOSTI DIFFERENCIROWANIQ OPREDELENNOGO INTEGRALA WIDA

f �M� �

Z
T

F �M� P ���P �d�P

PO PARAMETRU POD ZNAKOM INTEGRALA DOSTATO�NO NEPRERYWNOSTI PROIZWODNOJ
FUNKCII F �M� P � PO PARAMETRU I ABSOL�TNOJ INTEGRIRUEMOSTI FUNKCII
� �P �� oBY�NO �TA TEOREMA FORMULIRUETSQ PRI � �P � � �� dOKAZATELXSTWO
EE DLQ NA�EGO SLU�AQ NI�EM NE OTLI�AETSQ OT OBY�NOGO�
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�� pLOSKAQ ZADA�A� lOGARIFMI�ESKIJ POTENCIAL� rASSMO�
TRIM RASPREDELENIE MASS W PROSTRANSTWE� ZAWISQ�EE LI�X OT DWUH

rIS� �

KOORDINAT �x� y�� w L�BOJ PLOSKOSTI z �
� const POTENCIAL� O�EWIDNO� PRINIMAET OD�
NO I TO VE ZNA�ENIE�pO�TOMU DOSTATO�NO IS�
SLEDOWATX POTENCIAL TO�KI �x� y�� LEVA�EJ
W PLOSKOSTI z � ��

oPREDELIM POTENCIAL ODNORODNOJ BES�
KONE�NOJ PRQMOJ L� nAPRAWIM OSX z WDOLX
�TOJ PRQMOJ� pUSTX POGONNAQ PLOTNOSTX
�T� E� MASSA EDINICY DLINY� RAWNA ��
sILA PRITQVENIQ �LEMENTOM �z TO�KI
P �x� �� �RIS� ��� I EE SOSTAWLQ��AQ PO OSI x RAWNY SOOTWETSTWEN�
NO

�F � � ��z

R�
� � ��z

�x� � z��
�

�X � �F cos� � ���z xp
�x� � z���

�

oTS�DA

X � �
�Z

��
�x

dz

�x� � z��
	��

� ��x� �

x�

���Z
����

cos�d� � � ��

x

� z
x
� tg�

�
�

eSLI P �x� y�
 PROIZWOLXNAQ TO�KA� TO SILA PRITQVENIQ TO�KI LINI�

EJ L BUDET� O�EWIDNO� NAPRAWLENA WDOLX
�	
OP I RAWNA PO WELI�INE

F � � ��

�
�

GDE

� �
p
x� � y��

pOTENCIAL �TOJ SILY NAZYWAETSQ L O G AR IFMI� E S K IM P OT E N�
C I AL OM I RAWEN

V � �� ln
�

�
� ���

W �EM LEGKO UBEDITXSQ NEPOSREDSTWENNYM DIFFERENCIROWANIEM�
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lOGARIFMI�ESKIJ POTENCIAL QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ lA�
PLASA S DWUMQ NEZAWISIMYMI PEREMENNYMI� OBLADA��IM KRUGOWOJ

rIS� ��

SIMMETRIEJ WOKRUG POL�SA W TO�KE � �
� �� W KOTOROJ ON OBRA�AETSQ W BESKO�
NE�NOSTX�

tAKIM OBRAZOM� POTENCIAL ODNOROD�
NOJ PRQMOJ DAET PLOSKOE POLE I WYRAVA�
ETSQ FORMULOJ ���� pREDSTAWLENIE POTEN�
CIALA W WIDE INTEGRALA BYLO POLU�ENO

NAMI LI�X DLQ OGRANI�ENNYH OB�EMOW ���
oTMETIM� �TO W OTLI�IE OT OB�EMNOGO
POTENCIALA LOGARIFMI�ESKIJ NE OBRA�A�

ETSQ W NULX NA BESKONE�NOSTI� A IMEET TAM LOGARIFMI�ESKU� OSOBEN�
NOSTX�

wY�ISLIM TEPERX KOMPONENTY SILY PRITQVENIQ TO�KI P �RIS� ���	

X � F cos� � ��� x

��

�
cos� �

x

�

�
�

Y � F sin� � ��� y

��

�
sin� �

y

�

�
�

eSLI IMEETSQ NESKOLXKO TO�EK �BESKONE�NYH PRQMYH S RASPREDE�
LENNOJ WDOLX NIH MASSOJ�� TO W SILU PRINCIPA SUPERPOZICII SILOWYH
POLEJ POTENCIALY TO�EK �LINIJ� BUDUT SKLADYWATXSQ�

w SLU�AE OBLASTI S S NEPRERYWNO RASPREDELENNOJ PLOTNOSTX�

� ��� �� �� �RIS� ��� KOMPONENTY SILY PRITQVENIQ TO�KI P WYRAZQTSQ

�� pRI WY�ISLENII POTENCIALA BESKONE�NOJ PRQMOJ NELXZQ BYLO NEPOSRED�
STWENNO INTEGRIROWATX POTENCIALY OTDELXNYH �LEMENTOW� TAK KAK W �TOM
SLU�AE POLU�AETSQ RASHODQ�IJSQ INTEGRAL� w SAMOM DELE� POTENCIAL �LE�
MENTA �z RAWEN

�u � �
�zp
�� � z�

�

fORMALXNOE INTEGRIROWANIE DAET RASHODQ�IJSQ INTEGRAL

u �

�Z
��

�
dzp
�� � z�

�

�� �TO SOOTWETSTWUET W PROSTRANSTWE CILINDRU S OBRAZU��EJ� PARALLELX�
NOJ OSI z� I SE�ENIEM S W PLOSKOSTI �x� y�� c OB�EMNOJ PLOTNOSTX� � ��� ���
NE ZAWISQ�EJ OT ��
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DWOJNYMI INTEGRALAMI	

X � ��
Z Z
S

� ��� ��
x� �

�x� ��� � �y � ���
d� d��

Y � ��
Z Z
S

� ��� ��
y � �

�x� ��� � �y � ���
d� d�

�������������
���

I POTENCIAL BUDET RAWEN

u �x� y� � �

Z Z
S

� ��� �� ln
�p

�x� ��� � �y � ���
d� d�� ���

�TO NETRUDNO PROWERITX DIFFERENCIROWANIEM DLQ TO�EK� LEVA�IH WNE
S� eSLI VE TO�KA P LEVIT W OBLASTI S� TO NEOBHODIMO PROWESTI
DOPOLNITELXNOE ISSLEDOWANIE�

�� nESOBSTWENNYE INTEGRALY� pOTENCIALY I KOMPONENTY
SILY PRITQVENIQ PREDSTAWLQ�TSQ S POMO�X� INTEGRALOW� U KOTO�

rIS� ��

RYH PODYNTEGRALXNYE FUNKCII OBRA�A�T�
SQ W BESKONE�NOSTX� ESLI MY RASSMATRIWA�
EM IH ZNA�ENIQ W TO�KAH� NAHODQ�IHSQ W
OBLASTI� SODERVA�EJ PRITQGIWA��IE MAS�
SY�

kAK IZWESTNO� ESLI PODYNTEGRALXNAQ
FUNKCIQ OBRA�AETSQ W NEKOTOROJ TO�KE
OBLASTI INTEGRIROWANIQ W BESKONE�NOSTX�
TO INTEGRAL NELXZQ OPREDELITX KAK PREDEL
INTEGRALXNOJ SUMMY� dEJSTWITELXNO� W �TOM SLU�AE INTEGRALXNAQ SUM�
MA NE IMEET PREDELA� TAK KAK SLAGAEMOE� OTNOSQ�EESQ K �LEMENTARNO�
MU OB�EMU� SODERVA�EMU OSOBU� TO�KU� MOVET KAK UGODNO SILXNO ME�
NQTX WELI�INU SUMMY W ZAWISIMOSTI OT WYBORA PROMEVUTO�NOJ TO�KI�
iNTEGRALY OT PODOBNYH FUNKCIJ OPREDELQ�TSQ KAK INTEGRALY NESOB�
STWENNYE�

pUSTX W OBLASTI T ZADANA FUNKCIQ F �x� y� z�� OBRA�A��AQSQ W
BESKONE�NOSTX W NEKOTOROJ TO�KE M� �x�� y�� z��� rASSMOTRIM OPREDE�
LENNYJ INTEGRAL PO OBLASTI T �K�� GDE K�
NEKOTORAQ OKRESTNOSTX
TO�KI M� DIAMETRA� NE PREWOSHODQ�EGO ��

eSLI PRI PROIZWOLXNOM STQGIWANII OBLASTI K�n K TO�KE M� PO�
SLEDOWATELXNOSTX INTEGRALOW

In �

ZZZ
T�K�n

F d� ��n 	 ��

IMEET PREDEL� NE ZAWISQ�IJ OT WYBORA OBLASTEJ K�n � TO �TOT
PREDEL NAZYWAETSQ N E S O B S T W E N NYM INT E G R A L OM OT FUNKCII

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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F �x� y� z� PO OBLASTI T I OBOZNA�AETSQ� KAK OBY�NO�

I �

ZZZ
T

F d��

eSLI SU�ESTWUET HOTQ BY ODNA POSLEDOWATELXNOSTX OBLASTEJ �K�n TA�

KAQ� �TO PRI �n	 � SU�ESTWUET PREDEL �I � A DLQ DRUGIH POSLEDOWATELX�
NOSTEJ K�n �TOT PREDEL IMEET DRUGIE ZNA�ENIQ ILI DAVE WOOB�E NE

SU�ESTWUET� TO PREDEL �I NAZYWAETSQ USLOWNO SHODQ�IMSQ NESOBSTWEN�
NYM INTEGRALOM� qSNO� �TO PRI RASSMOTRENII USLOWNO SHODQ�EGOSQ
NESOBSTWENNOGO INTEGRALA �I NUVNO UKAZYWATX TU POSLEDOWATELXNOSTX
OBLASTEJ �K�n � PO KOTOROJ OPREDELQETSQ �TOT INTEGRAL�

mY OGRANI�IMSQ ZDESX RASSMOTRENIEM TOGO SLU�AQ� KOGDA PODYN�
TEGRALXNAQ FUNKCIQ IMEET OSOBENNOSTX W IZOLIROWANNOJ TO�KE� iSSLE�
DUEM SHODIMOSTX INTEGRALOW TIPAZZZ
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C
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d�M � ���
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 NEKOTORYE POSTOQNNYE�

R � RMM� �
p
�x� � ��� � �y� � ��� � �z� � ���

�M�
TO�KA OBLASTI T �� nE OGRANI�IWAQ OB�NOSTI� MOVNO S�ITATX�
�TO T ESTX �AR RADIUSA R S CENTROM W TO�KE M�� wOZXMEM W KA�ESTWE
OBLASTI K�n �AR RADIUSA �n S CENTROM W TO�KE M� I BUDEM ISKATX
PpEDEL POSLEDOWATELXNOSTI INTEGRALOWZZZ
T�K�n
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��Z
�

d�

�Z
�
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RZ
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�

�

�������
��C

�
�

�� �
r���

�R
�n

� ESLI � �� ��

��C �ln r�R�n � ESLI � � ��

pEREHOD K PREDELU PRI �n� STREMQ�EMSQ K NUL�� POKAZYWAET� �TO PRI
� � � PREDEL SU�ESTWUET� PRI � � � PREDELA NE SU�ESTWUET�

pOKAVEM� �TO ESLI FUNKCIQ F �x� y� z� NEOTRICATELXNA I SU�E�
STWUET PREDEL INTEGRALOW

In �

ZZZ
T� �K�n

F d� ��n 	 ���

GDE �K�n 
�AR RADIUSA �n S CENTROM W TO�KE M�� TO SU�ESTWUET
PREDEL INTEGRALOW In PRI L�BOM WYBORE POSLEDOWATELXNOSTI OBLA�
STEJ K�n � STQGIWA��IHSQ K TO�KE M � I ZNA�ENIE �TOGO PREDELA NE
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ZAWISIT OT FORMY OBLASTI K�n � dEJSTWITELXNO� L�BU� OBLASTX K�n

MOVNO ZAKL��ITX MEVDU DWUMQ SFERAMI �K�n�
I �K�n�

� RADIUSY KOTO�

rIS� �


RYH �n� I �n� STREMQTSQ K NUL� WMESTE
S �n �RIS� ���� w SILU POLOVITELXNOSTI
PODYNTEGRALXNOJ FUNKCIIZZZ
T� �K�n�

F d� �

ZZZ
T�K�n

F d� �

ZZZ
T� �K�n�

F d��

oTS�DA WIDNO� �TO

lim
n��

ZZZ
T�K�n

F d� � lim
n��

ZZZ
T� �K�n

F d� � I�

TAK KAK PREDELY KRAJNIH INTEGRALOW SU�
�ESTWU�T I RAWNY �TOMU �ISLU�

tAKIM OBRAZOM� W SLU�AE TREH NEZAWISIMYH PEREMENNYH NESOB�
STWENNYJ INTEGRAL ZZZ

T

C

R�
d� ���

SU�ESTWUET� ESLI � � �� I NE SU�ESTWUET� ESLI � � ��
dLQ DRUGOGO �ISLA NEZAWISIMYH PEREMENNYH KRITI�ESKOE ZNA�E�

NIE �� OPREDELQ��EE GRANICY SHODIMOSTI INTEGRALOW TIPA ���� RAWNO
�ISLU IZMERENIJ� TAK� NAPRIMER� DLQ DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH
INTEGRAL Z Z

	

C

��
d�

PRI � � � SHODITSQ� A PRI � � � RASHODITSQ�
oSTANOWIMSQ NA PRIZNAKE SHODIMOSTI NESOBSTWENNYH INTEGRALOW�

dOKAVEM� �TO DLQ SHODIMOSTI NESOBSTWENNOGO INTEGRALAZZZ
T

F �x� y� z� dx dy dz ���

DOSTATO�NO� �TOBY SU�ESTWOWALA TAKAQ FUNKCIQ �F �x� y� z�� DLQ KO�
TOROJ NESOBSTWENNYJ INTEGRAL PO OBLASTI T SHODITSQ� I �TOBY
IMELO MESTO NERAWENSTWO

jF �x� y� z�j � �F �x� y� z�� ����

rASSMOTRIM NEKOTORU� POSLEDOWATELXNOSTX OBLASTEJ K�� SODER�
VA�IH OSOBU� TO�KU M�� w SILU SHODIMOSTI POSLEDOWATELXNOSTI IN�
TEGRALOW �In OT FUNKCII �F DLQ WSQKOGO � 
 � SU�ESTWUET TAKOE N ����

���
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�TO

j�In� � �In� j �

�������
ZZZ

K�n�
�K�n�

�F d�

������� � ��

KOLX SKORO n�� n� 
N ���� tAK KAK �F QWLQETSQ MAVORANTNOJFUNKCIEJ
DLQ F �x� y� z�� TO MOVNO NAPISATX

jIn� � In� j �

�������
ZZZ

K�n�
�K�n�

F d�

������� �
ZZZ

K�n�
�K�n�

jF j d� �
ZZZ

K�n�
�K�n�

�F d� � ��

�����
ESLI n�� n� 
 N ���� wYPOLNENIE USLOWIQ ����� W SILU PRIZNAKA SHODI�
MOSTI kO�I QWLQETSQ DOSTATO�NYM DLQ SHODIMOSTI POSLEDOWATELXNO�
STI

In �

ZZZ
T�K�n

F d�

K NEKOTOROMU PREDELU

I � lim
n��

In �

ZZZ
T

F d��

nETRUDNO WIDETX� �TO �TOT PREDEL NE BUDET ZAWISETX OT FORMY OBLA�
STEJ K�n � tEM SAMYM SU�ESTWOWANIE NESOBSTWENNOGO INTEGRALA ���
DOKAZANO�

eSLI VE DLQ NEKOTOROJ FUNKCII F �x� y� z� MOVNO UKAZATX TAKU�

POLOVITELXNU� FUNKCI� �F �x� y� z�� �TO F �x� y� z� 
 �F � PRI�EM NE�

SOBSTWENNYJ INTEGRAL OT �F PO OBLASTI T RASHODITSQ� TO NESOBSTWEN�
NYJ INTEGRAL ��� BUDET� O�EWIDNO� RASHODITXSQ�

sLE D S T WI E� eSLI DLQ NEKOTOROJ FUNKCII F �M� P �� OBRA�A��
�EJSQ W BESKONE�NOSTX PRI P �M � IMEET MESTO NERAWENSTWO

jF �M� P �j � C

R�
MP

� � � const � �� C � const �
�

TO NESOBSTWENNYJ INTEGRAL PO OBLASTI T � SODERVA�EJ TO�KU M �ZZZ
T

F �M� P � d�P

SHODITSQ�
iZ TEORII SOBSTWENNYH INTEGRALOW� ZAWISQ�IH OT PARAMETROW�

IZWESTNO� �TO NEPRERYWNOSTX PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII PO PARAME�
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TRAM I NEZAWISIMYM PEREMENNYM QWLQETSQ DOSTATO�NYM USLOWIEM NE�

PRERYWNOSTI SAMOGO INTEGRALA KAK FUNKCII PARAMETROW ��� dLQ NE�
SOBSTWENNYH INTEGRALOW NEPRERYWNOSTX PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII NE
IMEET MESTA� I PO�TOMU UKAZANNYJ WY�E KRITERIJ NEPRIMENIM� uSTA�
NOWIM KRITERIJ NEPRERYWNOSTI NESOBSTWENNYH INTEGRALOW� ZAWISQ�IH
OT PARAMETRA�

bUDEM RASSMATRIWATX NESOBSTWENNYE INTEGRALY

V �M� �

Z
T

F �P� M� f �P � d�P � ����

GDE F �P� M�
FUNKCIQ� OBRA�A��AQSQ W BESKONE�NOSTX PRI SOWPA�

rIS� ��

DENII ARGUMENTOW I NEPRERYWNAQ PO M � A f �P �

OGRANI�ENNAQ FUNKCIQ�

iNTEGRAL ���� NAZYWAETSQ RAWNOMERNO SHODQ�
�IMSQ W TO�KE M�� ESLI DLQ L�BOGO � 
 � MOVNO
UKAZATX TAKOE 	 ���� �TO IMEET MESTO NERAWEN�
STWO

jV� ��� �M�j �

�������
Z

T� ���

F �P� M� f �P � d�P

������� � �

DLQ L�BOJ TO�KI M � RASSTOQNIE KOTOROJ OT M�

MENX�E 	 ���� I DLQ L�BOJ OBLASTI T� ���� SODERVA�EJ TO�KU M� I

IME��EJ DIAMETR d � 	 ����
dOKAVEM� �TO INTEGRAL

V �M� �

Z
T

F �P� M� f �P � d�P �

RAWNOMERNO SHODQ�IJSQ W TO�KE M�� ESTX NEPRERYWNAQ FUNKCIQ W �TOJ
TO�KE M�� mY DOLVNY DOKAZATX� �TO DLQ L�BOGO � MOVNO UKAZATX
TAKOE 	 ���� �TO

jV �M��� V �M�j � �

PRI

j���	MM�j � 	 ����

wYBEREM WNUTRI OBLASTI T NEKOTORU� OBLASTX T�� SODERVA�U�
TO�KU M� �RIS� ���� I RAZOBXEM INTEGRAL NA DWA SLAGAEMYH	

V � V� � V��

�� bUDA K b� m�� fOMIN s� w� kRATNYE INTEGRALY I RQDY� m�� ���
�
s� ��
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GDE INTEGRAL V� BERETSQ PO OBLASTI T�� A V�
 PO OBLASTI T� � T �
� T�� w DALXNEJ�EM MY BOLEE TO�NO OPREDELIM RAZMERY OBLASTI T��
rASSMOTRIM NERAWENSTWO

jV �M��� V �M�j � jV� �M��� V� �M�j� jV� �M��j� jV� �M�j
I POKAVEM� �TO KAVDOE IZ SLAGAEMYH� STOQ�IH SPRAWA� MOVNO SDELATX

MENX�E ��� PRI DOSTATO�NO MALOM j���	M�M j� wYBIRAQ OBLASTX T� WNU�
TRI SFERY RADIUSA 	������� BUDEM IMETX

jV� �M��j � �

�
I jV� �M�j � �

�
� ESLI j���	M�M j � 	�

��
�

�
�

sU�ESTWOWANIE TAKOGO 	� WYTEKAET IZ USLOWIQ RAWNOMERNOJ SHO�
DIMOSTI INTEGRALA ���� W TO�KE M�� wYBOR OBLASTI T� OPREDELQET
OBLASTX T��

tAK KAK TO�KA M� LEVIT WNE OBLASTI T�� TO INTEGRAL V� QWLQET�
SQ NEPRERYWNOJ FUNKCIEJ W �TOJ TO�KE�oTS�DA SLEDUET SU�ESTWOWANIE
TAKOGO 	�������� �TO

jV� �M��� V� �M�j � �

�
PRI j���	M�M j � 	��

��
�

�
�

pOLAGAQ

	 ��� � min
h
	�

��
�

�
� 	��

��
�

�i
�

POLU�IM

jV �M�� V �M��j � � PRI j���	M�M j � 	�

�TO I OZNA�AET NEPRERYWNOSTX RAWNOMERNO SHODQ�EGOSQ INTEGRALA�
oTMETIM� �TO POLU�ENNYE REZULXTATY SPRAWEDLIWY NE TOLXKO DLQ

INTEGRALOW PO OB�EMU� NO TAKVE I DLQ INTEGRALOW PO POWERHNOSTQM I
LINIQM� �TO OBSTOQTELXSTWO BUDET ISPOLXZOWANO NAMI W DALXNEJ�EM�

rASSMOTRIM POTENCIAL

V �M� �

ZZZ
T

� �P �

RMP
d�P ����

I KOMPONENTY SILY PRITQVENIQ

X �M� � �
ZZZ
T

� �P �

R�
MP

�x� �� d�P �

Y �M� � �
ZZZ
T

� �P �

R�
MP

�y � �� d�P �

Z �M� � �
ZZZ
T

� �P �

R�
MP

�z � �� d�P

���������������������������
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W TO�KAH� LEVA�IH WNUTRI PRITQGIWA��EGO TELA T � nESOBSTWENNYE
INTEGRALY ���� I ���� QWLQ�TSQ SHODQ�IMISQ� ESLI PLOTNOSTX � �M�
OGRANI�ENA	 j� �M�j � C� dLQ POTENCIALA V �M� �TO O�EWIDNO� TAK
KAK

j�j
R

�
C

R�
�� � � � ���

dLQ KOMPONENT SILY PRITQVENIQ �TO SLEDUET IZ NERAWENSTWA

j�j
R�

jx� �j
R

�
C

R�
�� � � � ���

TAK KAK jx� �j � R�
dLQ ILL�STRACII PONQTIQ RAWNOMERNOJ SHODIMOSTI NESOBSTWEN�

NYH INTEGRALOW POKAVEM� �TO INTEGRALY ���� I ���� QWLQ�TSQ NEPRE�
RYWNYMI FUNKCIQMI�

dLQ �TOGO NADO DOKAZATX� �TO INTEGRALY ���� I ���� RAWNOMERNO
SHODQTSQ WO WSQKOJ TO�KE M��

oCENIM MODULX INTEGRALA ���� PO OBLASTI T�
��	�������

ZZZ
T�

� �P �

RMP
d�P

������� � C

ZZZ
K
M�
�

d�P
RMP

�

ZDESX KM�
� 
�AR RADIUSA 	 S CENTROM W TO�KE M�� SODERVA�IJ

OBLASTX T�� nEPOSREDSTWENNOE WY�ISLENIE MAVORIRU��EGO INTEGRALA

PO OBLASTI KM�
� S CENTROM W TO�KE M� NEUDOBNO� dLQ EGO WY�ISLENIQ

CELESOOBRAZNO PEREJTI K SFERI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT S CENTROM W
TO�KE M � o�EWIDNO� �TO

C

ZZZ
K
M�
�

d�P
RMP

� C

ZZZ
KM
��

d�P
RMP

� C �� 	��

GDE KM
�� 
�AR RADIUSA �	 S CENTROM W TO�KE M � eSLI NAM ZADANO

NEKOTOROE � 
 �� TO WYBRAW

	 ��� �

r
�

��C
�

MY UBEDIMSQ W RAWNOMERNOJ SHODIMOSTI INTEGRALA V �
pOWTORQQ ANALOGI�NOE RASSUVDENIE DLQ INTEGRALA

X �M� � �
ZZZ
T

� �P �
x� �

R�
MP

d�P �

�� oTMETIM� �TO INTEGRAL ���� POLU�AETSQ IZ INTEGRALA ���� PRI
F �M� P � � ��RMP � f �P � � � �P ��



��� urawneniq �llipti�eskogo tipa �gl� IV

POLU�AEM�������
ZZZ
T�

� �P �
x� �

R�
MP

d�P

������� � C

ZZZ
K
M�
�

d�P
R�
MP

� C

ZZZ
KM
��

d�P
R�
MP

� ��	C � ��

ESLI

	 � 	 ��� �
�

��C
�

tAKIM OBRAZOM� POTENCIAL V I KOMPONENTY SILY PRITQVENIQ X �

Y � Z QWLQ�TSQ NEPRERYWNYMI FUNKCIQMI WO WSEM PROSTRANSTWE ���
�� pERWYE PROIZWODNYE OB
EMNOGO POTENCIALA� fUNKCII�

STOQ�IE POD ZNAKAMI INTEGRALOW

X �M� � �
ZZZ
T

� �P �
x� �

R�
MP

d�P � Y �M�� Z �M��

QWLQ�TSQ PROIZWODNYMI PO SOOTWETSTWU��IM PEREMENNYM OT FUNK�
CII� STOQ�EJ POD ZNAKOM INTEGRALA

V �M� �

ZZZ
T

� �P �

RMP
d�P �

eSLI DLQ FUNKCII V ZAKONNO DIFFERENCIROWANIE POD ZNAKOM INTE�
GRALA� TO

X �
V

x
� Y �

V

y
� Z �

V

z
� ����

T� E� V QWLQETSQ POTENCIALOM POLQ� KOMPONENTY KOTOROGO RAWNY X �
Y � Z�

eSLI TO�KA M LEVIT WNE OBLASTI T � TO FUNKCIQ

� x� �

R�
MP

�
� �x� ��

��x � ��� � �y � ��� � �z � ����
	��

�


x

�

RMP

NEPRERYWNA PO OBOIM ARGUMENTAM M �x� y� z� I P ��� �� ��� sLEDOWA�
TELXNO� W �TOM SLU�AE DIFFERENCIROWANIE POD ZNAKOM INTEGRALA V
ZAKONNO�

pROIZWODNYE BOLEE WYSOKOGO PORQDKA MOVNO TAKVE WY�ISLQTX PRI
POMO�I DIFFERENCIROWANIQ POD ZNAKOM INTEGRALA WS�DU WNE TELA T �

�� rAWNOMERNAQ SHODIMOSTX INTEGRALOW V �M� I X �M� DOKAZANA W PRED�
POLOVENII OGRANI�ENNOSTI PLOTNOSTI j�j 	 C� sLEDOWATELXNO� �TI INTEGRA�
LY NEPRERYWNY TAKVE I W TO�KAH RAZRYWA FUNKCII �� NAPRIMER NA GRANICE
OBLASTI� ZAPOLNENNOJ MASSAMI�
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oTS�DA W SILU LEMMY IZ GL� III� x � SLEDUET� �TO POTENCIAL WNE PRI�
TQGIWA��IH MASS UDOWLETWORQET URAWNENI� lAPLASA	

�V � � WNE TELA T �

dOKAVEM� �TO WY�ISLENIE PROIZWODNYH POTENCIALA V MOVNO OSU�
�ESTWLQTX PUTEM DIFFERENCIROWANIQ POD ZNAKOM INTEGRALA I W TOM
SLU�AE� KOGDA TO�KA M LEVIT WNUTRI TELA T �

pRI DOKAZATELXSTWE MY BUDEM POLXZOWATXSQ TOLXKO OGRANI�ENNO�
STX� FUNKCII � �x� y� z� �j� �x� y� z�j � C�� NE PREDPOLAGAQ EE NEPRE�
RYWNOSTI� OTKUDA BUDET SLEDOWATX� �TO FUNKCIQ V �x� y� z� DIFFEREN�
CIRUEMA I W TO�KAH GRANICY� KOTORYE MOVNO RASSMATRIWATX KAK TO�KI
RAZRYWA FUNKCII � �x� y� z�� RAWNOJ NUL� WNE TELA�

pOKAVEM� �TO DLQ L�BOGO � MOVNO NAJTI TAKOE 	 ���� �TO����V �x ��x� y� z�� V �x� y� z�

�x
�X

���� � ��

ESLI

j�xj � 	 ����

zAKL��IM TO�KU M� W DOSTATO�NO MALYJ �AR KM�
�� � RAZMERY KOTO�

ROGO MY UTO�NIM W DALXNEJ�EM� I RAZOBXEM V NA DWA SLAGAEMYH	

V � V� � V��

GDE V� I V� SOOTWETSTWU�T INTEGRIROWANI� PO OB�EMU T� � KM�
�� I

DOPOLNITELXNOMU OB�EMU T� � T �KM�
�� � tOGDA

V �x ��x� y� z�� V �x� y� z�

�x
�

�
V� �x��x� y� z�� V� �x� y� z�

�x
�
V� �x��x� y� z�� V� �x� y� z�

�x
�

pRI L�BYH FIKSIROWANNYH RAZMERAH OBLASTI T�

lim
�x��

V��x��x� y� z�� V��x� y� z�

�x
� X� �

ZZZ
T�

���� �� ��


x

�
�

R

�
d��

TAK KAK TO�KA M� LEVIT WNE OBLASTI T��
pOLAGAQ X � X� �X�� OCENIM����X � V �x��x� y� z�� V �x� y� z�

�x

���� �
�

����X� � V� �x��x� y� z�� V� �x� y� z�

�x

����� jX�j�

�

����V� �x ��x� y� z�� V� �x� y� z�

�x

����
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I POKAVEM� �TO KAVDOE IZ SLAGAEMYH MOVNO SDELATX MENX�E �EM ����
w SAMOM DELE�
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T�

�
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������� � C
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�
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� ��C	� �

�

�
�

����
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R

�
d�

������� �
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�
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R �
p
�x� ��� � �y � ��� � �z � ����

sTORONY TREUGOLXNIKA M�MM� RAWNY r� r� I j�xj� oTS�DA SLEDUET�
�TO

jR�R�j � j�xj�
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d�
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� C

�

�

�����
ZZZ
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d�
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�

�
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�
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pRI �TOM ZZZ
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ZZZ
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�

�
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K
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�
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GDE KM�
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�

�
� ����



x �� teoriq potenciala ���

wYBIRAQ 	� IZ USLOWIQ ����� MY UDOWLETWORIM OBOIM NERAWENSTWAM


���� I ����� fIKSIRUEM OBLASTX T� � KM�
�� � A TEM SAMYM I OBLASTX

T� � T � T��
rAWENSTWO ���� W PRIMENENII K WYBRANNOJ OBLASTI T� OZNA�AET�

�TO DLQ L�BOGO � MOVNO UKAZATX TAKOE 	��� �TO����V� �x��x� y� z�� V� �x� y� z�

�x
�X�

���� � �

�
�

KOLX SKORO j�xj � 	��� wYBIRAQ� NAKONEC� 	 �min �	�� 	���� MY POLU�AEM����V �x��x� y� z�� V �x� y� z�

�x
�X

���� � �� ESLI j�xj � 	�

tEM SAMYM DOKAZANO� �TO SU�ESTWUET PROIZWODNAQ V�x� RAWNAQ

V

x
� X� ����

fORMULY

V

y
� Y I

V

z
� Z

NE TREBU�T SPECIALXNOGO DOKAZATELXSTWA�
tAKIM OBpAZOM� DOKAZANO� �TO DIFFERENCIROWANIE POD ZNAKOM IN�

TEGRALA ZAKONNO I �TO KOMPONENTY SILOWOGO POLQ X � Y � Z QWLQ�TSQ
KOMPONENTAMI gradV �

�� wTORYE PROIZWODNYE OB
EMNOGO POTENCIALA� nESOB�
STWENNYJ INTEGRALZZZ

T

� �P �
�

x�

�
�

RMP

�
d�P � �

ZZZ
T

�

�
�

R�
� �

�x� ���

R

�
d� ����

NE SHODITSQ ABSOL�TNO DLQ WNUTRENNIH TO�EK P TELA T � w �TOM SLU�AE
MAVORANTA DLQ PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII IMEET WID

C

R�
PRI � � ��

uSTANOWIM FORMULY� PO KOTORYM WY�ISLQ�TSQ WNUTRI T WTORYE
PROIZWODNYE POTENCIALA V � W PREDPOLOVENII NEPRERYWNOSTI I NE�
PRERYWNOJ DIFFERENCIRUEMOSTI PLOTNOSTI � �x� y� z� W OKRESTNOSTI
ISSLEDUEMYH TO�EK� w �ASTNOSTI� ISSLEDOWANIE� PROWODIMOE NIVE� NE
BUDET PRIMENIMO K GRANI�NYM TO�KAM� GDE� KAK PRAWILO� IMEET MESTO
RAZRYW PLOTNOSTI�

pREDSTAWIM POTENCIAL V W WIDE SUMMY DWUH SLAGAEMYH	

V � V� � V��
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OTNOSQ�IHSQ K OBLASTQM T� I T�� GDE T� � KM�
� 
�AR RADIUSA 	 S

CENTROM W RASSMATRIWAEMOJ TO�KE M�� WNUTRI KOTOROGO FUNKCIQ �
DIFFERENCIRUEMA�

wTORU� PROIZWODNU� OT V� MOVNO WY�ISLQTX DIFFERENCIROWA�
NIEM POD ZNAKOM INTEGRALA� TAK KAK TO�KA M� LEVIT WNE OBLASTI
T�	
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x�

�


x

�
V�
x

�
�

ZZZ
T�

� ��� �� ��
�

x�

�
�

R

�
d��

pERWAQ PROIZWODNAQ V� PO x RAWNA

V�
x

�

ZZZ
T�

�


x

�
�

R

�
d� � �

ZZZ
T�

�


�

�
�

R

�
d�� ����

TAK KAK



x

�
�

R

�
� � 

�

�
�

R

�
�

pREOBRAZUEM INTEGRAL ����� POLXZUQSX FORMULOJ oSTROGRADSKO�
GO
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GDE �M�
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 POWERHNOSTX SFERY� OGRANI�IWA��AQ OB�EM T�� �
 UGOL

MEVDU WNE�NEJ NORMALX� K POWERHNOSTI �M�
� I OSX� x� pERWOE SLAGA�

EMOE QWLQETSQ DIFFERENCIRUEMOJ FUNKCIEJ W TO�KE M�� TAK KAK M�

LEVIT WNE �M�
� � wTOROE SLAGAEMOE W OKRESTNOSTI TO�KI M� QWLQETSQ

TAKVE DIFFERENCIRUEMOJ FUNKCIEJ� POSKOLXKU FUNKCIQ � IMEET PRO�
IZWODNU� W T�� oTS�DA SLEDUET� �TO W TO�KE M� SU�ESTWUET WTORAQ
PROIZWODNAQ FUNKCII V�� pEREJDEM K EE WY�ISLENI�	
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ESLI ������
���� � C��

pRIMENIW K POWERHNOSTNOMU INTEGRALU TEOREMU O SREDNEM� POLU�
�IM
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�
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iZ SU�ESTWOWANIQ WTOROJ PROIZWODNOJ �V�x�� DOKAZANNOGO WY�E�
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pOSLEDNIJ INTEGRAL POLU�EN PRI SPECIALXNOM SPOSOBE PREDELXNO�
GO PEREHODA� KOGDA STQGIWAEMYE K TO�KE M� OBLASTI QWLQ�TSQ �ARA�

MI ��� �TO I OTME�AETSQ �ERTOJ NAD INTEGRALOM W FORMULE ����� iZ�
MENENIE FORMY �TIH OBLASTEJ� WOOB�E GOWORQ� MOVET MENQTX ZNA�ENIE

�� pREDEL ���� OBY�NO NAZYWA�T G L A W NYM Z N A � E N I EM INTEGRALA�
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PREDELA� INTEGRAL ���� SLEDUET RASSMATRIWATX KAK USLOWNO SHODQ�IJ�
SQ� tAKIM OBRAZOM�

�V

x�
�M�� �

ZZZ
T

�
�

x�

�
�

R

�
d� � ��

�
� �M��� ����

oTS�DA WIDNO� �TO WY�ISLENIE WTORYH PROIZWODNYH POTENCIALA PRI
POMO�I FORMALXNOGO DIFFERENCIROWANIQ POD ZNAKOM INTEGRALA PRI�
WELO BY NAS K NEWERNOMU REZULXTATU�

dLQ PROIZWODNYH �V�y� I �V�z� POLU�A�TSQ ANALOGI�NYE
WYRAVENIQ� pODSTAWLQQ ZNA�ENIQ WSEH TREH PROIZWODNYH W WYRAVENIE
DLQ OPERATORA lAPLASA� NAHODIM
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TAK KAK ��R
 GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ ���
tAKIM OBRAZOM� OB�EMNYJ POTENCIAL UDOWLETWORQET URAWNENI�

pUASSONA

�V � ���� WNUTRI TELA

I URAWNENI� lAPLASA

�V � � WNE TELA�

nEODNORODNOE URAWNENIE

�u � �f �����

PRI USLOWII DIFFERENCIRUEMOSTI f WNUTRI NEKOTOROJ OBLASTI T
IMEET �ASTNOE RE�ENIE

u� �
�

��

ZZZ
T

f d�

R
�

oTS�DA SLEDUET� W �ASTNOSTI� �TO RE�ENIE KRAEWOJ ZADA�I DLQ
NEODNORODNOGO URAWNENIQ ����� MOVNO SWESTI K RE�ENI� ANALOGI�NOJ

�� fORMULA ���� USTANOWLENA W PREDPOLOVENII DIFFERENCIRUEMOSTI FUNK�
CII �� �TO QWLQETSQ DOSTATO�NYM USLOWIEM I MOVET BYTX ZAMENENO MENEE
STESNITELXNYMI USLOWIQMI� oDNAKO USLOWIQ NEPRERYWNOSTI FUNKCII � �M�
DLQ SPRAWEDLIWOSTI ���� NEDOSTATO�NO� TAK KAK SU�ESTWU�T PRIMERY TAKIH
NEPRERYWNYH FUNKCIJ � �M�� DLQ KOTORYH OB�EMNYJ POTENCIAL NE IMEET
WTORYH PROIZWODNYH�
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KRAEWOJ ZADA�I DLQ URAWNENIQ lAPLASA �v � �� ESLI ISKOMU� FUNK�
CI� PREDSTAWITX W WIDE SUMMY u � u� � v�

	� pOWERHNOSTNYE POTENCIALY� kAK POKAZYWAET OSNOWNAQ
FORMULA gRINA �SM� x ��

u �M� �
�

��

Z Z
	

�
�

RMP

u

n
� u



n

�
�

RMP

��
d�P �

L�BAQ GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ MOVET BYTX PREDSTAWLENA S POMO�

rIS� ��

�X� INTEGRALOW� QWLQ��IHSQ PO�
WERHNOSTNYMI POTENCIALAMI�

rASSMOTRIM POLE� SOZDAWAEMOE
MASSAMI� RASPREDELENNYMI NA PO�

WERHNOSTI ��� I OPREDELIM POTEN�
CIAL �TOGO POLQ� pOWERHNOSTNOJ
PLOTNOSTX� � �P � W TO�KE P PO�
WERHNOSTI � NAZYWA�T PREDEL OT�
NO�ENIQ MASSY� NAHODQ�EJSQ NA
NEKOTOROM �LEMENTE d� POWERHNOSTI �� SODERVA�EM TO�KU P � K EGO
PLO�ADI PRI STQGIWANII d� K TO�KE P � pOTENCIAL �TIH MASS PRED�
STAWLQETSQ POWERHNOSTNYM INTEGRALOM

V �M� �

Z Z
	

� �P �

RMP
d�P � ����

NAZYWAEMYM P OT E N C I AL OM PR O ST O G O S L O Q�
dRUGIM TIPOM POWERHNOSTNOGO POTENCIALA QWLQETSQ POTENCIAL

DWOJNOGO SLOQ� pEREJDEM K EGO OPREDELENI��
rASSMOTRIM DIPOLX� OBRAZOWANNYJ DWUMQ MASSAMI	 �m I �m�

RASPOLOVENNYMI W TO�KAH P� I P� NA RASSTOQNII �l �RIS� ���� pRO�
IZWEDENIE m ��l �N NAZYWAETSQ M OM E N TOM DIPOLQ� pOTENCIAL DI�
POLQ W NEKOTOROJ TO�KE M �x� y� z� RAWEN

V �
m

r�
� m

r�
� m

�
�

r�
� �

r�

�
� N

�

�l

�
�

r�
� �

r�

�
�

GDE r� I r�
 RASSTOQNIQ TO�KI M OT TO�EK P� I P��
eSLI�l MALO PO SRAWNENI� S RASSTOQNIEM DO TO�KIM ��l�r�� ���

TO� POLXZUQSX TEOREMOJ O KONE�NYH PRIRA�ENIQH� MOVNO NAPISATX

V � N
d

dl

�
�

R

�
� R �

p
�x� ��� � �y � ��� � �z � ����

�� eSLI MASSY S OB�EMNOJ PLOTNOSTX� � RASPOLOVENY W NEKOTOROM SLOE
TOL�INY h OKOLO POWERHNOSTI # I POLE IZU�AETSQ NA RASSTOQNIQH� BOLX�IH
PO SRAWNENI� S h �h�R	 ��� TO U�ET TOL�INY POWERHNOSTI� WOOB�E GOWO�
RQ� NE IMEET SMYSLA� pO�TOMU WMESTO OB�EMNOGO POTENCIALA S PLOTNOSTX�
� CELESOOBRAZNO RASSMATRIWATX POWERHNOSTNYJ POTENCIAL S POWERHNOSTNOJ
PLOTNOSTX� � � �h�
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GDE PROIZWODNAQ BERETSQ PO NAPRAWLENI� OT OTTALKIWA��EJ MASSY K
PRITQGIWA��EJ I R
 RASSTOQNIE OT TO�KI M �x� y� z� DO NEKOTOROJ
SREDNEJ TO�KI P ��� �� �� OTREZKA �l�

wY�ISLIM PROIZWODNU� PO NAPRAWLENI� l	

d

dl

�
�

R

�
�

�

R�
cos �cr� l� � cos�

R�
�

GDE WEKTOR r NAPRAWLEN OT DIPOLQ K FIKSIROWANNOJ TO�KE M � A �
ESTX UGOL MEVDU WEKTOROM l I WEKTOROM r� tAKIM OBRAZOM� POTENCIAL
DIPOLQ RAWEN

V �M� � N
cos�

R�
� ����

GDE N 
MOMENT DIPOLQ�
pUSTX NA DWUH POWERHNOSTQH � I �� �RIS� ���� NAHODQ�IHSQ DRUG

OT DRUGA NA MALOM RASSTOQNII 	� RASPREDELENY MASSY TAKIM OBRAZOM�

rIS� ��

�TO MASSA KAVDOGO �LEMENTA PO�
WERHNOSTI �� RAWNA PO WELI�INE
I PROTIWOPOLOVNA PO ZNAKU MAS�
SE SOOTWETSTWU��EGO �LEMENTA
POWERHNOSTI �� oBOZNA�IM �E�
REZ n OB�U� NORMALX K POWERH�
NOSTQM � I ��� NAPRAWLENNU�
OT OTTALKIWA��IH MASS K PRI�
TQGIWA��IM� pEREJDQ K PREDE�
LU PRI 	 	 �� POLU�IM DWOJNOJ

SLOJ KAK SOWOKUPNOSTX DWUH PROSTYH SLOEW S WZAIMNO PROTIWOPOLOV�
NYMI PLOTNOSTQMI� NAHODQ�IHSQ DRUG OT DRUGA NA MALOM RASSTOQNII�
eSLI �
POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX MOMENTA� TO MOMENT �LEMENTA PO�
WERHNOSTI d�P BUDET RAWEN

dN � � d�P �

dLQ POTENCIALA �LEMENTA d� W TO�KE M �x� y� z� BUDEM IMETX

�
d

dnP

�
�

RMP

�
d�P � � �P �

cos��
R�
MP

d�P �

GDE ��
 UGOL MEVDU WEKTORAMI n I
��	
PM �

nAZOWEM P OT E N CI A L OM D WO J N O G O S L O Q INTEGRAL

W �M� � �
Z Z
	

d

dnP

�
�

RMP

�
� �P � d�P � ����

�TO OPREDELENIE� O�EWIDNO� SOOTWETSTWUET SLU�A�� KOGDA WNE�NQQ STO�
RONA POWERHNOSTI QWLQETSQ OTTALKIWA��EJ� A WNUTRENNQQ
 PRITQGI�
WA��EJ�



x �� teoriq potenciala ���

o�EWIDNO� �TO

W �

Z Z
	

cos�

R�
MP

� �P � d�P �

GDE �
 UGOL MEVDU WNUTRENNEJ NORMALX� I NAPRAWLENIEM IZ TO�KI
POWERHNOSTI P NA FIKSIROWANNU� TO�KU M � eSLI POWERHNOSTX NEZA�
MKNUTAQ� TO MY DOLVNY S�ITATX EE DWUSTORONNEJ� TAK KAK POTENCIAL
DWOJNOGO SLOQ OPREDELQETSQ TOLXKO DLQ TAKIH POWERHNOSTEJ�

pOTENCIALY PROSTOGO I DWOJNOGO SLOEW W SLU�AE DWUH NEZAWISIMYH
PEREMENNYH IME�T WID

V �

Z
C

� �P � ln
�

RMP
ds�

W � �
Z
C

� �P �
d

dnP

�
ln

�

RMP

�
ds �

Z
C

cos�

RMP
� �P � ds�

����

����

GDE C
 NEKOTORAQ KRIWAQ� �
 LINEJNAQ PLOTNOSTX PROSTOGO SLOQ�
�
 PLOTNOSTX MOMENTA LINEJNOGO DWOJNOGO SLOQ� �
 UGOL MEVDU WNU�
TRENNEJ NORMALX� K LINII C I NAPRAWLENIEM NA FIKSIROWANNU� TO��
KU�

eSLI TO�KA NABL�DENIQ M �x� y� z� NAHODITSQ WNE POWERHNOSTI
�WNE PRITQGIWA��IH MASS�� TO PODYNTEGRALXNYE FUNKCII I IH PRO�
IZWODNYE PO x� y� z L�BOGO PORQDKA W FORMULAH

V �M� �

Z Z
	

� �P �
�

RMP
d�P �

W �M� � �
Z Z
	

� �P �
d

dnP

�
�

RMP

�
d�P

NEPRERYWNY PO PEREMENNYM x� y� z� pO�TOMU W TO�KAH� LEVA�IH WNE
POWERHNOSTI �� PROIZWODNYE POWERHNOSTNYH POTENCIALOW MOVNO WY�
�ISLQTX PRI POMO�I DIFFERENCIROWANIQ POD ZNAKOM INTEGRALA�oTS��

rIS� ��

DA W SILU PRINCIPA SUPERPOZICII SLEDUET�
�TO POWERHNOSTNYE POTENCIALY UDOWLETWO�
RQ�T URAWNENI� lAPLASA WS�DU WNE PRITQ�
GIWA��IH MASS� fUNKCII ���� I ����� O�E�
WIDNO� UDOWLETWORQ�T URAWNENI� lAPLASA S
DWUMQ NEZAWISIMYMI PEREMENNYMI�

pOWERHNOSTNYE POTENCIALY W TO�KAH
POWERHNOSTI � PREDSTAWLQ�TSQ NESOBSTWEN�
NYMI INTEGRALAMI� pOKAVEM� �TO ESLI PO�
WERHNOSTX IMEET NEPRERYWNU� KRIWIZNU� TO POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ

� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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W TO�KAH �TOJ POWERHNOSTI SU�ESTWUET� pROWEDEM DOKAZATELXSTWO DLQ
SLU�AQ DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH	

W �

Z
C

cos�

R
� ds�

rASSMOTRIM KRIWU� NA PLOSKOSTI �x� y� I WYBEREM NA�ALO KOORDI�
NAT W TO�KE P � OSX x NAPRAWIM PO KASATELXNOJ� A OSX y
 PO NORMALI W
�TOJ TO�KE �RIS� ���� uRAWNENIE KRIWOJ W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI TO�KI
P ZAPI�ETSQ W WIDE

y � y �x��

kRIWAQ IMEET� PO PREDPOLOVENI�� NEPRERYWNU� KRIWIZNU� T� E� y �x�
IMEET NEPRERYWNU� WTORU� PROIZWODNU�� pO�TOMU

y �x� � y ��� � xy� ��� �
x�

�
y�� ��x� �� � � � ���

OTKUDA WSLEDSTWIE WYBORA KOORDINATNYH OSEJ

y �x� �
�

�
x� y�� ��x��

oTS�DA BUDEM IMETX

R �
p
x� � y� �

s
x� � x


�
y�� ��x�

�

��
� x

s
� � x�

�
y�� ��x�

�

��
�

cos� �
y

R
�

xy�� ��x�

�

s
� � x�

�
y�� ��x�

�

��
I

cos�

R
�

y�� ��x�

�

�
� � x�

�
y�� ��x�

�

��� �

iZ WYRAVENIQ KRIWIZNY

K �
y��

�� � y���	��

SLEDUET

y�� ��� � K �P ��

pO�TOMU

lim
jMP j��

cos�

R
�

�

�
K �P ��



x �� teoriq potenciala ���

�TO DOKAZYWAET NEPRERYWNOSTX �cos���R WDOLX DUGI� A TEM SAMYM
I SU�ESTWOWANIE POTENCIALA DWOJNOGO SLOQ W TO�KAH KRIWOJ C DLQ
OGRANI�ENNOJ FUNKCII ��

pOTENCIAL DWOJNOGO SLOQ W SLU�AE TREH NEZAWISIMYH PEREMENNYH
TAKVE SU�ESTWUET W TO�KAH POWERHNOSTI� IME��EJ KONE�NU� KRIWIZNU�
POTOMU �TO FUNKCIQ

cos�

R�

IMEET INTEGRIRUEMU� OSOBENNOSTX PORQDKA ��R� sU�ESTWOWANIE PO�
TENCIALA PROSTOGO SLOQ NE WYZYWAET SOMNENIJ�

�� pOWERHNOSTI I KRIWYE lQPUNOWA� pREDPOLOVENIE O KONE�NOSTI
KRIWIZNY OKAZYWAETSQ IZLI�NIM DLQ SU�ESTWOWANIQ POWERHNOSTNYH POTEN�
CIALOW�

pOTENCIALY PROSTOGO I DWOJNOGO SLOEW W TO�KAH POWERHNOSTI # QWLQ�
�TSQ NESOBSTWENNYMI INTEGRALAMI� pOKAVEM� �TO �TI INTEGRALY SHODQTSQ
DLQ OPREDELENNOGO KLASSA POWERHNOSTEJ� NAZYWAEMYH POWERHNOSTQMI lQPUNO�
WA� ESLI PLOTNOSTX POTENCIALA OGRANI�ENA� j� �P �j 	 C� GDE C 	NEKOTORAQ
POSTOQNNAQ�

pOWERHNOSTX NAZYWAETSQ P O W E R HN O S T X� lQP UN O W A� ESLI WYPOL�
NQ�TSQ SLEDU��IE USLOWIQ�

�� w KAVDOJ TO�KE POWERHNOSTI # SU�ESTWUET OPREDELENNAQ NORMALX
�KASATELXNAQ PLOSKOSTX��

�� sU�ESTWUET TAKOE �ISLO d � �� �TO PRQMYE� PARALLELXNYE NORMALI
W KAKOJ�LIBO TO�KE P POWERHNOSTI #� PERESEKA�T NE BOLEE ODNOGO RAZA �ASTX
#�P POWERHNOSTI #� LEVA�U� WNUTRI SFERY RADIUSA d S CENTROM P � �TI
U�ASTKI POWERHNOSTI #�P NAZYWA�TSQ OKRESTNOSTQMI lQPUNOWA�

�� uGOL � �P� P �� � � dnP � nP ��� OBRAZOWANNYJ NORMALQMI W TO�KAH P I
P �� UDOWLETWORQET SLEDU��EMU USLOWI��

� �P� P �� 	 Ar�� ����

GDE r	RASSTOQNIE MEVDU TO�KAMI P I P �� A	 NEKOTORAQ POSTOQNNAQ I
� 	 � � ��

pUSTX P� 	 NEKOTORAQ TO�KA POWERHNOSTI #� wYBEREM PRQMOUGOLXNU�
SISTEMU KOORDINAT� POME�AQ NA�ALO KOORDINAT W TO�KU P� I NAPRAWLQQ OSX
z WDOLX WNE�NEJ NORMALI� pLOSKOSTX �x� y� PRI �TOM SOWPADAET S KASA�
TELXNOJ PLOSKOSTX�� w SILU USLOWIQ � SU�ESTWUET TAKOE ��� �TO URAWNENIE
POWERHNOSTI # MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDE

z � f �x� y� �� ����

DLQ

� �
p
x� � y� 	 ��� ����

�� oTMETIM� �TO ESLI FUNKCIQ f �x� y� IMEET NEPRERYWNYE WTORYE PROIZ�
WODNYE W OKRESTNOSTI TO�KI P�� TO POWERHNOSTX z � f �x� y� UDOWLETWORQET
USLOWIQM lQPUNOWA� tAKIM OBRAZOM� POWERHNOSTI S NEPRERYWNOJ KRIWIZNOJ
QWLQ�TSQ POWERHNOSTQMI lQPUNOWA�

��
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oBOZNA�IM �EREZ #�P� OKRESTNOSTX TO�KI P� NA POWERHNOSTI #� OPRE�

DELQEMU� USLOWIQMI ���� I ����� uSTANOWIM NEKOTORYE OCENKI DLQ FUNKCII
f �x� y� I EE PROIZWODNYH�

iZ SU�ESTWOWANIQ NORMALI W KAVDOJ TO�KE POWERHNOSTI �USLOWIE ��
SLEDUET DIFFERENCIRUEMOSTX FUNKCII f �x� y�� nAPRAWLQ��IE KOSINUSY
NORMALI �WNE�NEJ� WYRAVA�TSQ FORMULAMI

cos� �
zxp

� � z�x � z�y
� cos  �

zyp
� � z�x � z�y

� cos � �
�p

� � z�x � z�y
�

w SILU WYBORA NA�EJ SISTEMY KOORDINAT zx �P�� � �� zy �P�� � �� bUDEM
S�ITATX� �TO POWERHNOSTX #�P� STOLX MALA ��� STOLX MALO�� �TO

� � cos � �
�p

� � z�x � z�y
�

�

�
� ���

oBOZNA�IM �EREZ n�P PROEKCI� WEKTORA nP NA PLOSKOSTX �x� y� I �EREZ ���
� 	 UGLY� OBRAZOWANNYE WEKTOROM n�P S OSQMI x I y� o�EWIDNO� �TO

cos� � sin � cos��� cos  � sin � sin���
tAK KAK sin � 	 �� TO W SILU USLOWIQ �

sin � 	 Ar�PP�
I� SLEDOWATELXNO�

j cos�j 	 Ar�PP� � j cos j 	 Ar�PP� � ����

A TAK KAK zx �
cos�

cos �
� zy �

cos 

cos �
� PRI�EM

�

cos �
	 �� TO

jzxj 	 �Ar�PP� � jzyj 	 �Ar�PP� �

pOLXZUQSX FORMULOJ tEJLORA DLQ FUNKCII z � f �x� y� W OKRESTNOSTI
TO�KI P� ��� ��� BUDEM IMETX

z �x� y� � z ��� �� � xzx ��x� �y� � yzy ��x� �y��

GDE

� � �x � x� � � �y � y�

oTS�DA SLEDUET� �TO

jz �x� y�j 	 Ar���PP�
� ����

pOLU�ENNYE OCENKI ���� ���� POZWOLQ�T DOKAZATX� �TO W TO�KAH� LEVA�IH
NA POWERHNOSTI #� POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ

W �M� �

Z Z
	

cos�

R�
MP

� �P � d�P ����

QWLQETSQ SHODQ�IMSQ NESOBSTWENNYM INTEGpALOM� ESLI # 	 POWERHNOSTX lQ�
PUNOWA�
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pUSTX M � P� 	TO�KA POWERHNOSTI #� wYBIRAQ SISTEMU KOORDINAT�
KAK BYLO UKAZANO WY�E� PREDSTAWIM URAWNENIE POWERHNOSTI # W OKRESTNOSTI
TO�KI P� W WIDE

z � f �x� y��

fUNKCIQ f �x� y� UDOWLETWORQET USLOWIQM ��� I ����� wY�ISLIM cos�� GDE
�	UGOL MEVDU NAPRAWLENIEM WNUTRENNEJ NORMALI W TO�KE P ��� �� �� I NA�

PRAWLENIEM
���
PP�� nETRUDNO WIDETX� �TO

j cos�j �
��� �
R

cos� �
�

R
cos  �

�

R
cos �

��� � j cos�j� j cos j� j�j
R
�

� AR�PP� � AR�PP� � AR�PP� � �AR�PP�
I ���cos�

R�

��� � �A
�

R��� �� 	 � � ��� ��
�

pREDSTAWIM W W WIDE SUMMY DWUH INTEGRALOW�

W � W� �W��

GDE W� 	INTEGRAL PO POWERHNOSTI #�P� � SODERVA�EJ OSOBU� TO�KU P�� A

INTEGRAL W� BERETSQ PO OSTALXNOJ �ASTI POWERHNOSTI # � #�P� � tAK KAK
PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ W INTEGRALE W� NIGDE NE OBRA�AETSQ W BESKONE��
NOSTX� TO DLQ SHODIMOSTI INTEGRALA W DOSTATO�NO UBEDITXSQ W SHODIMOSTI
INTEGRALA W�� pOSKOLXKU

d� �
d� d�

cos �
�

� d� d�

cos �
�

GDE � �
p
�� � ��� �	 POLQRNYE KOORDINATY NA PLOSKOSTI �x� y�� TO PRE�

OBRAZOWANIE PEREMENNYH W �TOM INTEGRALE DAET

W� �

Z Z
	�
P�

cos�

R�
PP�

� �P �d�P �

��Z
�

��Z
�

cos�

R�
PP�

� �P �
�

cos �
� d� d��

dLQ PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII W SILU OCENOK ���� ���� I ��
� IMEEM����� �P �
cos�

R�

�

cos �

���� � �F �
��AC

����
�

TAK KAK � 	 R�
tAKOJ WID MAVORANTNOJ FUNKCII �F OBESPE�IWAET SHODIMOSTX NESOB�

STWENNOGO INTEGRALA W SLU�AE DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH �SM� P� ���
nETRUDNO USTANOWITX� �TO DLQ POWERHNOSTI lQPUNOWA POTENCIAL PRO�

STOGO SLOQ

V �M� �

Z Z
	

�

RMP
� �P �d�P ����

TAKVE SHODITSQ W TO�KAH POWERHNOSTI� sLEDUET OTMETITX� �TO �TA SHODI�
MOSTX IMEET MESTO I DLQ POWERHNOSTEJ BOLEE �IROKOGO KLASSA�
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w SLU�AE DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH POTENCIALY PROSTOGO I DWOJ�
NOGO SLOEW SHODQTSQ W TO�KAH KRIWOJ �SM� FORMULY ���� I ������ ESLI �TI
POTENCIALY BERUTSQ DLQ KRIWYH lQPUNOWA� OPREDELQEMYH USLOWIQMI� ANA�
LOGI�NYMI USLOWIQM � 	 � DLQ POWERHNOSTEJ lQPUNOWA�

�� rAZRYW POTENCIALA DWOJNOGO SLOQ� pOKAVEM� �TO POTEN�
CIAL DWOJNOGO SLOQ W NEKOTOROJ TO�KE P�� LEVA�EJ NA POWERHNOSTI ��
QWLQETSQ RAZRYWNOJ FUNKCIEJ� DLQ KOTOROJ IME�T MESTO SOOTNO�ENIQ

WW �P�� � W �P�� � ��� �P���

WN �P�� � W �P��� ��� �P���

�
����

GDE WW �P��
PREDELXNOE ZNA�ENIE POTENCIALA DWOJNOGO SLOQ PRI POD�
HODE K TO�KE P� S WNUTRENNEJ STORONY� A WN �P��
 PREDELXNOE ZNA�E�

NIE S NARUVNOJ STORONY POWERHNOSTI ���
w SLU�AE DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH SOOTWETSTWU��IE FORMU�

LY IME�T WID

WW �P�� � W �P�� � �� �P���

WN �P�� � W �P��� �� �P���

�
����

pOTENCIAL DWOJNOGO SLOQ DLQ DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH WY�
RAVAETSQ INTEGRALOM

W �M� �

Z
C

cos�

RMP
� �P � dsP �

rASSMOTRIM NEKOTORYJ �LEMENT DUGI ds� KONCAMI KOTOROGO QWLQ�
�TSQ TO�KI P I P�� pROWEDEM �EREZ TO�KU P DUGU OKRUVNOSTI RADI�

rIS� ��

USA MP S CENTROM W TO�KE M DO PERESE�E�
NIQ EE S OTREZKOM MP� W TO�KE Q� tOGDA
S TO�NOSTX� DO BESKONE�NO MALYH WYS�EGO
PORQDKA MOVNO NAPISATX �RIS� ���	

ds cos� � d��
d�

R
� d�� ����

GDE ds �
�
PP�� d� �

�
PQ� d�
 UGOL� POD KO�

TORYM WIDNA DUGA ds IZ TO�KI M � zNAK d�
SOWPADAET SO ZNAKOM cos�� TAK �TO d� 
 ��
ESLI � �UGOL MEVDU WNUTRENNEJ NORMALX�

W TO�KE P I WEKTOROM
��	
PM� MENX�E ���� I d� � �� ESLI � 
 ����

�� eSLI # 	NEZAMKNUTAQ POWERHNOSTX� TO WNUTRENNQQ STORONA MOVET BYTX
USLOWNO OPREDELENA SOGLA�ENIEM O TOM� KAKAQ NORMALX W TO�KE P� NAZYWAET�
SQ �WNUTRENNEJ I KAKAQ	 �WNE�NEJ� sLEDUET IMETX W WIDU� �TO W SLU�AE
NEZAMKNUTYH POWERHNOSTEJ POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ OPREDELQETSQ TOLXKO
DLQ DWUSTORONNIH POWERHNOSTEJ�
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eSLI d� 
 �� T� E� � � ���� TO IZ TO�KI M WIDNA �WNUTRENNQQ� STO�
RONA KRIWOJ C� PRI d� � � �� 
 ���� IZ TO�KI M WIDNA �NARUVNAQ�
STORONA KRIWOJ� oTS�DA SLEDUET� �TO UGOL WIDIMOSTI NEKOTOROJ DUGI
�

P�P� RAWEN UGLU P�MP�� KOTORYJ OPISYWAET LU� MP � KOGDA TO�KA

P PROBEGAET DUGU
�

P�P��
rASSMOTRIM POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ W � NA ZAMKNUTOJ KRIWOJ

C S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX� � � �� � const� lU� MP OPISYWAET UGOL

& �

�����
��� ESLI TO�KA M LEVIT WNUTRI KRIWOJ C�

�� ESLI TO�KA M LEVIT NA KRIWOJ C�

�� ESLI TO�KA M LEVIT WNE KRIWOJ C�

KOGDA TO�KA P PROBEGAET WS� KRIWU� C� oTS�DA DLQ POTENCIALA W �

POLU�AEM

W � � ��& �

�����
����� ESLI TO�KA M LEVIT WNUTRI KRIWOJ C�

���� ESLI TO�KA M LEVIT NA KRIWOJ C�

�� ESLI TO�KA M LEVIT WNE KRIWOJ C�

tAKIM OBRAZOM� POTENCIAL S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX� QWLQETSQ FUNK�
CIEJ KUSO�NO�POSTOQNNOJ� PRI�EM

W �
W � W �

C � ����

W �
N � W �

C � ����

�
����

GDE W �
W � W

�
C � W

�
N 
 ZNA�ENIQ POTENCIALA WNUTRI� NA I WNE KRIWOJ C�

aNALOGI�NO W SLU�AE TREH NEZAWISIMYH PEREMENNYH BUDEM IMETX

d� cos�

R�
� d�� ����

GDE d�
TELESNYJ UGOL� POD KOTORYM WIDEN �LEMENT d� POWERHNOSTI
�� pUSTX d��
 �LEMENT SFERI�ESKOJ POWERHNOSTI� POLU�A��IJSQ PRI
PERESE�ENII SFERY� OPISANNOJ RADIUSOM MP IZ TO�KI M � S KONUSOM�
IME��IM WER�INU W TO�KE M I OPIRA��IMSQ NA �LEMENT POWERHNOSTI
d�� �LEMENT POWERHNOSTI d�� � d� cos�� oTS�DA I SLEDUET FORMULA
����� zAME�ANIE� SDELANNOE WY�E OTNOSITELXNO ZNAKA d�� OSTAETSQ W
SILE� �TO PRIWODIT NAS K FORMULAM

W � � ��& �

�����
����� ESLI TO�KA M LEVIT WNUTRI POWERHNOSTI ��

����� ESLI TO�KA M LEVIT NA POWERHNOSTI ��

�� ESLI TO�KA M LEVIT SNARUVI POWERHNOSTI ��

HARAKTERIZU��IM KUSO�NOE POSTOQNSTWO FUNKCII W �� A TAKVE K FOR�
MULAM

W �
W � W �

	 � �����

W �
N � W �

	 � �����

�
�����
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GDE W �
W � W

�
N 
 ZNA�ENIQ POTENCIALA W � WNUTRI I SNARUVI POWERHNO�

STI �� A W �
	 
 ZNA�ENIE W � NA ��

rASSMOTRIM TEPERX POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ S PEREMENNOJ PLOTNO�
STX� I DOKAVEM� �TO W TO�KAH NEPRERYWNOSTI PLOTNOSTI IME�T MESTO
FORMULY� ANALOGI�NYE FORMULAM ���� I ������

pUSTX P�
TO�KA POWERHNOSTI �� W KOTOROJ FUNKCIQ � �P � NEPRE�
RYWNA� wWEDEM POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ W � S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX�
�� � � �P�� I RASSMOTRIM FUNKCI�

I �M� �W �M��W � �M� �

Z Z
	

�� �P �� ���
cos�

R�
MP

d�P �

dOKAVEM� �TO FUNKCIQ I NEPRERYWNA W TO�KE P�� dLQ �TOGO DOSTA�
TO�NO DOKAZATX RAWNOMERNU� SHODIMOSTX INTEGRALA I �M� W TO�KE P��
zADADIMSQ NEKOTORYM �ISLOM � 
 �� iZ NEPRERYWNOSTI FUNKCII � �P �
W TO�KE P� SLEDUET� �TO DLQ L�BOGO NAPERED ZADANNOGO �ISLA � 
 �
MOVNO NAJTI ��
 OKRESTNOSTX TO�KI P� NA POWERHNOSTI �� TAKU��
�TO

j� �P �� � �P��j � ��

ESLI P � ��� pREDSTAWIM INTEGRAL I W WIDE SUMMY

I � I� � I��

GDE INTEGRAL I� BERETSQ PO POWERHNOSTI ��� A I� 
 PO POWERHNOSTI
�� � �� ��� iZ OPREDELENIQ �� SLEDUET OCENKA

jI�j � �B	�

GDE B	
 POSTOQNNAQ� OPREDELQEMAQ USLOWIEMZ Z
	

j cos�j
R�
MP

d�P � B	 ����

PRI WSEWOZMOVNYH POLOVENIQH TO�KI M � NE ZAWISQ�AQ OT WYBORA PO�
WERHNOSTI ��� pODROBNEE OTNOSITELXNO �TOJ POSTOQNNOJ BUDET SKAZANO
NIVE�

wYBIRAQ � � ��B	� UBEVDAEMSQ W TOM� �TO DLQ L�BOGO � 
 � MOV�
NO NAJTI TAKOE ��� SODERVA�EE P�� �TO

jI� �M�j � �

PRI L�BOM POLOVENII TO�KI M � oTS�DA I SLEDUET RAWNOMERNAQ SHO�
DIMOSTX INTEGRALA I �M� W TO�KE P�� A TAKVE EGO NEPRERYWNOSTX W
�TOJ TO�KE�

eSLI WW �P�� I WN �P��
 PREDELY POTENCIALA W �M� PRI M 	
	 P� S WNUTRENNEJ I NARUVNOJ STORON POWERHNOSTI �� TO

WW�P�� �W �
W �P�� � I�P�� �W ��P�� � I�P�� � ���� �W �P�� � ����P��
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I� ANALOGI�NO�

WN �P�� � W �P��� ��� �P���

sPRAWEDLIWOSTX FORMULY ���� USTANOWLENA�
pROWEDENNOE WY�E DOKAZATELXSTWO SPRAWEDLIWO DLQ POWERHNOSTEJ�

UDOWLETWORQ��IH USLOWI� OGRANI�ENNOSTI ����� dLQ WYPUKLOJ PO�
WERHNOSTI� KOTORU� WSQKIJ LU� IZ TO�KI M PERESEKAET NE BOLEE DWUH
RAZ� B	 � ��� DLQ POWERHNOSTEJ� SOSTOQ�IH IZ KONE�NOGO �ISLA WY�
PUKLYH �ASTEJ� B	 TAKVE OGRANI�ENO� tAKIM OBRAZOM� NA�E DOKAZA�
TELXSTWO OTNOSITSQ K WESXMA �IROKOMU KLASSU POWERHNOSTEJ�

wSE PRIWEDENNYE WY�E RASSUVDENIQ OSTA�TSQ W SILE I DLQ FUNK�
CIJ DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH� w �TOM SLU�AE FORMULY ���� PRI�
NIMA�T WID ����

WW �P�� �W �P�� � �� �P���

WN �P�� �W �P��� �� �P���

�� sWOJSTWA POTENCIALA PROSTOGO SLOQ� w OTLI�IE OT POTEN�
CIALA DWOJNOGO SLOQ POTENCIAL PROSTOGO SLOQ ����

V �M� �

Z Z
	

�

RMP
� �P � d�P

NEPRERYWEN W TO�KAH POWERHNOSTI �� uBEDIMSQ W �TOM DLQ SLU�AQ
GLADKOJ POWERHNOSTI �� dLQ �TOGO DOSTATO�NO USTANOWITX RAWNOMER�
NU� SHODIMOSTX INTEGRALA V �M� W TO�KAH POWERHNOSTI ��

dEJSTWITELXNO� PUSTX P� 
 NEKOTORAQ TO�KA POWERHNOSTI�� pRED�
STAWIM POTENCIAL V W WIDE SUMMY

V �

Z Z
	�

�

RMP
� �P � d�P �

Z Z
	�

�

RMP
� �P � d�P � V� � V��

GDE ��
 DOSTATO�NO MALAQ �ASTX POWERHNOSTI �� SODERVA�AQSQ W SFE�
RE RADIUSA 	 S CENTROM W TO�KE P�� wELI�INU 	 MY BOLEE TO�NO OPRE�
DELIM W DALXNEJ�EM�

rASSMOTRIM SISTEMU KOORDINAT S NA�ALOM W TO�KE P�� OSX z
KOTOROJ NAPRAWLENA PO WNE�NEJ NORMALI W P�� pUSTX M �x� y� z�

PROIZWOLXNAQ TO�KA� OTSTOQ�AQ OT P� ��� �� �� NA RASSTOQNIE MP� � 	�

oBOZNA�IM �EREZ ��� PROEKCI� �� NA PLOSKOSTX �x� y�� A �EREZ KM �

�� 

KRUG RADIUSA �	 S CENTROM W TO�KE M � �x� y� ��� CELIKOM SODERVA�IJ
OBLASTX ���� pREDPOLAGAQ OGRANI�ENNOSTX FUNKCII �	

j� �P �j � A

I PRINIMAQ WO WNIMANIE� �TO

d� �
d��

cos �
�

d� d�

cos �
I

R �
p
�x� ��� � �y � ��� � �z � ��� �

p
�x� ��� � �y � ��� � ��
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POLU�AEM

jV� �M�j � A

Z Z
	�

d�

RMP
� A

Z Z
	�
�

d��

cos �
p
�x� ��� � �y � ��� � �z � ���

�

� �A

Z Z
	�
�

d� d�p
�x� ��� � �y � ���

� �A

Z Z
KM�

��

d� d�p
�x � ��� � �y � ���

�

ESLI 	 NASTOLXKO MALO� �TO cos � 
 ����
wWEDEM W PLOSKOSTI �x� y� POLQRNU� SISTEMU KOORDINAT ��� �� S

NA�ALOM W TO�KE M �� tOGDA MOVNO NAPISATX

jV� �M�j � �A

Z Z
KM�

��

d� d�p
�x � ��� � �y � ���

� �A

��Z
�

��Z
�

� d� d�

�
� �A�	�

wYBIRAQ 	 � �����A�� BUDEM IMETX

jV� �M�j � ��

ESLI jMP�j� 	� sLEDOWATELXNO� V �M� RAWNOMERNO SHODITSQ WO WSQKOJ
TO�KE P� � � I QWLQETSQ NEPRERYWNOJ FUNKCIEJ W �TOJ TO�KE�

oBRATIMSQ TEPERX K IZU�ENI� POWEDENIQ NORMALXNYH PROIZWOD�
NYH POTENCIALA PROSTOGO SLOQ NA POWERHNOSTI� pOKAVEM� �TO ONI

rIS� ��

IME�T NA � RAZRYW TAKOGO VE TIPA� KAK
I POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ�

wNE�NQQ I WNUTRENNQQ NORMALXNYE
PROIZWODNYE FUNKCII V 
 dV�dnN I
dV�dnW 
 OPREDELQ�TSQ SLEDU��IM OBRA�
ZOM� pUSTX P� 
 NEKOTORAQ TO�KA �� iZ
TO�KI P� PROWEDEM OSX z� KOTORU� MOVNO
NAPRAWITX LIBO WDOLX WNE�NEJ� LIBO WDOLX
WNUTRENNEJ NORMALI�

rASSMOTRIM PROIZWODNU� dV�dz W NE�
KOTOROJ TO�KE M OSI z� oBOZNA�IM �EREZ
�dV�dz�W I �dV�dz�N PREDELY PROIZWODNOJ

dV�dz PRI STREMLENII TO�KI M K TO�KE P� S WNUTRENNEJ ILI NARUV�
NOJ STORONY POWERHNOSTI �� eSLI OSX z NAPRAWLENA PO WNE�NEJ �WNU�
TRENNEJ� NORMALI� TO �TI ZNA�ENIQ NAZYWA�TSQ WNUTRENNIMI I WNE��
NIMI PREDELXNYMI ZNA�ENIQMI PROIZWODNOJ PO WNE�NEJ �WNUTRENNEJ�

NORMALI W TO�KE P�
���

�� pREDEL RAZNOSTNOGO OTNO�ENIQ
V �M�� V �P��

jMP�j PRI M � P� RAWEN

PREDELU IZWNE DLQ PROIZWODNOJ PO WNE�NEJ NORMALI ILI PREDELU IZNUTRI
DLQ PROIZWODNOJ PO WNUTRENNEJ NORMALI� W ZAWISIMOSTI OT TOGO� S KAKOJ
STORONY TO�KA M PRIBLIVAETSQ K TO�KE P��
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iSSLEDUEM RAZRYWY WNUTRENNEJ NORMALXNOJ PROIZWODNOJ POTEN�
CIALA PROSTOGO SLOQ NA �� pROIZWODNAQ dV�dz W TO�KE M OSI z�
NAPRAWLENNOJ PO WNUTRENNEJ NORMALI� RAWNA

dV

dz
�M� �

Z Z
	

� �P �


n

�
�

RMP

�
d�P �

Z Z
	

cos�

R�
MP

� �P � d�P � ����

GDE �
UGOL MEVDU OSX� z I WEKTOROM
��	
MP � pROWEDEM IZ TO�KI P

�RIS� ��� NORMALX PQ I PRQMU� PN � PARALLELXNU� OSI z �NORMALI
W TO�KE P��� I OBOZNA�IM �EREZ � UGOL NPQ� RAWNYJ UGLU MEVDU

NORMALQMI W TO�KAH P I P�
��� wYRAVENIE DLQ POTENCIALA DWOJNOGO

SLOQ W �M� SODERVIT MNOVITELX �cos���R�� GDE � � 	 MPQ� tAK
KAK UGOL MPN RAWEN � � �� TO

cos�� � �� � cos� cos � � sin� sin � cos& � � cos��

GDE &
 DWUGRANNYJ UGOL S REBROM PQ ��� oTS�DA SLEDUET� �TO

V

z
�M� � �

Z Z
	

� cos �
cos�

R�
d� �

Z Z
	

� sin � cos&
sin�

R�
d� �

� �W� � I �M�� ����

GDE W� �M�
 POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ S PLOTNOSTX� �� � � cos ��
IME��IJ RAZRYW NA POWERHNOSTI �� o�EWIDNO� �TO INTEGRAL I �M�
QWLQETSQ FUNKCIEJ� NEPRERYWNOJ W TO�KE P�� TAK KAK I �M� SHODITSQ
RAWNOMERNO W �TOJ TO�KE �SM� PRIME�ANIE NA S� �����

wOZWRA�AQSX K FORMULE ����� WIDIM� �TO�
V

z

�
W

� �W� �P��� ���� �P��� I �P���

�
V

z

�
N

� �W� �P�� � ���� �P��� I �P���

����������� ����

�� o�EWIDNO� �TO � I sin � STREMQTSQ K NUL�� KOGDA P � P�� eSLI PO�
WERHNOSTX OBLADAET KONE�NOJ KRIWIZNOJ W OKRESTNOSTI TO�KI P�� T� E� EE
URAWNENIE MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

z � f �x� y��

GDE f �x� y� IMEET WTORYE PROIZWODNYE� TO sin � BUDET DIFFERENCIRUEMOJ
FUNKCIEJ x� y I� SLEDOWATELXNO�

sin � 	 Ar

�DLQ POWERHNOSTEJ lQPUNOWA sin � 	 Ar���
�� eSLI NAPRAWLENIE PQ PRINQTX ZA OSX NOWOJ SFERI�ESKOJ SISTEMY� TO

�TA FORMULA SOWPADAET S FORMULOJ ���� NA S� ���
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oBOZNA�IM�
V

z

�
�

� �W� �P��� I �P�� �

�

��� Z Z
	

� cos �
cos�

R�
d� �

Z Z
	

� sin � cos&
sin�

R�
d�

��
M�P�

�

�

Z Z
	

�
cos��
R�
P�P

d��

GDE ��
 UGOL MEVDU OSX� z I WEKTOROM
��	
P�P �

zAME�AQ� �TO �� �P�� � � �P��� NAHODIM�
V

nW

�
W

�

�
V

nW

�
�

� ��� �P���

�
V

nW

�
N

�

�
V

nW

�
�

� ��� �P���

����������� ����

TAK KAK PO USLOWI� OSX z NAPRAWLENA PO WNUTRENNEJ NORMALI� eSLI
OSX z NAPRAWITX PO WNE�NEJ NORMALI� TO ZNAK cos� IZMENITSQ I MY
POLU�IM �

V

nN

�
W

�

�
V

nN

�
�

� ��� �P���

�
V

nN

�
N

�

�
V

nN

�
�

� ��� �P���

����������� ����

dLQ SLU�AQ DWUH PEREMENNYH IME�T MESTO ANALOGI�NYE FORMULY
S ZAMENOJ �� NA ��

�� pRIMENENIE POWERHNOSTNYH POTENCIALOW K RE�ENI	
KRAEWYH ZADA�� mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH I METOD FUNKCII IS�
TO�NIKA POZWOLQ�T POLU�ITX QWNOE WYRAVENIE DLQ RE�ENIQ KRAEWYH
ZADA� TOLXKO W SLU�AE OBLASTEJ PROSTEJ�EGO WIDA� sWEDENIE KRAEWYH
ZADA� DLQ URAWNENIQ lAPLASA �ILI pUASSONA� PRI POMO�I POWERH�
NOSTNYH POTENCIALOW K INTEGRALXNYM URAWNENIQM� S ODNOJ STORONY�
UDOBNO DLQ TEORETI�ESKOGO ISSLEDOWANIQ WOPROSA O RAZRE�IMOSTI I
EDINSTWENNOSTI KRAEWYH ZADA�� S DRUGOJ STORONY� DAET WOZMOVNOSTX
�FFEKTIWNOGO �ISLENNOGO RE�ENIQ KRAEWYH ZADA� DLQ OBLASTEJ SLOV�
NOJ FORMY� rASSMOTRIM WNUTRENNIE KRAEWYE ZADA�I DLQ NEKOTOROGO
KONTURA C�
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nAJTI FUNKCI� u� GARMONI�ESKU� W OBLASTI T� OGRANI�ENNOJ
KONTUROM C� I UDOWLETWORQ��U� NA C GRANI�NYM USLOWIQM

ujC � f �PERWAQ KRAEWAQ ZADA�A�

ILI

u

n

����
C

� f �WTORAQ KRAEWAQ ZADA�A��

aNALOGI�NO STAWQTSQ WNE�NIE KRAEWYE ZADA�I ���
bUDEM ISKATX RE�ENIE WNUTRENNEJ PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I W WIDE

POTENCIALA DWOJNOGO SLOQ	

W �M� �

Z
C

cos�

RMP
� �P � dsP � �

Z
C

d

dnP

�
ln

�

RMP

�
� �P � dsP �

pRI L�BOM WYBORE � �P � FUNKCIQ W �M� UDOWLETWORQET URAWNENI�
lAPLASA WNUTRI C� fUNKCIQ W �M� RAZRYWNA NA KONTURE C� dLQ
WYPOLNENIQ GRANI�NOGO USLOWIQ� O�EWIDNO� NADO� �TOBY

WW �P�� � f �P���

pRINIMAQ WO WNIMANIE FORMULY ����� POLU�AEM URAWNENIE DLQ OPRE�
DELENIQ FUNKCII � �P �	

�� �P�� �

Z
C

cos�

RP�P
� �P � dsP � f �P��� ����

eSLI OBOZNA�ITX �EREZ s� I s DUGI KONTURA C� SOOTWETSTWU��IE TO��
KAM P� I P � TO URAWNENIE ���� MOVNO PEREPISATX W WIDE

�� �s�� �

LZ
�

K �s�� s� ��s� ds � f�s��� ����

GDE L
 DLINA KONTURA C I

K �s�� s� � � d

dnP

�
ln

�

RPP�

�
�

cos�

RPP�

����

�� pRI POSTANOWKE WTOROJ KRAEWOJ ZADA�I� KAK WNUTRENNEJ� TAK I WNE�NEJ�
W GRANI�NOM USLOWII NORMALX BUDEM S�ITATX WNUTRENNEJ�
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 QDRO �TOGO INTEGRALXNOGO URAWNENIQ� QWLQ��EGOSQ INTEGRALXNYM

URAWNENIEM TIPA fREDGOLXMA ��GO RODA ��� dLQ WNE�NEJ ZADA�I POLU�
�AETSQ ANALOGI�NOE URAWNENIE

��� �s�� �
LZ
�

K �s�� s� � �s� ds � f �s��� ����

dLQ WTOROJ KRAEWOJ ZADA�I POLU�A�TSQ URAWNENIQ

��� �s�� �
LZ
�

K� �s�� s���s� ds � f �s�� �WNUTRENNQQ ZADA�A��

�� �s�� �

LZ
�

K� �s�� s���s� ds � f �s�� �WNE�NQQ ZADA�A��

����

����

GDE

K� �s�� s� �


nP�

�
ln

�

RPP�

�
�

cos��
RPP�

��� ����

ESLI EE RE�ENIE ISKATX W WIDE POTENCIALA PROSTOGO SLOQ

u �M� �

Z
C

ln
�

RMP
� �P � dsP �

wOPROSY� SWQZANNYE S RAZRE�IMOSTX� �TIH URAWNENIJ� BUDUT RASSMA�
TRIWATXSQ W P� �� NASTOQ�EGO PARAGRAFA�

rASSMOTRIM KRAEWYE ZADA�I DLQ NEKOTORYH PROSTEJ�IH OBLASTEJ�
DLQ KOTORYH SOOTWETSTWU��IE INTEGRALXNYE URAWNENIQ LEGKO RAZRE�
�IMY�

�� iNTEGRALXNYE URAWNENIQ� SODERVA�IE INTEGRALY S POSTOQNNYMI PRE�
DELAMI� NAZYWA�TSQ UR A W N E N I QMI fRE D G O L XM A�

bZ
a

K �x� s�� �s�ds � f �x� ���GO RODA��

� �x� �

bZ
a

K �x� s�� �s�ds � f �x� ���GO RODA��

�� nETRUDNO WIDETX� �TO K �s�� s� � K� �s� s��� tAKIE QDRA NAZYWA�TSQ
S O PR QVE N NYMI� A SOOTWETSTWU��IE IM URAWNENIQ NAZYWA�TSQ S O P R Q �
VENNYMI INT E G R A L X NYMI UR A W N E NI Q MI�
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�� pERW A Q K R A E W A Q Z A D A� A D L Q K R U G A� eSLI KONTUR C
QWLQETSQ OKRUVNOSTX� RADIUSA R� TO WNUTRENNQQ NORMALX W TO�KE P
NAPRAWLENA PO DIAMETRU I

cos�

RPP�

�
�

�R
�

TAK KAK � ESTX UGOL P�PP
� �RIS� ���� iNTEGRALXNOE URAWNENIE DLQ

FUNKCII � PRINIMAET WID

� �s�� �
�

�

Z
C

�

�R
� �s� ds �

�

�
f �s��� ����

nETRUDNO WIDETX� �TO EGO RE�ENIEM QWLQETSQ FUNKCIQ

� �s� �
�

�
f �s� �A� ����

GDE A
 NEKOTORAQ POSTOQNNAQ� PODLEVA�AQ OPREDELENI�� pODSTAWLQQ
PREDPOLAGAEMU� FORMU RE�ENIQ W URAWNENIE ����� IMEEM

�

�
f �s�� �A�

�

�

Z
C

�

�R

�
�

�
f �s� �A

�
ds �

�

�
f �s���

OTKUDA NAHODIM DLQ POSTOQNNOJ A WYRAVENIE �EREZ ZADANNU� FUNK�
CI�	

A � � �

���R

Z
C

f �s� ds�

tAKIM OBRAZOM�

� �s� �
�

�
f �s�� �

���R

Z
C

f �s� ds ����

QWLQETSQ RE�ENIEM INTEGRALXNOGO URAWNENIQ �����
sOOTWETSTWU��IJ POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ RAWEN

W �M� �

Z
C

cos�

RMP
��P � dsP �

Z
C

cos�

RMP

�� �

�
f�s�� �

���R

Z
C

f�s�� ds�

�� ds�

pREOBRAZUEM PRAWU� �ASTX PREDYDU�EJ FORMULY� PREDPOLAGAQ� �TO
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M LEVIT WNUTRI C	

W �
�

�

Z
C

cos�

RMP
f �s� ds�

�� �

���R

Z
C

f �s�� ds�

�AZ
C

cos�

RMP
ds �

�
�

�

Z
C

cos�

RMP
f�s� ds�

�� �

���R

Z
C

f �s� ds

�A �� �

�
�

�

Z
C

�
cos�

RMP
� �

�R

�
f �s� ds� ����

iZ �OPM �RIS� ��� WIDNO� �TO

K �
cos�

RMP
� �

�R
�

�R cos��RMP

�RRMP
�

�RRMP cos��R�
MP

�RR�
MP

�

�
R� � ���

�R �R� � ��� � �R�� cos�� � ����
� ����

TAK KAK

��� � R� �R�
MP � �RRMP cos��

pODSTAWLQQ WYRAVENIE ���� DLQ K W FORMULU ����� POLU�AEM INTEGRAL
pUASSONA

u � W ���� ��� �
�

��

��Z
�

�R� � ���� f ��� d�

R� � ��� � �R�� cos�� � ���
� ����

DA��IJ RE�ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I DLQ KRUGA�

rIS� � rIS� ��

pROWEDENNYE W �TOM PUNKTE RASSUVDENIQ POKAZYWA�T� �TO PRI L��
BOJ NEPRERYWNOJ FUNKCII f FORMULA ���� OPREDELQET GARMONI�ESKU�
FUNKCI�� NEPRERYWNO PRIMYKA��U� K GRANI�NYM ZNA�ENIQM f �

eSLI FUNKCIQ f KUSO�NO�NEPRERYWNA� TO W SILU SWOJSTWA POTEN�
CIALA DWOJNOGO SLOQ FUNKCIQ W TAKVE NEPRERYWNA WO WSEH TO�KAH
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NEPRERYWNOSTI f � iZ OGRANI�ENNOSTI FUNKCII f

jf j � C

SLEDUET OGRANI�ENNOSTX FUNKCII ����	

jW ���� ���j � C
�

��

��Z
�

R� � ���
R� � ��� � �R�� cos�� � ���

d� � C�

TAK KAK

�

��

��Z
�

R� � ���
R� � ��� � �R�� cos�� � ���

d� � � ��� ����

�� pER WA Q KR A E W A Q Z A D A� A D L Q P O L UP R O STR A N ST W A�
nAJTI GARMONI�ESKU� FUNKCI�� NEPRERYWNU� WS�DU W OBLASTI z �
� �� PRINIMA��U� NA GRANICE z � � ZADANNOE ZNA�ENIE f �x� y��

bUDEM ISKATX RE�ENIE �TOJ ZADA�I W WIDE POTENCIALA DWOJNOGO
SLOQ	

W �x� y� z� �

��Z Z
��

cos�

R�
� ��� �� d� d�� R� � �x� ��� � �y � ��� � z��

w DANNOM SLU�AE

cos�

R�
�

z

R�

z

��x� ��� � �y � ��� � z��
	��

I QDRO INTEGRALXNOGO URAWNENIQ

�

��

�cos�
R�

�
z��

� ��

tAKIM OBRAZOM� PLOTNOSTX POTENCIALA DWOJNOGO SLOQ

� �P � �
�

��
f �P ��

I ISKOMAQ FUNKCIQ RAWNA

u �x� y� z� �
�

��

��Z Z
��

z

��x � ��� � �y � ��� � z��
	��

f ��� �� d� d��

nETRUDNO POKAZATX� �TO u�x� y� z� RAWNOMERNO STREMITSQ K NUL� PRI

R �
p
x� � y� � z� 	
� ESLI �TIM SWOJSTWOM OBLADAET FUNKCIQ f �

�� rAWENSTWO ���� SLEDUET IZ TOGO� �TO LEWAQ �ASTX PREDSTAWLQET RE�ENIE
PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I PRI f � ��

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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��� iNTEGRALXNYE URAWNENIQ� SOOTWETSTWU	�IE KRAEWYM
ZADA�AM� pRI RE�ENII KRAEWYH ZADA� DLQ URAWNENIQ lAPLASA S POMO�
�X� POTENCIALOW PROSTOGO I DWOJNOGO SLOEW MY PRI�LI K INTEGRALX�
NYM URAWNENIQM fREDGOLXMA WTOROGO RODA �����

uSLOWIQ RAZRE�IMOSTI INTEGRALXNYH URAWNENIJ fREDGOLXMA WTO�
ROGO RODA S NEPRERYWNYM QDROM I OGRANI�ENNOJ �INTEGRIRUEMOJ� PRA�
WOJ �ASTX� SHODNY S USLOWIQMI RAZRE�IMOSTI SISTEM LINEJNYH ALGE�
BRAI�ESKIH URAWNENIJ �K KOTORYM ONI SWODQTSQ� ESLI INTEGRAL ZAME�
NITX INTEGRALXNOJ SUMMOJ�� pERWAQ TEOREMA fREDGOLXMA ZAKL��AETSQ
W SLEDU��EM�

nEODNORODNOE INTEGRALXNOE URAWNENIE WTOROGO RODA IMEET RE�
�ENIE� I PRITOM EDINSTWENNOE� ESLI SOOTWETSTWU��EE ODNORODNOE

URAWNENIE IMEET TOLXKO NULEWOE RE�ENIE ���
dOKAVEM� OPIRAQSX NA SFORMULIROWANNU� TEOREMU� �TO INTE�

GRALXNOE URAWNENIE ���� IMEET EDINSTWENNOE RE�ENIE�
oGRANI�IMSQ RASSMOTRENIEM WYPUKLYH KONTUROW� NE SODERVA�IH

PRQMOLINEJNYH U�ASTKOW GRANICY� w �TOM SLU�AE QDRO URAWNENIQ ����
K �P�� P � NEOTRICATELXNO� TAK KAK

K �P�� P � dsP � d��

GDE d� ESTX UGOL WIDIMOSTI DUGI dSP IZ TO�KI P��

�� dLQ KRIWYH S OGRANI�ENNOJ KRIWIZNOJ TEORIQ fREDGOLXMA PRIMENIMA
NEPOSREDSTWENNO� TAK KAK QDRO INTEGRALXNOGO URAWNENIQ ���� NEPRERYWNO�
tEORIQ fREDGOLXMA PRIMENIMA TAKVE W TOM SLU�AE� KOGDA NEPRERYWNO

ODNO IZ P O W T O RNYH Q D E R�

K�n��� �P�� P�� �

Z Z
	

K��� �P�� M�K�n� �M� P�� d�M �

K��� �P� M� � K �P� M��

dOKAVEM� �TO ESLI # 	 POWERHNOSTX lQPUNOWA� TO POWTORNYE QDRA NA�EGO
URAWNENIQ� NA�INAQ S NEKOTOROGO NOMERA� NEPRERYWNY� kAK MY WIDELI� DLQ
POWERHNOSTEJ lQPUNOWA ���cos�

r�

��� 	 C

r���
�

pOWTORNYE QDRA MOGUT BYTX PREDSTAWLENY W WIDE

K�� � �P�� P�� �

Z Z
	

K� �P�� M�K� �M� P��d�M �

pOKAVEM� �TO ESLI

jKij 	 Ci

r
���i
i

�ri � PiM � �i � �� i � �� ���
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rASSMOTRIM PREVDE WSEGO PERWU� KRAEWU� ZADA�U DLQ WNUTREN�
NEJ OBLASTI�oDNORODNOE URAWNENIE� SOOTWETSTWU��EE URAWNENI� �����
IMEET WID

�� �s�� �

LZ
�

K �s�� s� � �s� ds � �� ����

TO

jK�� �j 	 C

r�������
� ESLI �� � �� 	 �� r � jP�P�j�

o�EWIDNO� �TO �TU OCENKU DOSTATO�NO USTANOWITX DLQ SLU�AQ� KO�

rIS� ��

GDA TO�KA P� LEVIT W OKRESTNOSTI lQPU�
NOWA #� TO�KI P�� PRI�EM WMESTO INTE�
GRALA PO #� MOVNO RASSMATRIWATX INTEGRAL
PO PROEKCII S� �TOJ OKRESTNOSTI NA KASA�
TELXNU� PLOSKOSTX W TO�KE P� W SILU TOGO�
�TO

� �
� �P� M�

r �P� M�
� B � �

�GDE � �P� M� 	 RASSTOQNIE MEVDU PROEKCI�
QMI TO�EK P I M NA KASATELXNU� PLOS�
KOSTX� B 	 NEKOTORAQ POSTOQNNAQ�� A TAKVE W SI�
LU SWQZI MEVDU �LEMENTOM POWERHNOSTI d� I
EGO PROEKCIEJ dS� d� � dS� cos �� GDE SOGLASNO FORMULE ��� cos � �
� ����
dLQ PLOSKOJ OBLASTI SPRAWEDLIWA SLEDU��AQ LEMMA�

eSLI jKij 	 Ci

r
���i
i

� TO

jIj �

�������
Z Z
S�

K� �P�� M�K� �M� P�� dxdy

������� 	 C

r�������
�

oBOZNA�IM �EREZ R DIAMETR OBLASTI S�� rAZOBXEM INTEGRAL I NA DWA
INTEGRALA� I� 	 WZQTYJ PO KRUGU G� RADIUSA �r S CENTROM W TO�KE P�� I
I� 	 RASPROSTRANENNYJ NA OSTAW�U�SQ OBLASTX G� �RIS� ���� tAK KAK DLQ
TO�EK M � LEVA�IH W G��

� �
r�
r�
�

�

��� r� � r� � r � �r��

r� � r� � r � r� �
r�
�

�
�r�
�

�A �

���
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kAK MY WIDELI �SM� P� ��� IMEET MESTO RAWENSTWO

LZ
�

K �s�� s� ds � ��

POLXZUQSX KOTORYM� ODNORODNOE URAWNENIE ���� MOVNO ZAPISATX W WIDE

LZ
�

�� �s�� � � �s��K �s�� s� ds � �� ����

pUSTX P �� �s���
TO�KA KONTURA C� W KOTOROJ FUNKCIQ j� �s�j DO�
STIGAET SWOEGO MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ� oTS�DA SLEDUET� �TO SUMMA
� �s���� � �s� ZNAKOPOSTOQNNA�tOGDA� POLAGAQ W ���� s� � s�� I POLXZUQSX
TEM� �TO K �s�� s� � �� POLU�AEM RAWENSTWO

� �s��� � � �s� � ��

TO DLQ INTEGRALA I� POLU�AEM OCENKU

jI�j 	 C�C�

������
��Z
�

RZ
�r

�

r

������
�

r� dr� d�

������ 	
���

C�

r�������
� �� � �� 	 ��

C�R
�������� �� � �� � ��

pROIZWODQ W INTEGRALE PO G� ZAMENU PEREMENNYH x � rx�� y � ry�� POLU�
�AEM

jI�j 	

������� �

r�������

Z Z
G�

�

C�C�

r��
���� r��

���� dx
� dy�

������� �
w POSLEDNEM INTEGRALE� WZQTOM PO KRUGU G�� S RADIUSOM� RAWNYM �r� r��
ESTX RASSTOQNIE OT CENTRA� r�� 	 OT SEREDINY RADIUSA� WSLEDSTWIE �EGO �TOT
INTEGRAL SHODITSQ� PRI�EM ON NE ZAWISIT OT POLOVENIQ TO�KI P�� T� E� OT r�
oTS�DA

jI�j 	 C


r�������
�

pOLOVIW C� � C
 � C� POLU�IM ISKOMOE NERAWENSTWO�

jIj 	

���
C

r�������
� �� � �� 	 ��

C R�������� �� � �� � ��

oTS�DA SLEDUET� �TO� NA�INAQ S NEKOTOROGO NOMERA� INTEGRALY� PROIZWODQ�
�IE POWTORNYE QDRA� OGRANI�ENY I RAWNOMERNO SHODQTSQ� T� E� QWLQ�TSQ
NEPRERYWNYMI FUNKCIQMI SWOIH ARGUMENTOW�
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ILI

� �s� � �� �s����
PROTIWORE�A�EE NEPRERYWNOSTI W TO�KE s��� ESLI TOLXKO � �s��� �� ��

sLEDOWATELXNO� ODNORODNOE URAWNENIE ���� IMEET TOLXKO NULEWOE
RE�ENIE� I TEM SAMYM NEODNORODNOE URAWNENIE IMEET EDINSTWENNOE

RE�ENIE PRI L�BOJ FUNKCII f ���
wNE�NQQ WTORAQ KRAEWAQ ZADA�A� KAK MY WIDELI �SM� P� ���� SWO�

DITSQ K INTEGRALXNOMU URAWNENI� ����

�� �s�� �

LZ
�

K� �s�� s�� �s� ds � f �s���

QDRO KOTOROGO K� �s�� s� QWLQETSQ SOPRQVENNYM PO OTNO�ENI� K QDRU
K �s�� s�� T� E� K� �s�� s� � K �s� s���

wTORAQ TEOREMA fREDGOLXMA SOSTOIT W SLEDU��EM�
�ISLO LINEJNO NEZAWISIMYH RE�ENIJ NEKOTOROGO ODNORODNOGO IN�

TEGRALXNOGO URAWNENIQ RAWNO �ISLU LINEJNO NEZAWISIMYH RE�ENIJ SO�
PRQVENNOGO URAWNENIQ�

iZ �TOJ TEOREMY SLEDUET� �TO RE�ENIE URAWNENIQ ���� OPREDELENO
ODNOZNA�NO�

wNE�NEJ PERWOJ KRAEWOJ ZADA�E SOOTWETSTWUET URAWNENIE ����

��� �s�� �
LZ
�

K �s�� s� � �s� ds � f �s���

oDNORODNOE URAWNENIE �f � �� SOGLASNO PREDYDU�EMU MOVET
BYTX PRIWEDENO K WIDU

LZ
�

�� �s��� � �s��K �s�� s� ds � �� ����

oBOZNA�IW �EREZ s�� TO�KU� W KOTOROJ j� �s�j DOSTIGAET MAKSIMALX�
NOGO ZNA�ENIQ� POLU�IM IZ ����

� �s�� � � �s��

oTS�DA SLEDUET� �TO TOLXKO

� �s� � const � ��

QWLQETSQ RE�ENIEM ODNORODNOGO URAWNENIQ� w SILU WTOROJ TEOREMY
fREDGOLXMA SOPRQVENNOE ODNORODNOE URAWNENIE BUDET IMETX EDIN�
STWENNOE RE�ENIE�

�� pRI NALI�II PRQMOLINEJNYH U�ASTKOW GRANICY RASSUVDENIQ NESKOLXKO
USLOVNQ�TSQ� HOTQ DOWEDENIE IH DO KONCA NE WYZYWAET ZATRUDNENIJ�
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uSLOWIE RAZRE�IMOSTI NEODNORODNOGO URAWNENIQ DAET TRETXQ TE�
OREMA fREDGOLXMA�

pUSTX NEKOTOROE ODNORODNOE INTEGRALXNOE URAWNENIE

� �x� �

bZ
a

K �x� s�� �s� ds

IMEET k LINEJNO NEZAWISIMYH RE�ENIJ �i �x� �i� �� �� � � � � k�� tOGDA
SOPRQVENNOE NEODNORODNOE URAWNENIE

� �x� �

bZ
a

K �s� x�� �s� ds� f �x�

IMEET RE�ENIE� ESLI

bZ
a

f �x��i �x� dx � �� i � �� �� � � � � k�

pRIMENQQ TRETX� TEOREMU fREDGOLXMA K URAWNENI� ����� SOOT�
WETSTWU��EMU WNUTRENNEJ WTOROJ KRAEWOJ ZADA�E� POLU�AEM USLOWIE
RAZRE�IMOSTI �TOJ ZADA�I

LZ
�

f �s� ds � �� ����

S KOTORYM MY UVE WSTRE�ALISX W x ��
uSLOWIE RAZRE�IMOSTI WNE�NEJ PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I IMEET WID

LZ
�

f �s�h �s� ds � �� ����

GDE h �s�
RE�ENIE ODNORODNOGO URAWNENIQ� SOOTWETSTWU��EGO �����
nETRUDNO WYQSNITX FIZI�ESKIJ SMYSL �TOJ FUNKCII�

pUSTX CILINDRI�ESKIJ PROWODNIK� IME��IJ W SE�ENII FORMU S�
ZARQVEN DO NEKOTOROGO POTENCIALA V�� w PROWODNIKE WESX ZARQD NAHO�
DITSQ NA POWERHNOSTI� oBOZNA�IM �EREZ �h �s� PLOTNOSTX POWERHNOST�
NYH ZARQDOW� pOTENCIAL� SOZDAWAEMYJ �TIMI POWERHNOSTNYMI ZARQDA�
MI� QWLQETSQ POTENCIALOM PROSTOGO SLOQ S PLOTNOSTX� �h �s� I WYRA�
VAETSQ FORMULOJ ����� nORMALXNYE PROIZWODNYE EGO IZNUTRI RAWNY

NUL�� TAK KAK WNUTRI PROWODNIKA V � const� pO�TOMU FUNKCIQ �h �s�
UDOWLETWORQET ODNORODNOMU URAWNENI� ���� I PROPORCIONALXNA FUNK�
CII h �s�� OPREDELENNOJ WY�E� �TO I OPREDELQET FIZI�ESKIJ SMYSL
�TOJ FUNKCII�



zada�i k glawe IV ���

tAKIM OBRAZOM� INTEGRALXNYE URAWNENIQ� K KOTORYM SWODQTSQ KRA�
EWYE ZADA�I� RAZRE�IMY WSEGDA DLQ WNUTRENNEJ PERWOJ I WNE�NEJ WTO�
ROJ KRAEWYH ZADA� I RAZRE�IMY PRI USLOWIQH ���� I ���� DLQ WNUTREN�

NEJ WTOROJ I WNE�NEJ PERWOJ KRAEWYH ZADA� ���

zada�i k glawe IV

�� nAJTI FUNKCI� u� GARMONI�ESKU� WNUTRI KRUGA RADIUSA a I PRI�
NIMA��U� NA OKRUVNOSTI C ZNA�ENIQ�

A� ujC � A cos��
B� ujC � A � B sin��
�� rE�ITX URAWNENIE lAPLASA �u � � WNUTRI PRQMOUGOLXNIKA � � x �

� a� � � y � b PRI SLEDU��IH GRANI�NYH USLOWIQH�

ujx�� � f� �y�� ujy�� � f��x�� ujx�a � �� ujy�b � ��

dOKAZATX� �TO POLU�A��IESQ PRI �TOM FORMULY DA�T RE�ENIE ZADA�I DLQ
PROIZWOLXNOJ KUSO�NO�NEPRERYWNOJ FUNKCII� ZADANNOJ NA GRANICE�

rE�ITX ZADA�U DLQ �ASTNOGO SLU�AQ

f� �y� � Ay �b� y�� f� �x� � B cos
�

�a
x�

� rE�ITX URAWNENIE �u � � DLQ KRUGA RADIUSA a PRI GRANI�NOM USLO�
WII ujr�a � ��

�� rE�ITX URAWNENIE �u � Axy DLQ KRUGA RADIUSA a S CENTROM W TO�KE
��� �� PRI GRANI�NOM USLOWII ujr�a � ��

�� rE�ITX URAWNENIE �u � A �B �x� � y�� W KOLXCE a � � � b� ESLI

uj��a � A��
�u

��

����
��b

� ��

nA�ALO KOORDINAT NAHODITSQ W CENTRE KOLXCA�
�� pOSTROITX FUNKCI� ISTO�NIKA DLQ URAWNENIQ lAPLASA �PERWAQ KRA�

EWAQ ZADA�A�� A� DLQ POLUKRUGA� B� DLQ KOLXCA� W� DLQ SLOQ �� � z � l��
�� nAJTI GARMONI�ESKU� FUNKCI� WNUTRI KOLXCA a � � � b� UDOWLE�

TWORQ��U� SLEDU��IM GRANI�NYM USLOWIQM�

uj��a � f� ���� uj��b � f� ����

�� nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ lAPLASA �u � � W POLUPLOSKOSTI y � �
S GRANI�NYM USLOWIEM

u �x� �� �

�
� PRI x 	 ��

u� PRI x � ��

�� nAJTI FUNKCI� u ��� ��� GARMONI�ESKU� WNUTRI KRUGOWOGO SEKTORA
� � a� � � � � �� PRI GRANI�NYH USLOWIQH�

A� uj��� � q�� uj���� � q�� uj��a � q�� GDE q� I q� 	POSTOQNNYE�
B� uj��� � uj���� � �� uj��a � f ����

�� sM� PODROBNEE� pETRO W S K IJ i� g� lEKCII OB URAWNENIQH S �ASTNYMI
PROIZWODNYMI� m�� ����� x ���



��� urawneniq �llipti�eskogo tipa �gl� IV

��� mETODOM KONE�NYH RAZNOSTEJ RE�ITX PERWU� KRAEWU� ZADA�U DLQ
URAWNENIQ �u � � WNUTRI PRQMOUGOLXNIKA �� x� a� �� y � b� PODRAZDELQQ
KAVDU� IZ EGO STORON NA � RAWNYH �ASTEJ� ESLI GRANI�NYE USLOWIQ IME�T
WID

ujx�� �
y

b

�
� � y

b

�
� ujy�b �

x

a
sin

�

a
x� ujx�a � ujy�� � ��

sRAWNITX S ANALITI�ESKIM RE�ENIEM �SM� dOPOLNENIE I� x ���
��� nAJTI OB�EMNYJ POTENCIAL SFERY PRI POSTOQNNOJ PLOTNOSTI � �

� ���
uKAZANIE� rE�ITX URAWNENIQ �u � � WNE SFERY I �u � ��� WNUTRI

SFERY I RE�ENIQ SOPRQGATX NA POWERHNOSTI SFERY�
��� nAJTI POTENCIAL PROSTOGO SLOQ� RASPREDELENNOGO S POSTOQNNOJ

PLOTNOSTX� � � �� NA SFERE�
uKAZANIE� iSKATX RE�ENIE URAWNENIQ �u � � WNE I WNUTRI SFERY I

WOSPOLXZOWATXSQ DLQ SOPRQVENIQ USLOWIQMI RAZRYWA PROIZWODNOJ POTENCI�
ALA PROSTOGO SLOQ�

�� rE�ITX PERWU� KRAEWU� ZADA�U DLQ OGRANI�ENNOGO KRUGLOGO CI�
LINDRA �� � a� � � z � l��

A� NA OSNOWANIQH CILINDRA ZADANY NULEWYE GRANI�NYE USLOWIQ �PERWO�
GO ILI WTOROGO RODA�� A NA BOKOWOJ POWERHNOSTI

uj��a � f �z��

B� NA BOKOWOJ POWERHNOSTI I NA ODNOM IZ OSNOWANIJ CILINDRA ZADANY
NULEWYE GRANI�NYE USLOWIQ �PERWOGO I WTOROGO RODA�� A NA WTOROM OSNOWANII
CILINDRA

u � f ����

NAPRIMER f ��� � A� ��� ��a��
��� rE�ITX NEODNORODNOE URAWNENIE

�u � �f

W NEOGRANI�ENNOJ CILINDRI�ESKOJ OBLASTI PRI NULEWYH GRANI�NYH USLOWI�
QH �PERWOGO ILI WTOROGO RODA� I POSTROITX FUNKCI� ISTO�NIKA�

��� nAJTI GARMONI�ESKU� WNUTRI SFERY FUNKCI�� RAWNU� u� NA ODNOJ
POLOWINE SFERY I u� NA WTOROJ POLOWINE SFERY�

��� nAPISATX RAZLOVENIE PO SFERI�ESKIM FUNKCIQM PLOTNOSTI POWERH�
NOSTNYH ZARQDOW� INDUCIROWANNYH NA PROWODQ�EJ SFERE TO�E�NYM ZARQDOM�

��� rE�ITX ZADA�U O POLQRIZACII DI�LEKTRI�ESKOGO �ARA W POLE TO�
�E�NOGO ZARQDA�

��� wY�ISLITX GRAWITACIONNYJ POTENCIAL PLOSKOGO DISKA� sRAWNITX S
ASIMPTOTI�ESKIM PREDSTAWLENIEM GRAWITACIONNOGO POTENCIALA NA BOLX�IH
RASSTOQNIQH�

��� wY�ISLITX MAGNITNYJ POTENCIAL KRUGOWOGO TOKA�
��� rE�ITX ZADA�U O WOZMU�ENII PLOSKOPARALLELXNOGO �LEKTRI�ESKOGO

POLQ IDEALXNO PROWODQ�EJ SFEROJ� rE�ITX ZADA�U DLQ ABSOL�TNO NEPROWO�
DQ�EJ SFERY�



I� asimptotika ob�emnogo potenciala ���

priloveniq k glawe IV

I� aSIMPTOTI�ESKOE WYRAVENIE OB
EMNOGO POTENCIALA

pRI IZU�ENII OB�EMNOGO POTENCIALA

V �M� �

ZZZ
T

� �P � d�P
d

� GDE d � RMP � ���

NA BOLX�IH RASSTOQNIQH OT TELA OBY�NO PRINIMA�T ZNA�ENIQ POTEN�
CIALA RAWNYMI m�R� GDE m
MASSA TELA T � R
 RASSTOQNIE OT EGO
CENTRA TQVESTI DO TO�KI NABL�DENIQ� uSTANOWIM BOLEE TO�NOE ASIM�

PTOTI�ESKOE WYRAVENIE DLQ V ���
pUSTX �
cFERA S CENTROM W NA�ALE KOORDINAT� CELIKOM SODER�

VA�AQ TELO T � wNE �TOJ SFERY POTENCIAL BUDET GARMONI�ESKOJ FUNK�
CIEJ�

rIS� �


rASSTOQNIE OT TO�KI NABL�DENIQ M �x� y� z� DO PEREMENNOJ TO�KI
WNUTRI TELA M� �x�� y�� z�� �RIS� ���� PO KOTOROJ PROIZWODITSQ INTE�
GRIROWANIE� RAWNO

d �
q
r� � r�� � �rr� cos �

�r � jOM j� r� � jOM�j��
���

OTKUDA

�

d
�

�

r

�p
� � �� � ���

�

� �
r�
r
� � � cos ��

���

�� sMIRNO W w� i� kURS WYS�EJ MATEMATIKI� m�� ����� t� IV� �� ��
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tAK KAK r� � r� TO � � �� I PO�TOMU IMEET MESTO RAZLOVENIE �SM�
dOPOLNENIE II� �� II� x ��

�

d
�

�

r

�X
n��

�n Pn ���� ���

GDE Pn ���
 POLINOM lEVANDRA n�GO PORQDKA� pODSTAWLQQ �TO WYRA�
VENIE W FORMULU ��� I U�ITYWAQ� �TO ��r NE ZAWISIT OT PEREMENNYH
INTEGRIROWANIQ� POLU�AEM

V �M� �
�

r

ZZZ
T

�

�X
n��

�n Pn ��� d� � V� � V� � V� � � � � �

�
�

r

ZZZ
T

� d� �
�

r�

ZZZ
T

�r�P� ��� d� �
�

r�

ZZZ
T

�r��P� ��� d� � � � � ���

pERWYJ �LEN RAWEN m�r� GDE m
MASSA WSEGO TELA� I DAET NAM PERWOE
PRIBLIVENIE DLQ WY�ISLENIQ POTENCIALA PRI BOLX�IH r�

pEREJDEM K WY�ISLENI� SLEDU��IH �LENOW RAZLOVENIQ ���� pO�
DYNTEGRALXNOE WYRAVENIE WO WTOROM �LENE RAWNO

�P� ��� r� � ��r� � �r� cos � �
�xx� � �yy� � �zz�

r
�

wELI�INY x� y� z I r NE ZAWISQT OT PEREMENNYH INTEGRIROWANIQ I
MOGUT BYTX WYNESENY ZA ZNAK INTEGRALA� pOSLE �TOGO WTOROJ �LEN RAZ�
LOVENIQ POTENCIALA PRINIMAET WID

�

r�

ZZZ
T

�r�P� ��� d� �
�

r�
�M�x�M�y �M�z� �

M

r�
�x�x � y�y � z�z��

GDE

M� �

ZZZ
T

�x� d� � M �x� M� �

ZZZ
T

�y� d� �M �y�

M� �

ZZZ
T

�z� d� � M �z


MOMENTY ��GO PORQDKA� �x� �y� �z
 KOORDINATY CENTRA TQVESTI� tA�
KIM OBRAZOM� WTOROJ �LEN UBYWAET KAK ��r�� eSLI NA�ALO KOORDINAT
POMESTITX W CENTRE TQVESTI � �x � �� �y � �� �z � ��� TO V� � ��

rASSMOTRIM TRETIJ �LEN RAZLOVENIQ�pREOBRAZUEM PODYNTEGRALX�
NOE WYRAVENIE	

�r��P� ��� � �r��
��� � �

�
� �r��

� �xx� � yy� � zz��
� � r��r

�

�r��r
�

�

�
�

�r�
 
� �x�x� y�y � z�z�

� � r��r
�
!
�
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wWODQ OBOZNA�ENIQ

Mik �

ZZZ
T

�xixk d� �x � x�� y � x�� z � x���

PRIHODIM K SLEDU��EMU WYRAVENI� DLQ V�	

V� �
�

r�

ZZZ
T

�r��P� ��� d� �

�
�

�r

�
x� ��M�� � �M�� �M�� �M���� �

� y� ��M�� � �M�� �M�� �M���� � z� ��M�� � �M�� �M�� �M���� �

� � � �xyM�� � � � �xzM�� � � � �yzM��

�
�

pOLINOM� STOQ�IJ W FIGURNYH SKOBKAH� QWLQETSQ GARMONI�ESKIM PO�
LINOMOM� TAK KAK ON MOVET BYTX ZAPISAN W WIDE

V� �
�

�r

�
�x� � y�� �M�� �M���� �z� � x�� �M�� �M��� �

� �y� � z�� �M�� �M��� � � �xyM�� � xzM�� � yzM���

�
�

GDE KAVDOE SLAGAEMOE UDOWLETWORQET URAWNENI� lAPLASA� kO�FFICI�
ENTY� STOQ�IE W KWADRATNYH SKOBKAH� WYRAVA�TSQ �EREZ MOMENTY
INERCII� mOMENT INERCII TELA T OTNOSITELXNO OSI x � KAK IZWESTNO�
RAWEN

A �

ZZZ
T

� �y�� � z��� d� � M�� �M���

aNALOGI�NO MOMENTY INERCII OTNOSITELXNO OSEJ y I z RAWNY

B � M�� �M��� C � M�� �M���

oTS�DA SLEDUET� �TO

M�� �M�� � B �A� M�� �M�� � C �A� M�� �M�� � C �B�

w REZULXTATE MY PRIHODIM K ASIMPTOTI�ESKOMU WYRAVENI� DLQ
POTENCIALA

V �� m

r
�
m

r�
�x�x� y�y� z�z� �

�

�r

�
�x�� y���B�A�� �y�� z���C �B� �

� �z� � x�� �A � C� � � �xyM�� � yzM�� � zxM���

�
� ���



��� priloveniq k glawe IV

SPRAWEDLIWOMU S TO�NOSTX� DO �LENOW PORQDKA ��r��
wYRAVENIE ��� UPRO�AETSQ� ESLI POMESTITX NA�ALO KOORDINAT W

CENTRE TQVESTI� A OSI KOORDINAT NAPRAWITX PO GLAWNYM OSQM INERCII	

V �� m

r
�

�

�r
�
�x� � y�� �B �A� � �y� � z�� �C �B� �

� �z� � x�� �A� C�
�
� ���

pOLU�ENNOE ASIMPTOTI�ESKOE PREDSTAWLENIE POTENCIALA POZWOLQ�
ET OTWETITX NA RQD WOPROSOW OBRATNOJ ZADA�I TEORII POTENCIALA� ZA�
KL��A��EJSQ W OPREDELENII HARAKTERISTIK TELA PO EGO POTENCIALU
�ILI KAKIM�LIBO EGO PROIZWODNYM��

w SAMOM DELE� OPREDELQQ KO�FFICIENTY RAZLOVENIQ ���� MOVNO
NAJTI MASSU� KOORDINATY CENTRA TQVESTI I MOMENTY INERCII TELA�

II� zADA�I �LEKTROSTATIKI

w ZADA�AH �LEKTROSTATIKI RE�ENIE URAWNENIJ mAKSWELLA SWODIT�
SQ K OTYSKANI� ODNOJ SKALQRNOJ FUNKCII
 POTENCIALA �� SWQZANNOGO
S NAPRQVENNOSTX� POLQ SOOTNO�ENIEM

E � � grad��

iSPOLXZUQ URAWNENIE mAKSWELLA

divE � ����

POLU�AEM

�� � �����
tAKIM OBRAZOM� POTENCIAL UDOWLETWORQET URAWNENI� pUASSONA W TEH
TO�KAH PROSTRANSTWA� GDE NAHODQTSQ �LEKTRI�ESKIE ZARQDY� I URAWNE�
NI� lAPLASA
 W TEH TO�KAH� GDE ZARQDOW NET�

�� oSN OW N OJ Z AD A � EJ � L E KTR O S T A TI K I QWLQETSQ OTYSKA�
NIE POLQ� SOZDAWAEMOGO SISTEMOJ ZARQDOW NA ZADANNYH PROWODNIKAH�
pRI �TOM WOZMOVNY DWE RAZLI�NYE POSTANOWKI �TOJ ZADA�I�

A� zADA�TSQ POTENCIALY PROWODNIKOW I TREBUETSQ OPREDELITX PO�
LE WNE PROWODNIKOW I PLOTNOSTX ZARQDOW NA PROWODNIKAH� mATEMATI�
�ESKAQ FORMULIROWKA ZADA�I SOSTOIT W SLEDU��EM�

tREBUETSQ NAJTI FUNKCI� �� UDOWLETWORQ��U� URAWNENI� lA�
PLASA

�� � �

WS�DU WNE ZADANNOJ SISTEMY PROWODNIKOW� OBRA�A��U�SQ W NULX NA
BESKONE�NOSTI I PRINIMA��U� ZADANNYE ZNA�ENIQ �i NA POWERHNO�
STQH PROWODNIKOW Si	

�jSi � �i� �i � const�



II� zada�i �lektrostatiki ���

tAKIM OBRAZOM� W �TOM SLU�AE MY PRIHODIM K PERWOJ KRAEWOJ ZADA�E
DLQ URAWNENIQ lAPLASA� eDINSTWENNOSTX EE RE�ENIQ SLEDUET IZ OB�EJ
TEORII�

B� wOZMOVNA I OBRATNAQ POSTANOWKA ZADA�I� nA PROWODNIKAH ZADA�
�TSQ POLNYE ZARQDY� tREBUETSQ OPREDELITX POTENCIALY PROWODNIKOW�
RASPREDELENIE ZARQDOW PO IH POWERHNOSTQM I POLE WNE PROWODNIKOW�
rE�ENIE �TOJ ZADA�I SWODITSQ K OTYSKANI� FUNKCII �� UDOWLETWO�
RQ��EJ URAWNENI� lAPLASA

�� � �

WNE ZADANNOJ SISTEMY PROWODNIKOW� OBRA�A��EJSQ W NULX NA BESKO�
NE�NOSTI� PRINIMA��EJ NA POWERHNOSTQH PROWODNIKOW NEKOTORYE PO�
STOQNNYE ZNA�ENIQ

�jSi � const

I UDOWLETWORQ��EJ INTEGRALXNOMU SOOTNO�ENI� NA POWERHNOSTQH
PROWODNIKOW I

Si

�

n
d� � ���ei�

GDE ei�POLNYJ ZARQD i�GO PROWODNIKA�
�� eDINSTWENNOSTX RE�ENIQ WTOROJ ZADA�I IZ OB�EJ TEORII NE

SLEDUET� NO MOVET BYTX LEGKO DOKAZANA�
pREDPOLOVIM� �TO SU�ESTWUET DWA RE�ENIQ �� I �� ZADA�I �B��

tOGDA IH RAZNOSTX

�� � �� � ��

BUDET UDOWLETWORQTX URAWNENI�

��� � �

I USLOWIQM

��jSi � const�

I
Si

��

n
d� � �� ��j� � ��

zAKL��IM WSE ZADANNYE PROWODNIKI WNUTRX SFERY �R DOSTATO�NO
BOLX�OGO RADIUSA R I PRIMENIM K FUNKCII �� PERWU� FORMULU gRI�
NA W OBLASTI TR� OGRANI�ENNOJ SFEROJ �R I POWERHNOSTQMI PROWOD�
NIKOW Si	 Z

TR

�r���� d� �

Z
	R

��
��

n
d� �

nX
i��

Z
Si

��
��

n
d��
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w SILU USLOWIJ NA BESKONE�NOSTI �� I NA POWERHNOSTQH�MY POLU�IM

lim
R��

Z
TR

�r���� d� � ��

OTKUDA� WSLEDSTWIE POLOVITELXNOSTI PODYNTEGRALXNOGO WYRAVENIQ�
SLEDUET

r�� � �� ILI �� � const�

WS�DU W RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI� u�ITYWAQ USLOWIE NA BESKONE�NO�
STI ��j� � �� POLU�AEM

�� � ��

�TO I DOKAZYWAET EDINSTWENNOSTX POSTAWLENNOJ ZADA�I�
�� iZ EDINSTWENNOSTI RE�ENIQ KRAEWOJ ZADA�I DLQ URAWNENIQ lA�

PLASA SLEDUET� �TO POTENCIAL UEDINENNOGO PROWODNIKA PRQMO PROPOR�
CIONALEN SOOB�ENNOMU EMU ZARQDU	

e

�
� C�

w SAMOM DELE� ESLI NA UEDINENNYJ PROWODNIK POMESTITX ZARQDY e
I e� � me� TO SOOTWETSTWU��IE POTENCIALY � I �� DOLVNY UDOWLE�
TWORQTX URAWNENIQM

�� � �� ��� � �

I GRANI�NYM USLOWIQM

� �

��

I
S

�

n
d� � e� � �

��

I
S

��

n
d� � me�

OTKUDA I SLEDUET� �TO �� �m� � �� T� E�
��

�
�
e�

e
�

nA POWERHNOSTI UEDINENNOGO PROWODNIKA POLU�AEM

e�

��
�

e

�
� C � const�

�TU POSTOQNNU� C NAZYWA�T EM K O S T X� UEDINENNOGO PROWODNIKA�
oNA NE ZAWISIT OT ZARQDA PROWODNIKA� A OPREDELQETSQ FORMOJ I RAZME�

�� iZ USLOWIQ ��j� � � SLEDUET REGULQRNOSTX FUNKCII �� NA BESKONE�NO�
STI �SM� S� ����� W SILU �EGOZ

	R

�� ��
�

�n
d� � � PRI R���



II� zada�i �lektrostatiki ���

RAMI POSLEDNEGO� tAKIM OBRAZOM� DLQ UEDINENNOGO PROWODNIKA IMEET
MESTO SOOTNO�ENIE

e � C�� C � � �

��

I
S

�

n
d��

eMKOSTX UEDINENNOGO PROWODNIKA �ISLENNO RAWNA ZARQDU� PRI SOOB�
�ENII KOTOROGO PROWODNIK PRIOBRETAET POTENCIAL� RAWNYJ �� eSLI
PROWODNIK NE UEDINEN� TO EGO POTENCIAL SU�ESTWENNO ZAWISIT OT FOR�
MY I RASPOLOVENIQ DRUGIH PROWODNIKOW� dLQ SISTEMY PROWODNIKOW
IME�T MESTO SOOTNO�ENIQ

e� � C���� � C����� � ��� � � � �� C�n��n � ����

e� � C����� � ��� � C���� � � � �� C�n��n � ����

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

en � Cn���� � �n� � Cn���� � �n� � � � �� Cnn�n�

GDE ei I �i
 ZARQD I POTENCIAL i�GO PROWODNIKA� wELI�INA Cik IMEET
SMYSL WZAIMNOJ EMKOSTI i�GO PROWODNIKA PO OTNO�ENI� K k�MU PRO�
WODNIKU� oNA MOVET BYTX OPREDELENA KAK TOT ZARQD� KOTORYJ DOLVEN
BYTX SOOB�EN i�MU PROWODNIKU DLQ TOGO� �TOBY WSE PROWODNIKI� KROME
k�GO� IMELI NULEWOJ POTENCIAL� A k�J PROWODNIK
POTENCIAL ��

�� lEGKO POKAZATX� �TO MATRICA KO�FFICIENTOW Cik QWLQETSQ
SIMMETRI�NOJ� T� E� IME�T MESTO SOOTNO�ENIQ

Cik � Cki�

dLQ OPREDELENNOSTI RASSMOTRIM SLU�AJ DWUH PROWODNIKOW� HOTQ I W
SLU�AE n PROWODNIKOW DOKAZATELXSTWO OSTAETSQ TEM VE�

pUSTX ZADANY DWA PROWODNIKA a I b� tOGDA OPREDELENIE KO�F�

FICIENTOW Cab I Cba SWEDETSQ K OPREDELENI� FUNKCIJ u��� I u����
UDOWLETWORQ��IH URAWNENIQM

�u��� � � I �u��� � �

I GRANI�NYM USLOWIQM

u���jSa � �� u���jSb � �� u���j� � ��

� �

��

I
Sa

u���

n
d� � e���a � Cab�

u���jSa � �� u���jSb � �� u���j� � ��

� �

��

I
Sb

u���

n
d� � e

���
b � Cba�
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oPI�EM SFERU �R DOSTATO�NO BOLX�OGO RADIUSA R � ZAKL��A��
�U� OBA PROWODNIKA a I b� I PRIMENIM FORMULU gRINA K FUNKCIQM

u��� I u��� W OBLASTI MEVDU POWERHNOSTX� �R I POWERHNOSTQMI PRO�
WODNIKOW Sa I Sb	Z
TR

�u����u��� � u����u���� d� �

Z
	R�Sa�Sb

�
u���

u���

n
� u���

u���

n

�
d��

iNTEGRAL W LEWOJ �ASTI �TOGO RAWENSTWA RAWEN NUL�� iSPOLXZUQ GRA�
NI�NYE USLOWIQ I USLOWIQ W BESKONE�NOSTI� POLU�AEMZ

Sb

u���

n
d� �

Z
Sa

u���

n
d� � ��

ILI

Cab � Cba�

�TO I TREBOWALOSX DOKAZATX�
�� pEREJDEM K KONKRETNYM PRIMERAM�
rASSMOTRIM ZADA�U O POLE ZARQVENNOGO �ARA� pUSTX NA POWERHNO�

STI PROWODQ�EGO �ARA RADIUSA a ZADAN POTENCIAL ��� rE�AQ ZADA�U
�� LEGKO POKAZATX� �TO POLE I PLOTNOSTX ZARQDOW NA POWERHNOSTI �ARA
W �TOM SLU�AE BUDUT OPREDELQTXSQ WYRAVENIQMI

� �
��
r
a I � �

��
��a

�

eSLI WMESTO POTENCIALA NA POWERHNOSTI �ARA �� ZADAN POLNYJ ZARQD
e�� SOOB�ENNYJ �ARU� TO

�� �
e�
a
� � �

e�
��a�

� � �
e�
r

�r 
 a��

pRI �TOM EMKOSTX �ARA

C � a�

T� E� W ABSOL�TNYH EDINICAH EMKOSTX UEDINENNOGO �ARA �ISLENNO RAW�
NA EGO RADIUSU�

w KA�ESTWE SLEDU��EGO PRIMERA RASSMOTRIM ZADA�U O SFERI�E�
SKOM KONDENSATORE �SISTEMA DWUH KONCENTRI�ESKIH PROWODQ�IH SFER��

pUSTX WNUTRENNIJ �AR RADIUSA r� IMEET ZADANNYJ POTENCIAL
V�� A WNE�NIJ �AR RADIUSA r� ZAZEMLEN� tOGDA OPREDELENIE POLQ
WNUTRI KONDENSATORA SWODITSQ K OTYSKANI� FUNKCII �� UDOWLETWO�
RQ��EJ URAWNENI�

�� � �
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lEGKO POKAZATX� �TO W �TOM SLU�AE
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A EMKOSTX SFERI�ESKOGO KONDENSATORA RAWNA

C �
r�r�

r� � r�
�

bOLEE SLOVNOJ ZADA�EJ QWLQETSQ OPREDELENIE POTENCIALA SFERY
W PRISUTSTWII DRUGOJ SFERY� NE KONCENTRI�ESKOJ S DANNOJ� �TA ZA�
DA�A RE�AETSQ METODOM OTRAVENIJ� aNALITI�ESKOE RE�ENIE DOWOLXNO

GROMOZDKO� I MY ZDESX PRIWODITX EGO NE BUDEM ���
�� pEREJDEM K DWUMERNYM ZADA�AM�
w KA�ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM CILINDRI�ESKIJ KONDENSATOR�

OBRAZOWANNYJ DWUMQ BESKONE�NO DLINNYMI KOAKSIALXNYMI CILINDRA�
MI� NA ODNOM IZ KOTORYH RAWNOMERNO RASPREDELEN �LEKTRI�ESKIJ ZARQD�
o�EWIDNO� �TO RE�ENIE ZADA�I ODINAKOWO WO WSEH PLOSKOSTQH� PARAL�
LELXNYH PLOSKOSTI NORMALXNOGO SE�ENIQ CILINDRA� pO�TOMU ZADA�U
MOVNO RASSMATRIWATX KAK PLOSKU� I WMESTO POLNOGO ZARQDA ZADAWATX
ZARQD NA EDINICU DLINY ��

eSLI WNE�NIJ CILINDR RADIUSA r� ZAZEMLEN� A NA WNUTRENNEM

RADIUSA r� 
 ZADAN ZARQD �� TO POTENCIAL POLQ W KONDENSATORE OPRE�
DELQETSQ WYRAVENIEM
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A EMKOSTX EDINICY DLINY CILINDRI�ESKOGO KONDENSATORA RAWNA

C �
�

� ln�r��r��
�

rASSMOTRENNYJ PRIMER POZWOLQET RE�ITX BOLEE SLOVNU� ZADA�U
OPREDELENIQ EMKOSTI PROWODA� RASPOLOVENNOGO NAD PROWODQ�EJ PLOS�
KOSTX�� pUSTX NAD BESKONE�NOJ PLOSKOSTX� NA RASSTOQNII l OT NEE
NAHODITSQ BESKONE�NO DLINNYJ PROWOD RADIUSA �� NA KOTOROM RASPRE�
DELEN ZARQD S PLOTNOSTX� � �ZARQD NA EDINICU DLINY�� qSNO� �TO I
�TA ZADA�A MOVET RE�ATXSQ KAK DWUMERNAQ�

III� oSNOWNAQ ZADA�A �LEKTRORAZWEDKI

dLQ IZU�ENIQ NEODNORODNOSTI ZEMNOJ KORY W CELQH RAZWEDKI POLEZ�
NYH ISKOPAEMYH �IROKO PRIMENQ�TSQ �LEKTRI�ESKIE METODY� oSNOW�
NAQ SHEMA �LEKTRORAZWEDKI POSTOQNNYM TOKOM ZAKL��AETSQ W SLEDU��
�EM� pRI POMO�I ZAZEMLENNYH �LEKTRODOW W ZEML� PROPUSKAETSQ TOK

�� sM�� fRA NK f�� mIZ E S r� dIFFERENCIALXNYE I INTEGRALXNYE URAW�
NENIQ MATEMATI�ESKOJ FIZIKI� l�� m�� ���
� t� II� s� 
���

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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OT PITA��EJ BATAREI� nA POWERHNOSTI ZEMLI IZMERQ�TSQ NAPRQVE�
NIQ SOZDANNOGO TAKIM OBRAZOM POLQ POSTOQNNOGO TOKA� pRI POMO�I
NABL�DENIJ NA POWERHNOSTI OPREDELQ�T PODZEMNU� STRUKTURU� mE�
TODY OPREDELENIQ PODZEMNYH STRUKTUR �INTERPRETACIQ NABL�DENIJ�
BAZIRU�TSQ NA MATEMATI�ESKOM RE�ENII SOOTWETSTWU��IH ZADA��

pOTENCIAL POLQ POSTOQNNOGO TOKA W ODNORODNOJ SREDE UDOWLETWO�
RQET URAWNENI� lAPLASA

�V � � �z 
 �� ���

PRI DOPOLNITELXNOM USLOWII
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z
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z��

� �� ���

KOTOROE OZNA�AET� �TO WERTIKALXNAQ SOSTAWLQ��AQ PLOTNOSTI TOKA
�SM� S� ���� NA ��DNEWNOJ�� POWERHNOSTI z � � RAWNA NUL�� TAK KAK
POLUPROSTRANSTWO z � � �WOZDUH� NEPROWODQ�EE�

rASSMOTRIM TO�E�NYJ �LEKTROD NA GRANICE POLUPROSTRANSTWA W
TO�KE A� o�EWIDNO� �TO POTENCIAL POLQ BUDET RAWEN

V �
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��R
� ���

GDE R
 RASSTOQNIE OT ISTO�NIKA A� �
UDELXNOE SOPROTIWLENIE SRE�
DY� A I
 SILA TOKA� �TA FUNKCIQ OTLI�AETSQ OT FUNKCII ISTO�NIKA
W NEOGRANI�ENNOM PROSTRANSTWE KO�FFICIENTOM � W SILU USLOWIQ ����

iZMERQQ RAZNOSTX POTENCIALOW W TO�KAH M I N � LEVA�IH NA
ODNOJ PRQMOJ S A� PRI POMO�I IZMERITELXNOJ CEPI� POLU�AEM

V �M�� V �N� �
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GDE �r
 RASSTOQNIE MEVDU TO�KAMI N I M �
pREDPOLAGAQ� �TO TO�KI M I N DOSTATO�NO BLIZKI MEVDU SOBOJ�

IMEEM ����V �M�� V �N�
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GDE r
 RASSTOQNIE TO�KI O �CENTRA PRIEMNOJ CEPI MN� OT PITA�
��EGO �LEKTRODA� sILA TOKA I W PITA��EJ CEPI IZWESTNA� TAK KAK
REGISTRIRUETSQ W TE�ENIE HODA RABOTY� oTS�DA DLQ SOPROTIWLENIQ
ODNORODNOGO POLUPROSTRANSTWA POLU�IM
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eSLI SREDA NEODNORODNA� TO WELI�INU �� OPREDELQEMU� PO FORMULE ����
NAZYWA�T KAVU�IMSQ SOPROTIWLENIEM I OBOZNA�A�T �EREZ �k� �k NE
BUDET POSTOQNNOJ WELI�INOJ�

rASSMOTRIM ZADA�U O WERTIKALXNOM �LEKTRI�ESKOM ZONDIROWANII�
KOGDA SLOI ZEMNOJ KORY ZALEGA�T GORIZONTALXNO I SOPROTIWLENIE IH
ZAWISIT TOLXKO OT GLUBINY	

� � � �z��

w �TOM SLU�AE KAVU�EESQ SOPROTIWLENIE BUDET FUNKCIEJ RASSTOQ�
NIQ r � jAOj� zADA�A INTERPRETACII REZULXTATOW WERTIKALXNYH �LEK�
TRI�ESKIH ZONDIROWANIJ ZAKL��AETSQ W OPREDELENII FUNKCII � �z��
DA��EJ ��LEKTRI�ESKIJ RAZREZ� SREDY PO IZWESTNYM ZNA�ENIQM �k �r��

rASSMOTRIM PODROBNEE ZADA�U O DWUHSLOJNOJ SREDE� KOGDA ODNOROD�
NYJ SLOJ MO�NOSTI l I SOPROTIWLENIQ �� LEVIT NA ODNORODNOJ SREDE
S SOPROTIWLENIEM ��	
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o�EWIDNO� �TO NA NEBOLX�IH RASSTOQNIQH r� l KAVU�EESQ SOPRO�
TIWLENIE �k RAWNO ��� TAK KAK WLIQNIE PODSTILA��EJ SREDY BUDET
SKAZYWATXSQ MALO� dLQ BOLX�IH RASSTOQNIJ �r � l� �k BUDET RAWNO
���

zADA�A SWODITSQ� TAKIM OBRAZOM� K NAHOVDENI� RE�ENIQ URAWNE�
NIQ lAPLASA V� W SLOE � � z � l I V� W POLUPROSTRANSTWE z 
 l� pRI
z � l DOLVNY WYPOLNQTXSQ USLOWIQ NEPRERYWNOSTI POTENCIALA
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pRI z � � POTENCIAL V� DOLVEN UDOWLETWORQTX USLOWI� ���� A W TO��
KE A� KOTORU� MY WYBEREM ZA NA�ALO CILINDRI�ESKIH KOORDINAT
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 OGRANI�ENNAQ FUNKCIQ�
fUNKCIQ V� DOLVNA BYTX OGRANI�ENNOJ NA BESKONE�NOSTI� fUNK�

CII v� I V� UDOWLETWORQ�T URAWNENI� ���� KOTOROE W SILU CILINDRI�
�ESKOJ SIMMETRII ZADA�I PRIOBRETAET WID
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mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH DAET DLQ V DWA TIPA RE�ENIJ� OGRANI�
�ENNYH PRI r � �	

e��z J� ��r��

GDE J�
FUNKCIQ bESSELQ NULEWOGO PORQDKA �SM� dOPOLNENIE II� �� I�
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�SM� dOPOLNENIE II� �� I� x �� I OBOZNA�ILI ��I
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oSTAW�IESQ POSTOQNNYE A� I A� OPREDELQ�TSQ IZ USLOWIJ ��� I
��� DLQ z � l� KOTORYE SWODQTSQ K SISTEME ALGEBRAI�ESKIH URAWNENIJ
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pOLAGAQ z � �� POLU�AEM RASPREDELENIE POTENCIALA NA POWERHNO�
STI ZEMLI	

V� �r� �� �
I��
��

	
�

r
� �

�X
n��

knp
r� � ��nl��



� ����

OTKUDA

V�
r

� � I��
��

	
�

r�
� �

�X
n��

knr

�r� � ��nl���
	��



�

I DLQ �k PO FORMULE ��� IMEEM

�k � ��

	
� � �

�X
n��

knr�

�r� � ��nl���
	��



�

� ��

	
� � �

�X
n��

kn ������

������� � n��
	��



� �� f���� ����

GDE � � r�l� f��� OBOZNA�AET WYRAVENIE W KWADRATNYH SKOBKAH� pRI
r � l IMEEM
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	TOBY OCENITX POWEDENIE �k PRI BOLX�IH r� USTREMIM W FORMULE ����
r 	 
 �� 	 
�� pREDEL n�GO �LENA SUMMY BUDET RAWEN kn� OTKUDA
SLEDUET� �TO
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sRAWNIWAQ �KSPERIMENTALXNU� KRIWU� S KRIWOJ� ZADAWAEMOJ FORMULOJ
����� MY MOVEM OPREDELITX �� PO ZNA�ENIQM �k PRI MALYH ZNA�ENI�
QH r I �� 
 PO ZNA�ENIQM �k PRI BOLX�IH ZNA�ENIQH r� mO�NOSTX
WERHNEGO PROWODQ�EGO SLOQ l OPREDELQETSQ PODBOROM� oNA RAWNA TOMU
ZNA�ENI� l� PRI KOTOROM �MPIRI�ESKAQ KRIWAQ KAK FUNKCIQ � ��� �
� � �r�l� NAIBOLEE BLIZKO PODHODIT K KRIWOJ� WY�ISLQEMOJ PO FORMULE
����� nA TEHNIKE PODBORA� PROIZWODIMOGO S POMO�X� BILOGARIFMI�E�

SKIH MAS�TABOW� MY NE BUDEM OSTANAWLIWATXSQ���
w SLU�AE MNOGOSLOJNYH RAZREZOW KRIWYE DLQ �k WY�ISLQ�TSQ ANA�

LOGI�NO� hARAKTER �LEKTRI�ESKOGO RAZREZA SREDY OPREDELQETSQ PRI
POMO�I PODBORA TEORETI�ESKOJ KRIWOJ� NAIBOLEE TO�NO APPROKSIMI�
RU��EJ �MPIRI�ESKU� KRIWU�� pRI UWELI�ENII �ISLA SLOEW TEHNIKA

��sM�� NAPRIMER� PREKRASNU� KNIGU a� i� zA B O R O W S K O G O ��LEKTRORAZ�
WEDKA �m�� l�� ������
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INTERPRETACII WESXMA OSLOVNQETSQ� TAK KAK �ISLO WSPOMOGATELXNYH
TEORETI�ESKIH KRIWYH SILXNO RASTET�

oTMETIM� �TO PRI RAZLI�NYH �LEKTRI�ESKIH RAZREZAH �� �z� ��
�� �� �z� SOOTWETSTWU��IE KAVU�IESQ SOPROTIWLENIQ TAKVE RAZLI��
NY	

�
���
k �r� �� �

���
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SLEDOWATELXNO� ZADA�A OB OPREDELENII �LEKTRI�ESKOGO RAZREZA PO KA�
VU�EMUSQ SOPROTIWLENI� S MATEMATI�ESKOJ TO�KI ZRENIQ IMEET EDIN�

STWENNOE RE�ENIE ���
zADA�I� ANALOGI�NYE RASSMOTRENNOJ ZADA�E �LEKTRORAZWEDKI�

WSTRE�A�TSQ W RAZLI�NYH OBLASTQH FIZIKI I TEHNIKI�
s �LEKTROSTATI�ESKIMI ZADA�AMI MY WSTRE�AEMSQ PRI KONSTRU�

IROWANII RAZLI�NYH �LEKTRONNYH PRIBOROW� S TEPLOWYMI I GIDRO�
DINAMI�ESKIMI
 WO MNOGIH OBLASTQH TEHNIKI �TEPLOOTDA�A ZDANIJ�

FILXTRACIQ WODY POD PLOTINOJ I T� D�� ���
zADA�I OPREDELENIQ MAGNITNOGO POLQ W NEODNORODNOJ SREDE WSTRE�

�A�TSQ� NAPRIMER� W MAGNITNOJ DEFEKTOSKOPII� dLQ OPREDELENIQ DE�
FEKTA W DETALI� NAPRIMER NALI�IQ PUSTOT POD POWERHNOSTX�� METAL�
LI�ESKU� DETALX POME�A�T MEVDU POL�SAMI MAGNITA I IZMERQ�T
MAGNITNOE POLE NA POWERHNOSTI DETALI� pO WOZMU�ENI� MAGNITNOGO
POLQ TREBUETSQ OPREDELITX NALI�IE DEFEKTA� A TAKVE� ESLI WOZMOVNO�
RAZMERY DEFEKTA� GLUBINU EGO ZALEGANIQ I T� D�

dLQ RE�ENIQ ZADA� ISPOLXZU�TSQ METODY MODELIROWANIQ� OSNO�
WANNYE NA PODOBII POTENCIALXNYH POLEJ RAZLI�NOJ FIZI�ESKOJ PRI�

RODY ���
w SAMOM DELE� RASSMOTRIM POTENCIALXNYE POLQ W NEODNORODNYH

SREDAH RAZLI�NOJ FIZI�ESKOJ PRIRODY �NAPRIMER� STACIONARNOE PO�
LE TEMPERATUR� MAGNITNOE POLE W NEODNORODNOJ SREDE� �LEKTROSTATI�E�
SKOE POLE� POLE SKOROSTEJ VIDKOSTI PRI FILXTRACII�� pOTENCIALXNYE
FUNKCII �TIH POLEJ u �x� y� z� W KAVDOJ ODNORODNOJ OBLASTI UDOWLE�
TWORQ�T URAWNENI� lAPLASA �u � �� nA GRANICE OBLASTEJ G� I G�

S RAZLI�NYMI KO�FFICIENTAMI TEPLOPROWODNOSTI� MAGNITNOJ PRONI�
CAEMOSTI I T� D� WYPOLNQETSQ USLOWIE
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 SOOTWETSTWU��IE FIZI�ESKIE POSTOQNNYE�
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STWENNYH ZADA� �� dan� ����� t� 
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pUSTX NA GRANICAH RAWNYH GEOMETRI�ESKIH OBLASTEJ ZADANY �I�
SLENNO RAWNYE ZNA�ENIQ POTENCIALOW ILI IH NORMALXNYH PROIZWODNYH
RAZLI�NYH FIZI�ESKIH POLEJ� pREDPOLOVIM� �TO FIZI�ESKIE NEODNO�
RODNOSTI �TIH OBLASTEJ GEOMETRI�ESKI RAWNY I ODINAKOWO RASPOLOVE�
NY� OTNO�ENIQ FIZI�ESKIH POSTOQNNYH �TEPLOPROWODNOSTEJ� MAGNIT�
NYH PRONICAEMOSTEJ I T� D�� L�BOJ PARY SOOTWETSTWENNYH NEODNOROD�
NOSTEJ TOVE RAWNY� tOGDA �ISLENNYE ZNA�ENIQ POTENCIALOW �TIH PO�
LEJ WO WNUTRENNIH SOOTWETSTWENNYH TO�KAH TAKVE RAWNY� POSKOLXKU
QWLQ�TSQ RE�ENIEM ODNOJ I TOJ VE MATEMATI�ESKOJ ZADA�I� IME��EJ
EDINSTWENNOE RE�ENIE�

IV� oPREDELENIE WEKTORNYH POLEJ

nARQDU SO SKALQRNYMI ZADA�AMI WO MNOGIH WOPROSAH �LEKTRODI�
NAMIKI I GIDRODINAMIKI �ASTO WSTRE�A�TSQ ZADA�I OB OPREDELENII
WEKTORNOGO POLQ PO ZADANNYM ROTORU I DIWERGENCII �TOGO POLQ�

dOKAVEM� �TO WEKTORNOE POLE A ODNOZNA�NO OPREDELENO WNUTRI
NEKOTOROJ OBLASTI G� OGRANI�ENNOJ ZAMKNUTOJ POWERHNOSTX� S� ESLI
ZADANY ROTOR I DIWERGENCIQ POLQ WNUTRI G	
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A NA GRANICE S ZADANA NORMALXNAQ SOSTAWLQ��AQ WEKTORA A	

AnjS � f �M�� ���

oTMETIM� �TO FUNKCII B� C I f NE MOGUT BYTX ZADANY PROIZ�
WOLXNO� dOLVNY WYPOLNQTXSQ SOOTNO�ENIQ
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fUNKCI� f BUDEM S�ITATX NEPRERYWNOJ NA POWERHNOSTI S� FUNKCII
B I C
 NEPRERYWNYMI W G WMESTE SO SWOIMI PROIZWODNYMI I POWERH�
NOSTX S
TAKOJ� �TO DLQ NEE RAZRE�IMA WTORAQ WNUTRENNQQ KRAEWAQ
ZADA�A PRI NEPRERYWNYH GRANI�NYH ZNA�ENIQH�

pOSTAWLENNU� ZADA�U BUDEM RE�ATX W NESKOLXKO �TAPOW� nAJDEM
WEKTOR A�� UDOWLETWORQ��IJ USLOWIQM

rotA� � �� ���

divA� � C� ���

iZ SOOTNO�ENIQ ��� SLEDUET� �TO

A� � grad�� ���



IV� opredelenie wektornyh polej ���

wZQW FUNKCI� � W WIDE

� �P � � � �

��

ZZZ
G

C �Q�

RPQ
d�Q� ���

MY UDOWLETWORIM I URAWNENI� ����
oPREDELIM TEPERX WEKTOR A� TAK� �TOBY

rotA� � B� ����

divA� � �� ����

pOLAGAQ

A� � rot���������� ����

MY UDOWLETWORIM USLOWI� ����� pODSTAWIW ���� W ����� POLU�IM

graddiv��������� ����������� � B� ����

pOTREBUEM� �TOBY

div��������� � �� ����

tOGDA URAWNENIE ���� DLQ WEKTORA ��������� PRIMET WID

���������� � �B� ����

rASSMOTRIM OBLASTX G�� CELIKOM SODERVA�U� OBLASTX G I OGRA�
NI�ENNU� POWERHNOSTX� S�� pRODOLVIM WEKTOR B W OBLASTX G� �G�
POTREBOWAW WYPOLNENIQ USLOWIJ	

�� NORMALXNAQ SOSTAWLQ��AQ Bn WEKTORA B NA GRANICE S NE�
PRERYWNA �SAM WEKTOR B� WOOB�E GOWORQ� RAZRYWEN�	 Bni � Bne�

�� Bn � � NA S�� ����

�� divB � � W G� �G� ����

uKAVEM� KAK OSU�ESTWITX TAKOE PRODOLVENIE B NA OBLASTX G� �
�G� pOLOVIM

B � grad� W G� �G�

uSLOWIE divB � � DAET

�� � � W G� �G� ����

gRANI�NYE USLOWIQ W SILU � I � IME�T WID

�

n
� Bni NA S� �����

�

n
� � NA S�� ������



��� priloveniq k glawe IV

GDE Bni
 PREDELXNOE ZNA�ENIE Bn NA WNUTRENNEJ STORONE S� dLQ
FUNKCII � MY POLU�IM WTORU� KRAEWU� ZADA�U ����
 ������� nEOB�
HODIMOE USLOWIE RAZRE�IMOSTI �TOJ ZADA�IZ Z

S�S�

�

n
dS �

Z Z
S

Bn dS � �

WYPOLNENO� TAK KAKZ Z
S

Bn dS �

ZZZ
G

divB d� � ��

pOLOVIW

��������� �P � �
�

��

ZZZ
G�

B �Q�

RPQ
d�Q�

P � P �x� y� z�� Q � Q��� �� ��� RPQ �
p
�x � ��� � �y � ��� � �z � ����

MY� O�EWIDNO� UDOWLETWORIM URAWNENI� �����
nETRUDNO UBEDITXSQ W TOM� �TO USLOWIE ���� TAKVE WYPOLNENO� w

SAMOM DELE� WY�ISLIM PROIZWODNYE

�x
x

�
�y
y

�
�z
z

�

pREDSTAWLQQ INTEGRAL PO OBLASTI G� W WIDE SUMMY INTEGRALOW PO G
I G� �G I U�ITYWAQ SOOTNO�ENIE



x

ZZZ
Bx

R
d� �

ZZZ
Bx



x

�
�

R

�
d� � �

ZZZ
Bx



�

�
�

R

�
d��

POSLE INTEGRIROWANIQ PO �ASTQM BUDEM IMETX



x

ZZZ
G

Bx

R
d� �

ZZZ
G

Bx

�

�

R
d� �

Z Z
S

Bxi
cos�

R
dS�



x

ZZZ
G��G

Bx

R
d� �

ZZZ
G��G

Bx

�

�

R
d� �

Z Z
S

Bxe
cos�

R
dS �

Z Z
S�

Bx
cos��
R

dS�

GDE cos� � cos �dn� x�jS � cos�� � cos �dn� x�jS� �n
 NAPRAWLENIE WNE��
NEJ NORMALI K POWERHNOSTI��

dLQ �x�x POLU�IM

�x
x

�
�

��

ZZZ
G�

Bx

�

�

R
d� �

�

��

Z Z
S

Bxe �Bxi

R
cos�dS �

� �

��

Z Z
S�

Bx
cos��
R

dS�



IV� opredelenie wektornyh polej ���

aNALOGI�NYE WYRAVENIQ IME�T MESTO DLQ PROIZWODNYH

�y
y

I
�z
z

�

oTS�DA SLEDUET� �TO

div��������� �
�

��

ZZZ
G�

divB

R
d� � �

��

Z Z
S�

Bn

R
dS �

�

��

Z Z
S

Bne �Bni

R
dS�

w SILU USLOWIJ ���� ���� I ����� A TAKVE NEPRERYWNOSTI NORMALXNYH
SOSTAWLQ��IH WEKTORA B NA S �Bni � Bne�� WEKTOR A�� OPREDELQ�
EMYJ FORMULOJ ����� UDOWLETWORQET URAWNENI� ����� ESLI WEKTOR ���������
UDOWLETWORQET USLOWIQM ���� I �����

qSNO� �TO WEKTOR A� �A� UDOWLETWORQET USLOWIQM

rot �A� �A�� � B� ����

div �A� �A�� � C� ����

	TOBY NAJTI WEKTOR A� NAM OSTAETSQ UDOWLETWORITX GRANI�NOMU
USLOWI� ���� dLQ �TOGO NAJDEM WEKTOR A�� UDOWLETWORQ��IJ USLOWIQM
WNUTRI G

rot A� � �� ����

div A� � �� ����

I USLOWIQM NA S

A�njS � f �M��A�njS �A�njS � f� �M�� ����

qSNO� �TO FUNKCIQ f� �M� OPREDELENA ODNOZNA�NO� iZ URAWNENIQ ����
SLEDUET� �TO

A� � grad ��

pODSTAWLQQ �TO ZNA�ENIE A� W URAWNENIE ����� POLU�IM WNUTRI G

�� � �� ����

uSLOWIE ���� DAET

�

n

����
S

� f� �M�� ����

T� E� DLQ OPREDELENIQ FUNKCII � MY POLU�IM WTORU� KRAEWU� ZADA�U�
pO�TOMU WEKTOR A� OPREDELITSQ ODNOZNA�NO�

tAKIM OBRAZOM� DOKAZANO� �TO ZADA�A ���
 ��� IMEET EDINSTWENNOE
RE�ENIE

A � A� �A� �A��



��� priloveniq k glawe IV

V� pRIMENENIE METODA KONFORMNOGO PREOBRAZOWANIQ
W �LEKTROSTATIKE

�� dLQ RE�ENIQ DWUMERNYH �LEKTROSTATI�ESKIH ZADA� �ASTO IS�
POLXZUETSQ TEORIQ FUNKCIJ KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO� rASSMOTRIM�
NAPRIMER� SLEDU��U� ZADA�U �LEKTROSTATIKI�

nAJTI �LEKTRI�ESKOE POLE NESKOLXKIH ZARQVENNYH PROWODNIKOW�
POTENCIALY KOTORYH RAWNY u�� u�� � � �

tAKAQ ZADA�A� KAK IZWESTNO �SM� pRILOVENIE II�� PRIWODIT K URAW�
NENI�

�u � � ���

S GRANI�NYMI USLOWIQMI

ujSi � ui� ���

GDE �EREZ Si OBOZNA�ENA POWERHNOSTX PROWODNIKA S NOMEROM i�
eSLI POLE MOVNO S�ITATX PLOSKIM� NE MENQ��IMSQ� NAPRIMER�

WDOLX OSI z� TO URAWNENIE ��� I GRANI�NYE USLOWIQ PRINIMA�T WID

�u

x�
�
�u

y�
� �� ���

ujCi � ui� ���

GDE Ci
 KONTUR� OGRANI�IWA��IJ OBLASTX Si�
bUDEM ISKATX POTENCIAL u KAK MNIMU� �ASTX NEKOTOROJ ANALI�

TI�ESKOJ FUNKCII

f �z� � v �x� y� � iu �x� y� �z � x� iy�� ���

PRI�EM W SILU USLOWIJ kO�I
rIMANA

vx � uy� vy � �ux ���

I

vxvy � uxuy � �� ���

iZ GRANI�NOGO USLOWIQ ��� SLEDUET� �TO FUNKCIQ f �z� IMEET POSTOQN�
NU� MNIMU� �ASTX NA KONTURAH Ci� OGRANI�IWA��IH NA�I PROWODNI�
KI�

oBRA�AQSX K USLOWI� ���� ZAME�AEM� �TO URAWNENIE

v �x� y� � const ���

PREDSTAWLQET SOBOJ URAWNENIE SEMEJSTWA SILOWYH LINIJ ��� W TO WREMQ
KAK URAWNENIE

u �x� y� � const ���

�� w SAMOM DELE� URAWNENIE SILOWYH LINIJ IMEET WID dx�ux � dy�uy� zA�
MENIW ux I uy SOGLASNO USLOWIQM ��� NA �vy I vx� POLU�IM

vx dx� vy dy � dv � �� ILI v �x� y� � const�



V� konformnoe preobrazowanie w �lektrostatike ���

W SILU USLOWIQ ��� OPREDELQET SEMEJSTWO �KWIPOTENCIALXNYH LINIJ�
tAKIM OBRAZOM� DLQ RE�ENIQ POSTAWLENNOJ ZADA�I DOSTATO�NO

NAJTI KONFORMNOE PREOBRAZOWANIE

w � f �z��

PEREWODQ�EE PLOSKOSTX KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO

z � x� iy

W PLOSKOSTX

w � v � iu�

PRI KOTOROM GRANICY PROWODNIKOW PEREHODQT W PRQMYE

u � const� ILI Imw � const�

eSLI IZWESTNA TAKAQ FUNKCIQ w � f �z�� TO ISKOMYJ POTENCIAL
NAHODITSQ PO FORMULE

u � u �x� y� � Im f �z��

zNAQ POTENCIAL� MOVNO WY�ISLITX �LEKTRI�ESKOE POLE	

Ex � � u

x
� Ey � � u

y
����

I PLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW NA EDINICU DLINY PO OSI z	

� �
�

��

q
E�
x �E�

y �
�

��

s�
u

x

��

�

�
u

y

��

�

KOTORAQ W SILU USLOWIJ kO�I
rIMANA RAWNA

� �
�

��
jf � �z�j� ����

�� pOL E P OL U B E S K ON E � N O G O P L O S K O G O K O N D E N S AT O R A�
nAJDEM POLE KONDENSATORA� OBRAZOWANNOGO BESKONE�NO TONKIMI METAL�
LI�ESKIMI PLASTINAMI y ��d�� I y � d��� PROSTIRA��IMISQ W OBLA�
STI x � �� nE OSTANAWLIWAQSX NA WYWODE KONFORMNOGO PREOBRAZOWANIQ�
PEREWODQ�EGO OBLASTX� IZOBRAVENNU� NA RIS� ��� W SLOJ j Imwj � �� MY

PRIMENQEM EGO NEPOSREDSTWENNO K RE�ENI� UKAZANNOJ ZADA�I ���
pREOBRAZOWANIE

z �
d

��
�w � ew� �w � �� i�� ����

�� sM�� fRA NK f�� mIZ E S r� dIFFERENCIALXNYE I INTEGRALXNYE URAW�
NENIQ MATEMATI�ESKOJ FIZIKI� l�� m�� ���
� t� II� GL� XV� x ��



��� priloveniq k glawe IV

PEREWODIT PLOSKOSTX z � x� iy S DWUMQ RAZREZAMI �y �� d��� x � �� W

rIS� �� rIS� ��

SLOJ j�j � � PLOSKOSTI w � �� i� �RIS� ����w KA�ESTWE KOMPLEKSNOGO
POTENCIALA WYBEREM FUNKCI�

u�
��

w� ����

GDE �EREZ u� OBOZNA�ENA RAZNOSTX POTENCIALOW MEVDU PLASTINAMI KON�
DENSATORA� TAK �TO POTENCIAL �LEKTRI�ESKOGO POLQ WYRAVAETSQ FUNK�
CIEJ

u �x� y� �
u�
��

�� ����

GDE � SWQZANO S x I y SOOTNO�ENIQMI

x �
d

��
��� e� cos���

y �
d

��
�� � e� sin���

������� ����

nA RIS� �� IZOBRAVENY �KWIPOTENCIALXNYE I SILOWYE LINII PO�
LUBESKONE�NOGO PLOSKOGO KONDENSATORA�

rIS� 
�

pEREJDEM K ISSLEDOWANI� POLQ KONDENSATORA�
iZ FORMUL ���� WIDNO� �TO PRI �	 �


x  d

��
�� y  d

��
�� ����



V� konformnoe preobrazowanie w �lektrostatike ���

T� E� WNUTRI KONDENSATORA� DALEKO OT KRAEW� POLE QWLQETSQ PLOSKIM� A
PRI �	 �


� �
p
x� � y�  d

��
e�� � � arctg

y

x
 �� ����

T� E� WNE KONDENSATORA� NA BOLX�IH RASSTOQNIQH OT EGO KRAEW� �KWIPO�
TENCIALXNYE LINII QWLQ�TSQ KRUGAMI�

eSLI WMESTO w WWESTI KOMPLEKSNYJ POTENCIAL

f �
u�
��

w�

TAK �TO

w �
��

u�
f�

TO SWQZX MEVDU z I f �z� ZADAETSQ URAWNENIEM

z � d

�
f

u�
�

�

��
e��f�u�

�
�

OTKUDA SLEDUET

dz

df
�

d

u�

�
� � e��f�u�

�
�

A PRI f �
u�
��

��� �i� MY POLU�AEM

dz

df
�

d

u�
��� e��� ILI f � �z� �

u�
d ��� e��

�

pOLAGAQ u� � �� MY POLU�AEM DLQ PLOTNOSTI ZARQDOW � SOGLASNO
FORMULE ���� SLEDU��EE ZNA�ENIE	

� �
jf � �z�j
��

�
�

��d j�� e�j � ����

oTS�DA SLEDUET� �TO PRI �	 �

�  ����d�

A PRI �	 �

�  ����d e��

T� E� W �TOM SLU�AE PLOTNOSTX ZARQDOW UBYWAET NA WNE�NEJ STORONE
PLASTIN KAK ����

iZ FORMULY ���� WIDNO� �TO PRI � � � �NA KRA� KONDENSATORA�
� �
� w SAMOM DELE� KRAJ PLOSKOJ PLASTINY IMEET BESKONE�NU� KRI�
WIZNU� I DLQ TOGO �TOBY ZARQDITX EGO DO NEKOTOROGO POTENCIALA� NEOB�
HODIMO POMESTITX NA NEGO BESKONE�NYJ ZARQD�

kRUG ZADA�� RE�AEMYH METODOM KONFORMNOGO PREOBRAZOWANIQ�
O�ENX �IROK� s EGO POMO�X� MOVET BYTX USPE�NO RE�EN WOPROS O



��� priloveniq k glawe IV

WLIQNII KRAQ TOLSTOJ STENKI PLOSKOGO KONDENSATORA� RQD ZADA�� OTNO�
SQ�IHSQ K WLIQNI� IZGIBOW W KONDENSATORE I T� P� kONFORMNOE PRE�
OBRAZOWANIE MOVET BYTX TAKVE PRIMENENO K RAS�ETU DINAMI�ESKIH
ZADA�� nEDOSTATKOM IZLOVENNOGO METODA QWLQETSQ TO� �TO KONFORMNOE
PREOBRAZOWANIE PRIMENQETSQ W OSNOWNOM LI�X K PLOSKIM ZADA�AM� SWO�
DQ�IMSQ K DWUMERNOMU URAWNENI� ��u � ��

VI� pRIMENENIE METODA KONFORMNOGO PREOBRAZOWANIQ
W GIDRODINAMIKE

�� pRI RE�ENII ZADA� O D W IV E N I I TW E R D O G O T E L A W
VID K O S TI SU�ESTWENNU� ROLX IGRA�T GRANI�NYE USLOWIQ NA PO�
WERHNOSTI TELA�

w SLU�AE IDEALXNOJ VIDKOSTI GRANI�NOE USLOWIE SOSTOIT W TOM�
�TO PROEKCIQ vn SKOROSTI VIDKOSTI NA NAPRAWLENIE NORMALI K PO�
WERHNOSTI TELA DOLVNA RAWNQTXSQ NORMALXNOJ SOSTAWLQ��EJ SKOROSTI
DWIVENIQ TELA�

eSLI TELO NEPODWIVNO� TO GRANI�NOE USLOWIE PRINIMAET PROSTOJ
WID

vn � �

NA POWERHNOSTI TELA�
eSLI RASSMATRIWAEMOE DWIVENIE POTENCIALXNO� T� E�

v � grad��

TO GRANI�NYE USLOWIQ PRINIMA�T WID

�

n

����
S

� � W SLU�AE NEPODWIVNOGO TELA�

�

n

����
S

� un W SLU�AE TELA� DWIVU�EGOSQ SO SKOROSTX� u�

kAK IZWESTNO IZ GIDRODINAMIKI� POTENCIAL SKOROSTEJ DLQ NESVI�
MAEMOJ VIDKOSTI UDOWLETWORQET URAWNENI�

�� � ��

tAKIM OBRAZOM� ZADA�A O POTENCIALXNOM OBTEKANII TWERDOGO TELA
POTOKOM NESVIMAEMOJ IDEALXNOJ VIDKOSTI SWODITSQ K RE�ENI� URAW�
NENIQ lAPLASA

�� � �

S DOPOLNITELXNYM GRANI�NYM USLOWIEM NA POWERHNOSTI OBTEKAEMOGO
TELA

�

n

����
S

� un�



VI� konformnoe preobrazowanie w gidrodinamike ���

T� E� K RE�ENI� WTOROJ KRAEWOJ ZADA�I DLQ URAWNENIQ lAPLASA�
eSLI RASSMATRIWAEMOE DWIVENIE PLOSKOE� TO RE�ENIE ZADA�I MO�

VET BYTX POLU�ENO PRI POMO�I TEORII FUNKCIJ KOMPLEKSNOGO PERE�
MENNOGO�

w SLU�AE PLOSKOGO DWIVENIQ NESVIMAEMOJ VIDKOSTI URAWNENIE
NEPRERYWNOSTI DAET

vx
x

�
��vy�
y

� ���

zAPI�EM URAWNENIQ LINII TOKA

dx

vx
�

dy

vy

W WIDE

vx dy � vy dx � � ���

I WWEDEM FUNKCI� � PRI POMO�I SOOTNO�ENIJ

vx �
�

y
� vy � � �

x
�

tOGDA IZ URAWNENIQ ��� SLEDUET� �TO LEWAQ �ASTX WYRAVENIQ ��� QWLQ�
ETSQ POLNYM DIFFERENCIALOM FUNKCII �	

vx dy � vy dx � d��

oDNOPARAMETRI�ESKOE SEMEJSTWO KRIWYH

� �x� y� � C

PREDSTAWLQET SOBOJ LINII TOKA NESVIMAEMOJ VIDKOSTI�
eSLI SU�ESTWUET POTENCIAL SKOROSTEJ� TO RAWENSTWO rotv � � RAW�

NOSILXNO URAWNENI�

�� � ��

iZ WYRAVENIJ DLQ vx I vy SLEDUET

�

x
�
�

y
�

�

y
� � �

x
�

T� E� FUNKCII � I � UDOWLETWORQ�T USLOWIQM kO�I
rIMANA� sLE�
DOWATELXNO� FUNKCIQ KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO

w �z� � � �x� y� � i� �x� y�

QWLQETSQ ANALITI�ESKOJ�
iTAK� WSQKOE POTENCIALXNOE PLOSKOE DWIVENIE VIDKOSTI SOOTWET�

STWUET OPREDELENNOJ ANALITI�ESKOJ FUNKCII KOMPLEKSNOGO PEREMENNO�
GO� I OBRATNO� WSQKAQ ANALITI�ESKAQ FUNKCIQ SWQZANA S OPREDELENNOJ
KINEMATI�ESKOJ KARTINOJ DWIVENIQ VIDKOSTI �TO�NEE� S DWUMQ KAR�
TINAMI� TAK KAK FUNKCII � I � MOVNO POMENQTX ROLQMI��

�
 a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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rASSMOTRIM KONKRETNYE PRIMERY PRIMENENIQ TEORII ANALITI�E�
SKIH FUNKCIJ K RE�ENI� ZADA� OB OBTEKANII TEL PLOSKIM POTOKOM
VIDKOSTI�

�� oBTE K AN I E K R U G O W O G O C I L I N D R A� pUSTX NA KRUGOWOJ
CILINDR RADIUSA r � a NABEGAET PLOSKIJ POTOKVIDKOSTI� IME��EJ NA
BESKONE�NOSTI POSTOQNNU� SKOROSTX u� w SLU�AE STACIONARNOGO DWI�
VENIQ ZADA�U MOVNO OBRATITX I RASSMATRIWATX DWIVENIE CILINDRA S
POSTOQNNOJ SKOROSTX� u OTNOSITELXNO VIDKOSTI�

sWQVEM S CILINDROM NEPODWIVNU� SISTEMU KOORDINAT I NAPRA�
WIM OSX Ox PARALLELXNO SKOROSTI DWIVENIQ CILINDRA�

nA POWERHNOSTI DWIVU�EGOSQ W VIDKOSTI TELA� O�EWIDNO� WYPOL�
NQETSQ GRANI�NOE USLOWIE

�

s
� u

y

s
�

GDE ds
 �LEMENT DUGI NA KONTURE� OGRANI�IWA��EM TELO�
w SLU�AE POSTUPATELXNOGO DWIVENIQ SO SKOROSTX� u �TO USLOWIE

MOVET BYTX PROINTEGRIROWANO NA POWERHNOSTI TELA I MY POLU�IM

� � uy � C

NA POWERHNOSTI TELA�
iTAK� NA�A ZADA�A SWELASX K RE�ENI� URAWNENIQ

�� � �

SO SLEDU��IMI GRANI�NYMI USLOWIQMI	

�� � � uy � C NA POWERHNOSTI CILINDRA�

�� ��x I ��y STREMQTSQ K NUL� NA BESKONE�NOSTI�
pOSLEDNEE USLOWIE OZNA�AET� �TO FUNKCIQ

dw

dz
�

�

y
� i

�

x
� vx � ivy

QWLQETSQ WNE KRUGA C ODNOZNA�NOJ ANALITI�ESKOJ FUNKCIEJ� OBRA�A�
��EJSQ W NULX W BESKONE�NO UDALENNOJ TO�KE� �TO POZWOLQET PREDSTA�
WITX FUNKCI� w W WIDE

w � C� ln z � C�

z
� C�

z�
� � � �

pOLOVIW

Ck � Ak � iBk�

MY OPREDELIM POSTOQNNYE Ak I Bk IZ GRANI�NOGO USLOWIQ

� � ua sin � � C�

PEREJDQ K POLQRNYM KOORDINATAM z � a ei��



VI� konformnoe preobrazowanie w gidrodinamike ���

dLQ POSTOQNNYH POLU�A�TSQ WYRAVENIQ

A� � �� A� � ua�� B� � �� A� � B� � �� B� � � '

��
�

oTS�DA

w �
'

��i
ln z � u

a�

z
�

� �
'

��
� � u cos �

a�

r
�

� � � '

��
ln r � u sin �

a�

r
�

pERWYJ �LEN W WYRAVENII DLQ w WYRAVAET CIRKULQCI� INTENSIWNO�
STI ' WOKRUG CILINDRA� w PROSTEJ�EM SLU�AE OTSUTSTWIQ CIRKULQCII
MY POLU�IM

w � �u a
�

z
�

kOMPLEKSNYJ POTENCIAL DLQ POTOKA� OBTEKA��EGO NEPODWIVNYJ CI�
LINDR I IME��EGO NA BESKONE�NOSTI SKOROSTX u� ZAPISYWAETSQ W WIDE

w � uz �
ua�

z
�

'

��i
ln z�

�� oBTE K A N I E P L A S TI N KI� pOLU�ENNYE REZULXTATY DLQ OB�
TEKANIQ KRUGOWOGO CILINDRA POZWOLQ�T RE�ATX ZADA�I OB OBTEKANII
PROIZWOLXNYH KONTUROW� pRI �TOM PRIMENQETSQ METOD KONFORMNOGO
PREOBRAZOWANIQ� rASSMOTRIM EGO PRIMENENIE NA KONKRETNOJ ZADA�E OB
OBTEKANII PLASTINKI�

rIS� 
�

pUSTX NA BESKONE�NO DLINNU� PLASTINKU �IRINY �a� RASPOLO�
VENNU� NA OSI Ox �RIS� ���� NABEGAET POSTOQNNYJ PLOSKIJ POTOK�
IME��IJ NA BESKONE�NOSTI SKOROSTX S KOMPONENTAMI u I v� pRI PO�
MO�I ANALITI�ESKOJ FUNKCII

z �
a

�

�
� �

�

�

�
� f ���

�
�
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MOVNO USTANOWITX WZAIMNO ODNOZNA�NOE SOOTWETSTWIE MEVDU OBLASTX�
WNE PLASTINKI NA PLOSKOSTI z I OBLASTX� WNE KRUGA EDINI�NOGO RA�
DIUSA NA PLOSKOSTI �� pRI �TOM TO�KE z �
 BUDET SOOTWETSTWOWATX
TO�KA � �
� A

dz

d�
�

a

�

 � PRI � �
�

pOSMOTRIM� KAK IZMENITSQ USLOWIE NA BESKONE�NOSTI� dLQ KOMPLEKS�
NOGO POTENCIALA

w �z� � �� i�

MY IMEEM �
dw

dz

�
z��

� u� iv � �v�


 SOPRQVENNOE ZNA�ENIE KOMPLEKSNOJ SKOROSTI�
nAJDEM ZNA�ENIE KOMPLEKSNOJ SKOROSTI FIKTIWNOGO TE�ENIQ NA

PLOSKOSTI �	

w ��� � w
 
f�� �z�

!
�

dw

d�
�

dw

dz

dz

d�
�

OTKUDA �
dw

d�

�
���

� k�v�
�
k �

a

�

�
�

iTAK� FIKTIWNOE TE�ENIE PREDSTAWLQET SOBOJ OBTEKANIE CILINDRA
EDINI�NOGO RADIUSA POTOKOM� IME��IM NA BESKONE�NOSTI KOMPLEKSNU�
SKOROSTX kv�� dLQ TAKOGO DWIVENIQ KOMPLEKSNYJ POTENCIAL IMEET
WID

w ��� � k�v�� �
k�v�
�

�
'

��i
ln ��

iZ SOOTNO�ENIQ z � f ��� SLEDUET

� �
z �

p
z� � a�

a
�

�

�
�
z �pz� � a�

a
�

iSPOLXZUQ �TI SOOTNO�ENIQ� MY POLU�IM DLQ KOMPLEKSNOGO POTENCIA�
LA VIDKOSTI� OBTEKA��EJ PLASTINKU� WYRAVENIE

w �z� � uz � iv
p
z� � a� �

'

��i
ln


z �

p
z� � a�

a

�
�

w SLU�AE OTSUTSTWIQ CIRKULQCII �TO WYRAVENIE PRINIMAET WID

w �z� � uz � iv
p
z� � a��
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iZ POLU�ENNYH SOOTNO�ENIJ WIDNO� �TO SKOROSTX NA KONCAH PLASTIN�
KI DOSTIGAET BESKONE�NO BOLX�IH ZNA�ENIJ� w REALXNYH USLOWIQH �TO�
KONE�NO� NE IMEET MESTA� nA�I REZULXTATY OB�QSNQ�TSQ TEM� �TO MY
S�ITAEM VIDKOSTX IDEALXNOJ� pRIMENQQ TEOREMU bERNULLI� MOVNO
NAJTI WYRAVENIE DLQ SILY� DEJSTWU��EJ NA OBTEKAEMOE VIDKOSTX�
TELO�

iZU�ENIEM SIL� S KOTORYMI WOZDUH DEJSTWUET NA DWIVU�EESQ W NEM
KRYLO SAMOLETA� ZANIMAETSQ A�RODINAMI�ESKAQ TEORIQ KRYLA� w RAZWI�
TII �TOJ TEORII ISKL��ITELXNAQ ROLX PRINADLEVIT RUSSKIM I SOWET�
SKIM U�ENYM� W PERWU� O�EREDX n� e�vUKOWSKOMU I s� a� 	APLYGINU�
w PROSTEJ�EM SLU�AE BESCIRKULQRNOGO OBTEKANIQ CILINDRA PLOSKIM
POTOKOM VIDKOSTI MY POLU�AEM PARADOKSALXNYJ REZULXTAT
POTOK
NE OKAZYWAET NA CILINDR NIKAKOGO DEJSTWIQ� w SLU�AE NALOVENIQ NA
POSTUPATELXNYJ POTOK CIRKULQCII SKOROSTI WOKRUG CILINDRA WOZNI�
KAET SILA� DEJSTWU��AQ NA CILINDR PERPENDIKULQRNO K NAPRAWLENI�
SKOROSTI POTOKA W BESKONE�NOSTI�

tEORIQ ANALITI�ESKIH FUNKCIJ MOVET BYTX ISPOLXZOWANA LI�X
W SLU�AE PLOSKOGO DWIVENIQ� w TREHMERNOM SLU�AE PRIHODITSQ PRI�
BEGATX K DRUGIM METODAM RE�ENIQ ZADA�I OB OBTEKANII VIDKOSTX�
TWERDOGO TELA� w OB�EM SLU�AE RE�ENIE ZADA�I PREDSTAWLQET BOLX�
�IE TRUDNOSTI� rASSMOTRIM PROSTEJ�IJ SLU�AJ DWIVENIQ �ARA W
BEZGRANI�NOJ POKOQ�EJSQ VIDKOSTI S POSTOQNNOJ SKOROSTX�� zADA�A
ZAKL��AETSQ W RE�ENII URAWNENIQ

�� � �

WNE �ARA S GRANI�NYM USLOWIEM

�

n

����
r�a

� u cos � NA POWERHNOSTI �ARA

I

�

x
�
�

y
�

�

z
� � W BESKONE�NOSTI�

rE�ENIE I�EM W WIDE

� � A
cos �

r�
�

iSPOLXZUQ GRANI�NOE USLOWIE� POLU�AEM

� � � ua�

�r�
cos ��

�TO I DAET RE�ENIE POSTAWLENNOJ ZADA�I�
wO WSEH RASSMOTRENNYH SLU�AQH MY S�ITALI VIDKOSTX IDEALXNOJ�

dLQ WQZKOJ VIDKOSTI GRANI�NYE USLOWIQ IZMENQ�TSQ� nA POWERHNO�
STI TELA DOLVNO WYPOLNQTXSQ USLOWIE PRILIPANIQ� A IMENNO	 W TO��
KAH TWERDOJ GRANICY SKOROSTX VIDKOSTI PO WELI�INE I NAPRAWLENI�
DOLVNA SOWPADATX SO SKOROSTX� SOOTWETSTWU��EJ TO�KI GRANICY�
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zADA�I OBTEKANIQ TEL WQZKOJ VIDKOSTX� PRIWODQT K BOLX�IM MA�
TEMATI�ESKIM TRUDNOSTQM� w RAZWITII �TOJ OBLASTI GIDRODINAMIKI
BOLX�U� ROLX SYGRALI TEORII POGRANI�NOGO SLOQ�

VII� bIGARMONI�ESKOE URAWNENIE

w pRILOVENII II K GL� II BYLO POLU�ENO URAWNENIE POPERE�NYH
KOLEBANIJ STERVNQ

�u

t�
� a�


u

x

� �� ���

zADA�A O KOLEBANII TONKOJ PLASTINKI� SWOBODNOJ OT NAGRUZKI I ZA�

KREPLENNOJ NA KRAQH� TAKVE PRIWODIT K ANALOGI�NOMU URAWNENI� ��

�u

t�
� a�

�

u

x

�

u

y

� �


u

x�y�

�
� �� ILI

�u

t�
� a���u� �� ���

I GRANI�NYM USLOWIQM

u � � I
u

n
� � NA GRANICE� ���

kROME TOGO� FUNKCIQ u DOLVNA UDOWLETWORQTX NA�ALXNYM USLOWIQM

u �x� y� �� � � �x� y��
u

t
�x� y� �� � � �x� y�� ���

eSLI NA PLASTINKU DEJSTWUET WNE�NQQ SILA� RASPREDELENNAQ S PO�
STOQNNOJ PLOTNOSTX� f �x� y�� TO STATI�ESKIJ PROGIB ZAKREPLENNOJ PO
KRAQM PLASTINKI BUDET OPREDELQTXSQ IZ URAWNENIQ

��u � f ���

PRI GRANI�NYH USLOWIQH ���

u � � I
u

n
� ��

uRAWNENIE

��u � � ����

NAZYWAETSQ BI G A RM ON I � E S K IM� A EGO RE�ENIQ� IME��IE PROIZWOD�
NYE DO ��GO PORQDKA WKL��ITELXNO� NAZYWA�TSQ BI G A RM ON I � E S KI�
MI F UN K C I QMI�

oSNOWNAQ KRAEWAQ ZADA�A DLQ BIGARMONI�ESKOGO URAWNENIQ STAWIT�
SQ SLEDU��IM OBRAZOM�

nAJTI FUNKCI� u �x� y�� NEPRERYWNU� WMESTE S PERWOJ PROIZ�
WODNOJ W ZAMKNUTOJ OBLASTI S � C� IME��U� PROIZWODNYE DO ��GO

�� sMIRNO W w� i� kURS WYS�EJ MATEMATIKI� m�� ����� t� IV� �� ��



VII� bigarmoni�eskoe urawnenie ���

PORQDKA W S� UDOWLETWORQ��U� URAWNENI� ��� ILI ���� WNUTRI S I
GRANI�NYM USLOWIQM NA C

ujC � g �s��
u

n

����
C

� h �s�� ���

GDE g �s� I h �s�� NEPRERYWNYE FUNKCII DUGI s�
pRI RE�ENII SFORMULIROWANNOJ WY�E ZADA�I ���
��� S NA�ALX�

NYMI USLOWIQMI METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH POLAGA�T� KAK OBY��
NO�

u �x� y� t� � v �x� y�T �t�� ���

pODSTAWLQQ �TO WYRAVENIE W URAWNENIE ��� I RAZDELQQ PEREMENNYE� MY
PRIHODIM K ZADA�E OB OTYSKANII SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ URAWNENIQ

��v � �v � � ���

PRI GRANI�NYH USLOWIQH

v � ��
v

n
� � NA C� ���

�� eDINSTWENNOSTX RE�ENIQ� dOKAVEM� �TO BIGARMONI�ESKOE
URAWNENIE

��u � �

PRI GRANI�NYH USLOWIQH

ujC � g �s��
u

n

����
C

� h �s� ����

IMEET EDINSTWENNOE RE�ENIE�
pUSTX SU�ESTWUET DWA RE�ENIQ u� I u�� rASSMOTRIM IH RAZNOSTX

v � u� � u��

fUNKCIQ v UDOWLETWORQET BIGARMONI�ESKOMU URAWNENI� ���� I ODNO�
RODNYM GRANI�NYM USLOWIQM

vjC � ��
v

n

����
C

� ��

pRIMENQQ FORMULU gRINAZ Z
G

��� � � � � ���� dS �

Z
C

�
�
�

n
� �

�

n

�
ds

K FUNKCIQM � � v� � � �v� POLU�AEMZ Z
G

��v�� dS � ��
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OTKUDA

�v � ��

pRINIMAQ WO WNIMANIE� �TO vjC � �� POLU�AEM

v � � I u� � u��

sLEDOWATELXNO� BIGARMONI�ESKAQ FUNKCIQ ODNOZNA�NO OPREDELQETSQ
GRANI�NYMI USLOWIQMI �����

�� pREDSTAWLENIE BIGARMONI�ESKIH FUNKCIJ �EREZ GARMO�
NI�ESKIE FUNKCII� dOKAVEM SLEDU��U� TEOREMU�

eSLI u� I u�� DWE GARMONI�ESKIE W NEKOTOROJ OBLASTI G
FUNKCII� TO FUNKCIQ u � xu� � u� BIGARMONI�NA W OBLASTI G�

dLQ DOKAZATELXSTWA WOSPOLXZUEMSQ TOVDESTWOM

����� � ��� � ���� �

�
�

x

�

x
�
�

y

�

y

�
� ����

pOLOVIW

� � x� � � u��

NAJDEM

��xu�� � �
u�
x

� ����

pRIMENQQ E�E RAZ OPERATOR � I U�ITYWAQ� �TO ��u� � �� POLU�IM

���xu� � u�� � ��

eSLI OBLASTX G TAKOWA� �TO KAVDAQ PRQMAQ� PARALLELXNAQ OSI
x� PERESEKAET EE GRANICU NE BOLEE �EM W DWUH TO�KAH� TO IMEET MESTO
OBRATNAQ TEOREMA�

dLQ KAVDOJ ZADANNOJ W OBLASTI G BIGARMONI�ESKOJ FUNKCII u
NAJDUTSQ TAKIE GARMONI�ESKIE FUNKCII u� I u�� �TO

u � xu� � u��

dLQ DOKAZATELXSTWA �TOGO UTWERVDENIQ� O�EWIDNO� DOSTATO�NO
USTANOWITX WOZMOVNOSTX WYBORA FUNKCII u�� UDOWLETWORQ��EJ DWUM
USLOWIQM	

�u� � �� ����

� �u� xu�� � �� ����

iZ USLOWIQ ���� I FORMULY ���� SLEDUET

�u � ��xu�� � �
u�
x

� ����
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uRAWNENI� ���� UDOWLETWORQET FUNKCIQ

�u� �x� y� �

xZ
x�

�

�
�u ��� y� d��

tAK KAK



x
��u� � �



x
�u� �

�

�
��u � ��

TO ��u� ZAWISIT TOLXKO OT y	

��u� � v �y��

oPREDELIM FUNKCI� ��u� �y� TAK� �TOBY

���u� �
� ��u�
y�

� �v �y��

I POLOVIM u� � �u� � ��u�� �TA FUNKCIQ� O�EWIDNO� BUDET UDOWLETWORQTX
OBOIM USLOWIQM ���� I �����

rASSMOTRIM DRUGOJ WID PREDSTAWLENIQ BIGARMONI�ESKIH FUNKCIJ�
dOPUSTIM� �TO NA�ALO KOORDINAT WYBRANO WNUTRI OBLASTI G I �TO L��
BOJ LU�� WYHODQ�IJ IZ NA�ALA KOORDINAT� PERESEKAET GRANICU OBLASTI
G W ODNOJ TO�KE� tOGDA L�BAQ BIGARMONI�ESKAQ W G FUNKCIQ u MO�
VET BYTX PREDSTAWLENA S POMO�X� DWUH GARMONI�ESKIH FUNKCIJ u�
I u� W WIDE

u � �r� � r���u� � u�� ����

zDESX r� � x� � y�� A r� 
 ZADANNAQ POSTOQNNAQ�
dANNOE UTWERVDENIE DOKAZYWAETSQ ANALOGI�NO PREDYDU�EMU S PO�

MO�X� TOVDESTWA ���� I SOOTNO�ENIJ

�r� � ��
u�
r

�
u�
x

x

r
�
u�
y

y

r
�

�� rE�ENIE BIGARMONI�ESKOGO URAWNENIQ DLQ KRUGA� rAS�
SMOTRIM KRUG RADIUSA r� S CENTROM W NA�ALE KOORDINAT I BUDEM ISKATX
BIGARMONI�ESKU� FUNKCI�� UDOWLETWORQ��U� PRI r � r� GRANI�NYM
USLOWIQM ���� kAK BYLO UKAZANO WY�E� ISKOMU� FUNKCI� MOVNO PRED�
STAWITX W WIDE SUMMY ����

u � �r� � r���u� � u��

GDE u� I u�
 GARMONI�ESKIE FUNKCII� iZ GRANI�NYH USLOWIJ NAHODIM

u�jr�r� � g� ����

oTS�DA WIDNO� �TO u� ESTX RE�ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I DLQ URAW�
NENIQ lAPLASA� I ONO MOVET BYTX PREDSTAWLENO S POMO�X� INTEGRALA
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pUASSONA	

u� �
�

��

��Z
�

�r�� � r�� g d�

r� � r�� � �rr� cos ��� ��
� ����

iZ WTOROGO GRANI�NOGO USLOWIQ POLU�AEM

�r�u� �
u�
r

����
r�r�

� h� ����

nETRUDNO UBEDITXSQ NEPOSREDSTWENNYM DIFFERENCIROWANIEM� �TO
FUNKCIQ

�r�u� �
r

r�

u�
r

����

UDOWLETWORQET URAWNENI� lAPLASA I PO�TOMU MOVET BYTX WYRAVENA
INTEGRALOM pUASSONA	

�r�u� �
r

r�

u�
r

�
�

��

��Z
�

�r�� � r��h d�

r� � r�� � �rr� cos ��� ��
� ����

pRODIFFERENCIROWAW ���� PO r I PODSTAWIW ZNA�ENIE u��r W FORMU�
LU ����� NAJDEM u�� zAMENIW W FORMULE ���� u� I u� IH WYRAVENIQMI�
POLU�IM

u �
�

��r�
�r� � r���

�

���

�

��Z
�

�h d�
r� � r�� � �rr� cos ��� ��

�

�

��Z
�

g �r� � r cos ��� ��� d�

�r� � r�� � �rr� cos ��� ����

�� �



glawa V

rasprostranenie woln w prostranstwe

w �TOJ GLAWE RASSMATRIWAETSQ ZADA�A S NA�ALXNYMI DANNYMI �ZA�
DA�A kO�I� DLQ URAWNENIQ KOLEBANIJ

�u �
�

a�
�u

t�
� f� u � u�M� t�� ���

W NEOGRANI�ENNOM PROSTRANSTWE �M �M�x� y� z�� I NA PLOSKOSTI �M �
�M�x� y���

xxxxxxxxx �� zADA�A S NA�ALXNYMI USLOWIQMI

�� uRAWNENIE KOLEBANIJ W PROSTRANSTWE� pROSTEJ�IM URAW�
NENIEM GIPERBOLI�ESKOGO TIPA QWLQETSQ URAWNENIE KOLEBANIJ ���� KO�
TOROE W FIZIKE �ASTO NAZYWA�T URAWNENIEM dALAMBERA�

w GL� II BYLO POKAZANO� �TO URAWNENIE ��� OPISYWAET PROCESS RAS�
PROSTRANENIQ ZWUKA W GAZE� PROCESS KOLEBANIJ MEMBRANY� W �TOM SLU�AE
��� IMEET WID

��u � uxx � uyy �
�

a�
utt � f�x� y� t��

k URAWNENI� ��� PRIWODQT TAKVE ZADA�I O RASPROSTRANENII �LEK�
TROMAGNITNYH POLEJ W NEPROWODQ�EJ SREDE I ZADA�I TEORII UPRUGOSTI
�SM� pRILOVENIE I K GL� V��

dLQ URAWNENIQ ��� RASSMATRIWA�TSQ ZADA�A S NA�ALXNYMI DAN�
NYMI �ZADA�A kO�I� W BESKONE�NOM PROSTRANSTWE I KRAEWYE ZADA�I W
OGRANI�ENNOJ OBLASTI�

w �TOJ GLAWE MY BUDEM RASSMATRIWATX ZADA�U kO�I W NEOGRANI�
�ENNOM PROSTRANSTWE�

nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ

�u �
�

a�
utt � f�M� t�� M �M�x� y� z�� ���

PRI

t 
 �� �
 � x� y� z �
�
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UDOWLETWORQ��EE NA�ALXNYM USLOWIQM

u�M� �� � ��M�� ut�M� �� � ��M� PRI t � �� ���

GDE f � �� � � ZADANNYE FUNKCII�
rE�ENIEM URAWNENIQ ��� W NEKOTOROJ OBLASTI PRI t 
 � BUDEM NA�

ZYWATX FUNKCI� u�M� t�� NEPRERYWNU� WMESTE SO SWOIMI PROIZWODNY�
MI� WHODQ�IMI W URAWNENIE ��� WO WSEH TO�KAH RASSMATRIWAEMOJ OBLA�
STI I DLQ WSEH t 
 ��

rASSMOTRIM �ASTNYE RE�ENIQ ODNORODNOGO URAWNENIQ

�u �
�

a�
utt� ���

OBLADA��IE CENTRALXNOJ SIMMETRIEJ OTNOSITELXNO NEKOTOROJ TO�KI
M�� T� E� RE�ENIQ WIDA

u�M� t� � u�r� t��

GDE r � rMM� 
 RASSTOQNIE MEVDU TO�KAMI M I M�� w �TOM SLU�
�AE URAWNENIE KOLEBANIJ ��� SWODITSQ K ODNOMERNOMU URAWNENI� DLQ
FUNKCII v � ru	

vrr �
�

a�
vtt� ���

w SAMOM DELE� ESLI u � u�r� t�� TO OPERATOR lAPLASA W SFERI�ESKOJ SI�
STEME KOORDINAT S CENTROM W TO�KE M� �SM� GL� IV� x �� P� �� MOVET
BYTX PREOBRAZOWAN K WIDU

�u �
�

r�


r

�
r�

u

r

�
�

�

r

�

r�
�ru��

W �EM MOVNO UBEDITXSQ DIFFERENCIROWANIEM� pO�TOMU URAWNENIE ���

PRINIMAET WID
�

r
�ru�rr �

�

a�
utt� wWODQ ZATEM FUNKCI� v � ru� POLU�

�AEM DLQ NEE URAWNENIE ���� eSLI FUNKCIQ u�r� t� OGRANI�ENA PRI r � ��
TO FUNKCIQ v � ru OBRA�AETSQ W NULX PRI r � �� v��� t� � �� pO�TOMU
ZADA�A kO�I DLQ URAWNENIQ ��� S NA�ALXNYMI DANNYMI

u�r� �� � ��r�� ut�r� �� � ��r� ���

SWODITSQ K ZADA�E O KOLEBANIQH POLUOGRANI�ENNOJ STRUNY �� � r �
�
S ZAKREPLENNYM KONCOM r � �	

vrr �
�

a�
vtt� v�r� �� � r��r�� vt�r� �� � r��r�� v��� t� � �� ���

RASSMOTRENNOJ W GL� II�
oB�EE RE�ENIE URAWNENIQ ��� IMEET WID

v�r� t� � f�

�
t� r

a

�
� f�

�
t�

r

a

�
�
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NENI� ���� nETRUDNO UBEDITXSQ W TOM� �TO FUNKCIQ u��t TAKVE UDO�
WLETWORQET URAWNENI� ���� ESLI IMEET PROIZWODNYE DO TRETXEGO PORQD�
KA WKL��ITELXNO�

pOKAVEM� �TO u� OPREDELQEMAQ FORMULOJ ����� UDOWLETWORQET NA�
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WIDNO� �TO �u��tt � � PRI t � � I� SLEDOWATELXNO� FUNKCIQ ���� UDO�
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���� OPREDELQET RE�ENIE ZADA�I kO�I ����

iZ FORMULY ���� NEPOSREDSTWENNO WIDNA NEPRERYWNAQ ZAWISIMOSTX
RE�ENIQ ZADA�I kO�I OT NA�ALXNYH DANNYH�



x �� zada�a s na�alxnymi uslowiqmi ���

�� mETOD SPUSKA� pOLU�ENNAQ W PREDYDU�EM PUNKTE FORMULA
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aNALOGI�NO� ESLI NA�ALXNYE FUNKCII � I � ZAWISQT TOLXKO OT OD�
NOGO PEREMENNOGO x� TO FORMULA ���� POZWOLQET NAJTI FUNKCI� u�x� t��
QWLQ��U�SQ RE�ENIEM URAWNENIQ
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uRAWNENIQ KOLEBANIJ S TREMQ� DWUMQ I ODNIM PROSTRANSTWENNYM
ARGUMENTOM �ASTO NAZYWA�T SOOTWETSTWENNO URAWNENIQMI SFERI�E�
SKIH� CILINDRI�ESKIH I PLOSKIH WOLN� �TA TERMINOLOGIQ WPOLNE SOOT�
WETSTWUET PRIMENENNOMU WY�E METODU� NAZYWAEMOMU METODOM SPUSKA�
POSKOLXKU PRI RE�ENII URAWNENIQ KOLEBANIJ NA PLOSKOSTI I NA PRQ�
MOJ MY ISHODILI IZ PROSTRANSTWENNOJ ZADA�I� KAK BY �SPUSKAQSX� K
MENX�EMU �ISLU PEREMENNYH� pOLU�ENNYE RE�ENIQ DLQ DWUH I ODNOGO
PEREMENNOGO NOSQT HARAKTER CILINDRI�ESKIH I PLOSKIH WOLN�

mETOD SPUSKA PRIMENIM NE TOLXKO K URAWNENI� KOLEBANIJ� NO I
K DRUGIM TIPAM URAWNENIJ I POZWOLQET W RQDE SLU�AEW IZ FORMULY�
OPREDELQ��EJ RE�ENIE URAWNENIQ DLQ MNOGIH PEREMENNYH� IZWLE�X
RE�ENIE ZADA�I DLQ URAWNENIQ S MENX�IM �ISLOM NEZAWISIMYH PERE�
MENNYH�

�� fIZI�ESKAQ INTERPRETACIQ� fORMULY ���� I ���� DA�T WOZ�
MOVNOSTX WYQSNITX FIZI�ESKU� KARTINU RASPROSTRANENIQ SFERI�E�
SKIH I CILINDRI�ESKIH WOLN� nA�NEM SO SLU�AQ TREH PEREMENNYH� DLQ
KOTOROGO FIZI�ESKIJ HARAKTER PROCESSA RASPROSTRANENIQ SU�ESTWENNO
OTLI�AETSQ� KAK MY UWIDIM IZ DALXNEJ�EGO� OT SLU�AQ DWUH PROSTRAN�
STWENNYH PEREMENNYH�
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oGRANI�IMSQ IZU�ENIEM RASPROSTRANENIQ LOKALXNOGO WOZMU�E�
NIQ� KOGDA NA�ALXNOE SOSTOQNIE �FUNKCII � 
 � I � 
 �� OTLI�NO OT
NULQ TOLXKO W NEKOTOROJ OGRANI�ENNOJ OBLASTI T�� rASSMOTRIM SNA�A�
LA IZMENENIE SOSTOQNIQ u�M�� t� W TO�KE M�� LEVA�EJ WNE OBLASTI T�

rIS� 
�

�RIS� ���� sOSTOQNIE u W TO�KE M� W MO�
MENT WREMENI t OPREDELQETSQ W SILU ����
NA�ALXNYM SOSTOQNIEM W TO�KAH� LEVA�
�IH NA SFERE SM�

at RADIUSA at S CENTROM
W M�� fUNKCIQ u�M�� t� OTLI�NA OT NU�
LQ TOLXKO W TOM SLU�AE� ESLI SFERA SM�

at
PERESEKAET OBLASTX NA�ALXNYH ZNA�ENIJ
T�� pUSTX d I D 
 RASSTOQNIQ OT TO��
KI M� DO BLIVAJ�EJ I NAIBOLEE UDA�
LENNOJ TO�EK OBLASTI T� �RIS� ���� o�E�
WIDNO� ESLI t DOSTATO�NO MALO �t � t� �
� d�a�� TO SFERA SM�

at NE PERESEKAETSQ S
OBLASTX� T�� POWERHNOSTNYE INTEGRALY
W FORMULE ���� RAWNY NUL�	 DO TO�KI M� WOZMU�ENIE E�E NE DO�LO�
nA�INAQ S MOMENTA t� � d�a DO MOMENTA t� � D�a SFERA SM�

at �t� � t �
� t�� BUDET PERESEKATX OBLASTX T�� POWERHNOSTNYE INTEGRALY W FOR�
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MULE ����� WOOB�E GOWORQ� OTLI�NY OT
NULQ	 TO�KAM� NAHODITSQ W WOZBUVDEN�
NOM SOSTOQNII� pRI DALXNEJ�EM UWE�

LI�ENII t SFERA SM�
at BUDET SODERVATX

OBLASTX T� WNUTRI SEBQ� POWERHNOST�
NYE INTEGRALY RAWNY NUL�	 WOZMU�E�
NIE PRO�LO TO�KU M�� tAKIM OBRAZOM�
PRI RASPROSTRANENII LOKALXNOGO WOZ�
MU�ENIQ W TREHMERNOM PROSTRANSTWE
QWLENIE POSLEDEJSTWIQ OTSUTSTWUET�

rASSMOTRIM TEPERX MGNOWENNU�
PROSTRANSTWENNU� KARTINU WOZMU�E�
NIQ u�M� t�� W NEKOTORYJ MOMENT t��
tO�KI M � NAHODQ�IESQ W WOZBUVDEN�
NOM SOSTOQNII� HARAKTERIZU�TSQ TEM�
�TO SFERY SMat� PERESEKA�T OBLASTX NA�ALXNYH WOZMU�ENIJ T�� iNYMI

SLOWAMI� �TO OZNA�AET� �TO GEOMETRI�ESKOE MESTO TO�EK W � W KOTORYH
WOZMU�ENIE OTLI�NO OT NULQ� SOSTOIT IZ TO�EKM � NAHODQ�IHSQ NA SFE�
RAH SPat� RADIUSA at� S CENTRAMI W TO�KAH P OBLASTI T�� oGIBA��IE
SEMEJSTWA SFER SPat� BUDUT GRANICAMI OBLASTIW � wNE�NQQ OGIBA��AQ
NAZYWAETSQ P E R E D N IM FRONTOM� WNUTRENNQQ 
 Z A D N IM FRONTOM
RASPROSTRANQ��EJSQ WOLNY� nA RIS� �� IZOBRAVENY PEREDNIJ I ZAD�
NIJ FRONTY WOLNY �� I �� DLQ TOGO SLU�AQ� KOGDA OBLASTX T� QWLQETSQ
SFEROJ RADIUSA R��

tAKIM OBRAZOM� NA�ALXNOE WOZMU�ENIE� LOKALIZOWANNOE W PRO�
STRANSTWE� WYZYWAET W KAVDOJ TO�KE M� PROSTRANSTWA DEJSTWIE� LO�

���
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KALIZOWANNOE WO WREMENI� PRI �TOM IMEET MESTO RASPROSTRANENIE WOL�
NY S REZKO O�ER�ENNYMI PEREDNIM I ZADNIM FRONTAMI �P R I N C I P
g�J G E N S A��

pEREJDEM K SLU�A� DWUH PEREMENNYH� pUSTX NA�ALXNOE WOZMU�E�
NIE ZADANO W OBLASTI S� NA PLOSKOSTI �x� y�� rASSMOTRIM IZMENENIE
SOSTOQNIQ u�M�� t� W TO�KE M�� LEVA�EJ WNE S�� sOSTOQNIE u�M�� t� W
TO�KEM� W MOMENT t OPREDELQETSQ SOGLASNO ���� NA�ALXNYMI ZNA�ENIQ�

MI W TO�KAH P � PRINADLEVA�IH KRUGU �M�
at�

RADIUSA at� S CENTROM WM��

dLQ MOMENTOW WREMENI t � t� � d�a �d 
 RASSTOQNIE OTM� DO BLIVAJ�
�EJ TO�KI OBLASTI S�� FUNKCIQ u�M�� t� � �	 DO TO�KIM� WOZMU�ENIE
E�E NE DO�LO� eSLI t 
 t�� TO u�M�� t� �� �� �TO ZNA�IT� �TO� NA�INAQ
S MOMENTA t � t�� W TO�KE M� WOZNIKAET WOZMU�ENIE� KOTOROE SNA�ALA�
WOOB�E GOWORQ� WOZRASTAET� A ZATEM� NA�INAQ S NEKOTOROGO MOMENTA� PO�
STEPENNO UBYWAET DO NULQ �PRI t	
�� w �TOM QWLENII POSLEDEJSTWIQ
I ZAKL��AETSQ OTLI�IE PLOSKOGO SLU�AQ OT PROSTRANSTWENNOGO� wLI�
QNIE NA�ALXNYH WOZMU�ENIJ� LOKALIZOWANNYH NA PLOSKOSTI� NE LOKA�
LIZOWANO WO WREMENI I HARAKTERIZUETSQ DLITELXNO PRODOLVA��IMSQ
POSLEDEJSTWIEM� pRINCIP g�JGENSA NE IMEET MESTA�

mGNOWENNAQ KARTINA WOZMU�ENIJ NA PLOSKOSTI IMEET REZKO O�ER�
�ENNYJ PEREDNIJ FRONT� NO NE IMEET ZADNEGO FRONTA� zADA�U DLQ DWUH
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RASSMOTRIM POWERHNOSTX
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�ASTO NAZYWAEMU� FORMULOJ kIRHGOFA��� zDESX KWADRATNYE SKOBKI
POKAZYWA�T� �TO ZNA�ENIE FUNKCIJ NADO BRATX DLQ t� � �� T� E� PRI
t � t� � rM�M�a� TAK �TO �f � � f�M� t� rMM��a��

�� sLEDSTWIQ IZ INTEGRALXNOJ FORMULY� fORMULA ��� NA�
HODIT SWOE PRIMENENIE PRI RE�ENII CELOGO RQDA ZADA�� w KA�ESTWE
PERWOGO PRIMERA RASSMOTRIM ZADA�U S NA�ALXNYMI DANNYMI�
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SLU�AJ� KOGDA PRAWAQ �ASTX QWLQETSQ PERIODI�ESKOJ FUNKCIEJ WREMENI
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zAMETIM� �TO ODNORODNOSTX GRANI�NOGO USLOWIQ ��� NE SWQZANA S
OGRANI�ENIEM OB�NOSTI� w SAMOM DELE� SLU�AJ
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 PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ TO�KI P POWERHNOSTI � I WREMENI
t� LEGKO SWODITSQ K SLU�A� ODNORODNOGO GRANI�NOGO USLOWIQ METODOM�
KOTORYJ IZLOVEN W GL� II� x � DLQ ODNOGO PEREMENNOGO I ZAKL��AETSQ
W TOM� �TO RASSMATRIWAETSQ OTKLONENIE OT ZADANNOJ FUNKCII� aNALO�
GI�NO STAWQTSQ WTORAQ I TRETXQ KRAEWYE ZADA�I�

bUDEM ISKATX RE�ENIE u�M� t� ODNORODNOGO URAWNENIQ ��� S USLO�
WIQMI ��� I ��� METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH� w DALXNEJ�EM MY
OGRANI�IMSQ IZLOVENIEM FORMALXNOJ SHEMY RE�ENIQ� s �TOJ CELX�
RASSMOTRIM OSNOWNU� WSPOMOGATELXNU� ZADA�U �SR� GL� II� x ���

nAJTI NETRIWIALXNOE RE�ENIE ODNORODNOGO URAWNENIQ

div�k gradu�� qu � �utt W T � t 
 � �k 
 �� � 
 �� q � ��� ����

UDOWLETWORQ��EE ODNORODNOMU GRANI�NOMU USLOWI�

uj	 � �� ���

PREDSTAWIMOE W WIDE PROIZWEDENIQ

u�M� t� � v�M�T �t�� ���

pODSTAWLQQ PREDPOLAGAEMU� FORMU RE�ENIQ ��� W ��� I RAZDELQQ� KAK
OBY�NO� PEREMENNYE� PRIHODIM K SLEDU��IM URAWNENIQM DLQ FUNKCIJ
v�M� I T �t�	

div�k grad v�� qv � ��v � �� v �� ��

vj	 � ��

��� ���

T �� � �T � �� ���

dLQ v�M� POLU�AEM ZADA�U NA SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ �ZADA�U
�TURMA 
 lIUWILLQ��

nAJTI TE ZNA�ENIQ PARAMETRA �� PRI KOTORYH SU�ESTWU�T NE�
TRIWIALXNYE RE�ENIQ ZADA�I

div�k gradv�� qv � ��v � � �k 
 �� q � �� � 
 ���

vj	 � ��

��� ���

A TAKVE NAJTI �TI RE�ENIQ� tAKIE ZNA�ENIQ PARAMETRA � NAZYWA�T�
SQ S O B S T W E N NYMI ZN A� E N I QM I� A SOOTWETSTWU��IE IM NETRIWI�
ALXNYE RE�ENIQ 
 S O B S T W E N NYM I FUN K C I QMI Z AD A � I ����

oSTANOWIMSQ PODROBNEE NA �TOJ ZADA�E� ANALOGI�NOJ OSNOWNOJ ZA�
DA�E IZ GL� II� x �� w NA�EM SLU�AE URAWNENIE DLQ SOBSTWENNYH FUNKCIJ
PREDSTAWLQET SOBOJ URAWNENIE S �ASTNYMI PROIZWODNYMI� WSLEDSTWIE
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�EGO TRUDNO RASS�ITYWATX NA POLU�ENIE QWNOGO PREDSTAWLENIQ SOB�
STWENNYH FUNKCIJ DLQ PROIZWOLXNOJ OBLASTI T � w DALXNEJ�EM �PP� �
I �� BUDUT RASSMOTRENY PRIMERY OBLASTEJ T � DLQ KOTORYH QWNOE PRED�
STAWLENIE WOZMOVNO� HOTQ I TREBUET WWEDENIQ NOWOGO KLASSA SPECI�
ALXNYH FUNKCIJ� zDESX MY RASSMOTRIM OB�IE SWOJSTWA SOBSTWENNYH
FUNKCIJ I SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ I PRIWEDEM FORMALXNU� SHEMU ME�
TODA RAZDELENIQ PEREMENNYH� pERE�ISLIM �TI SWOJSTWA�

�� sU�ESTWUET S�ETNOE MNOVESTWO SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ �� � �� �
� � � � � �n � � � � � KOTORYM SOOTWETSTWU�T SOBSTWENNYE FUNKCII

v��x� y� z�� v��x� y� z�� � � � � vn�x� y� z�� � � �

sOBSTWENNYE ZNA�ENIQ �n S WOZRASTANIEM NOMERA n NEOGRANI�ENNO
WOZRASTA�T� �n 	
 PRI n	
�

�� pRI q � � WSE SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ � POLOVITELXNY	

�n 
 ��

�� sOBSTWENNYE FUNKCII fvng ORTOGONALXNY MEVDU SOBOJ S WESOM
��x� y� z� W OBLASTI T 	Z

T

vm�M� vn�M� ��M� d�M � � �m �� n�� ���

M �M�x� y� z�� d�M � dx dy dz�

�� tE OR EM A R A Z L OVIMO STI� pROIZWOLXNAQ FUNKCIQ F �M��
DWAVDY NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMAQ I UDOWLETWORQ��AQ GRANI��
NOMU USLOWI�

F � � NA ��

RAZLAGAETSQ W RAWNOMERNO I ABSOL�TNO SHODQ�IJSQ RQD PO SOBSTWEN�
NYM FUNKCIQM fvn�M�g	

F �M� �
�X
n��

Fnvn�M��

GDE Fn � KO�FFICIENTY RAZLOVENIQ�
dOKAZATELXSTWO SWOJSTW � I � OSNOWYWAETSQ OBY�NO NA TEORII IN�

TEGRALXNYH URAWNENIJ� pEREJDEM K DOKAZATELXSTWU SWOJSTW � I �� NE
TREBU��EMU SPECIALXNOGO MATEMATI�ESKOGO APPARATA� dOKAVEM OR�
TOGONALXNOSTX SOBSTWENNYH FUNKCIJ fvng �SWOJSTWO ��� pUSTX vn�M�
I vm�M� 
 DWE SOBSTWENNYE FUNKCII� SOOTWETSTWU��IE RAZLI�NYM
SOBSTWENNYM ZNA�ENIQM �n I �m	
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�
� qvm � �m�vm � ��
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�
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�
� qvn � �n�vn � ��
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PRI�EM vm � � I vn � � NA S� uMNOVAQ PERWOE URAWNENIE NA vn�M� I
WY�ITAQ IZ NEGO WTOROE URAWNENIE� UMNOVENNOE NA vm�M�� NAHODIMZZZ
T

fvn div�k grad vm�� vm div�k grad vn�g d� �

� ��m � �n�

ZZZ
T

vnvm� d� � ��

oTS�DA POSLE PREOBRAZOWANIJ� ANALOGI�NYH TEM� KOTORYE ISPOLXZU�

�TSQ PRI WYWODE WTOROJ FORMULY gRINA��� POLU�AEMZ Z
	

�
vnk

vm
�

� vmk
vn
�

�
d� � ��m � �n�

ZZZ
T

vmvn� d� � ��

w SILU GRANI�NYH USLOWIJ vm � � I vn � � NA �

��m � �n�

ZZZ
T

vmvn� d� � ��

OTKUDA I SLEDUET� �TO PRI �m �� �nZZZ
T

vmvn� d� � � �m �� n��

T� E� SOBSTWENNYE FUNKCII� SOOTWETSTWU��IE RAZNYM SOBSTWENNYM
ZNA�ENIQM� ORTOGONALXNY MEVDU SOBOJ S WESOM ��M��

pRI IZU�ENII ANALOGI�NOJ KRAEWOJ ZADA�I DLQ ODNOGO NEZAWISI�
MOGO PEREMENNOGO

X �� � ��X � ��

X��� � ��

X�l� � �

BYLO DOKAZANO� �TO KAVDOMU SOBSTWENNOMU ZNA�ENI� SOOTWETSTWUET
ODNA NORMIROWANNAQ SOBSTWENNAQ FUNKCIQ� dLQ DWUH I TREH NEZAWI�
SIMYH PEREMENNYH �TO OBSTOQTELXSTWO NE IMEET MESTA� kAK WIDNO IZ
PRIMEROW SOBSTWENNYH FUNKCIJ PRQMOUGOLXNIKA I KRUGA� RASSMOTREN�
NYH NIVE �PP� � I ��� ODNOMU I TOMU VE SOBSTWENNOMU ZNA�ENI� MO�
VET SOOTWETSTWOWATX NESKOLXKO SOBSTWENNYH FUNKCIJ� oDNAKO KAVDO�
MU SOBSTWENNOMU ZNA�ENI�� KAK �TO SLEDUET IZ TEORII INTEGRALXNYH

�� w �TU FORMULU WHODQT NORMALXNYE PROIZWODNYE SOBSTWENNYH FUNKCIJ
NA POWERHNOSTI #� oBOSNOWANIE �TOJ FORMULY DLQ POWERHNOSTEJ TIPA lQPU�
NOWA SM�� sMIRNO W w� i� kURS WYS�EJ MATEMATIKI� t� IV� m�� �����
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URAWNENIJ� MOVET SOOTWETSTWOWATX LI�X KONE�NOE �ISLO SOBSTWENNYH
FUNKCIJ� LINEJNO NEZAWISIMYH MEVDU SOBOJ� pUSTX NEKOTOROMU ZNA�E�

NI� �n SOOTWETSTWUETSISTEMA LINEJNO NEZAWISIMYH FUNKCIJ v
���
n � v

���
n �

� � � � v
�m�
n � o�EWIDNO� �TO L�BAQ LINEJNAQ KOMBINACIQ �TIH FUNKCIJ

�vn �
mX
i��

�iv
�i�
n

TAKVE QWLQETSQ SOBSTWENNOJ FUNKCIEJ DLQ TOGO VE SOBSTWENNOGO ZNA�E�

NIQ �n� pOLXZUQSX IZWESTNYM PRIEMOM OR TO G O N AL I Z A C I I ��� MOV�

NO POSTROITX FUNKCII �v
���
n � � � � � �v

�m�
n � QWLQ��IESQ LINEJNYMI KOMBINA�

CIQMI ISHODNYH FUNKCIJ I ORTOGONALXNYE MEVDU SOBOJ� tAKIM OBRA�
ZOM� ESLI SOBSTWENNYE FUNKCII� SOOTWETSTWU��IE NEKOTOROMU �n� NE
ORTOGONALXNY MEVDU SOBOJ� TO MY MOVEM ORTOGONALIZIROWATX IH I PO�
LU�ITX NOWU� SISTEMU SOBSTWENNYH FUNKCIJ� ORTOGONALXNYH MEVDU
SOBOJ I SOOTWETSTWU��IH TOMU VE �n�

sOWOKUPNOSTX TAKIH SISTEM SOBSTWENNYH FUNKCIJ DLQ RAZNYH �n
OBRAZUET ORTOGONALXNU� SISTEMU SOBSTWENNYH FUNKCIJ RASSMATRIWA�
EMOJ KRAEWOJ ZADA�I

div�k grad v�� qv � ��v � ��

v � � NA ��

	ISLO

kvnk �
��ZZZ

T

v�n� d�

�����

NAZYWAETSQ N ORM O J SOBSTWENNOJ FUNKCII� uMNOVAQ KAVDU� FUNK�
CI� vn NA ��kvnk� POLU�IM SISTEMU SOBSTWENNYH FUNKCIJ� NORMIRO�
WANNYH K EDINICE�

dLQ DOKAZATELXSTWA POLOVITELXNOSTI SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ
�SWOJSTWO �� DOSTATO�NO WOSPOLXZOWATXSQ PERWOJ FORMULOJ gRINA	ZZZ
T

�k grad vn�
� d� � �

ZZZ
T

vn div�k grad vn� d� �

Z Z
	

vnk
vn
n

d� �

� �
ZZZ
T

qv�n d� � �n

ZZZ
T

v�n� d��

oTS�DA WIDNO� �TO PRI q � � SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ �n POLOVITELXNY�

�� sM�� NAPRIMER� sMIRNO W w� i� kURS WYS�EJ MATEMATIKI� t� IV� m��
�����
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w DALXNEJ�EM MY BUDEM POLXZOWATXSQ TEOREMOJ RAZLOVIMOSTI
�SWOJSTWO ��� OTSYLAQ ZA DOKAZATELXSTWOM K SOOTWETSTWU��EMU RAZ�
DELU INTEGRALXNYH URAWNENIJ� pUSTX

F �M� �

�X
n��

Fnvn�M��

oTS�DA OBY�NYM SPOSOBOM� ISPOLXZUQ USLOWIE ORTOGONALXNOSTI ����
NAHODIM KO�FFICIENTY RAZLOVENIQ	

Fn �

ZZZ
T

F �M� vn�M� � d�

ZZZ
T

v�n� d�

� ���

wERNEMSQ TEPERX K URAWNENI� W �ASTNYH PROIZWODNYH� rE�ENIE
URAWNENIQ

T ��n � �nTn � �

IMEET WID

Tn�t� � An cos
p
�n t�Bn sin

p
�n t�

TAK �TO RE�ENIEM NA�EJ OSNOWNOJ WSPOMOGATELXNOJ ZADA�I BUDET PRO�
IZWEDENIE

un�M� t� � Tn�t� vn�M� � �An cos
p
�n t�Bn sin

p
�n t� vn�M��

oB�EE RE�ENIE ISHODNOJ ZADA�I S NA�ALXNYMI DANNYMI ESTESTWENNO
ISKATX W WIDE SUMMY	

u�M� t� �

�X
n��

un�M� t� �

�X
n��

�An cos
p
�n t�Bn sin

p
�n t� vn�M�� ���

uDOWLETWORQQ NA�ALXNYM USLOWIQM ���

u�M� �� � ��M� �

�X
n��

Anvn�M��

ut�M� �� � ��M� �
�X
n��

Bn

p
�n vn�M�

I POLXZUQSX TEOREMOJ RAZLOVIMOSTI �� NAHODIM

An � �n� Bn

p
�n � �n�

GDE �n I �n 
 KO�FFICIENTY fURXE FUNKCIJ ��M� I ��M� W IH RAZ�
LOVENII PO ORTOGONALXNOJ S WESOM ��M� SISTEME FUNKCIJ vn�M�� tEM
SAMYM FORMALXNOE POSTROENIE RE�ENIQ ISHODNOJ ZADA�I ZAKON�ENO�

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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fIZI�ESKAQ INTERPRETACIQ POLU�ENNOGO RE�ENIQ WPOLNE ANALO�
GI�NA SLU�A� ODNOGO PEREMENNOGO� 	ASTNYE RE�ENIQ

un�M� t� � �An cos
p
�n t� Bn sin

p
�n t� vn�M�

PREDSTAWLQ�T SOBOJ S T O Q� I E W OL NY� KOTORYE MOGUT SU�ESTWOWATX
WNUTRI OGRANI�ENNOGO OB�EMA T �

�pROFILI� STOQ�IH WOLN� OPREDELQEMYE FUNKCIEJ vn�M�� DLQ
RAZNYH MOMENTOW WREMENI OTLI�A�TSQ LI�X MNOVITELEM PROPORCI�
ONALXNOSTI� lINII ILI POWERHNOSTI �SOOTWETSTWENNO DLQ DWUH ILI
TREH PEREMENNYH�� WDOLX KOTORYH vn�M� � �� NAZYWA�TSQ U Z L O WYMI
LI N I QMI �POWERHNOSTQMI� STOQ�EJ WOLNY vn�M�� tO�KI� W KOTORYH
vn�M� DOSTIGAET OTNOSITELXNYH MAKSIMUMOW ILI MINIMUMOW� NAZYWA�

�TSQ P U� N O ST QMI �TOJ STOQ�EJ WOLNY��� oB�EE RE�ENIE PREDSTA�
WLQETSQ W WIDE BESKONE�NOJ SUMMY TAKIH STOQ�IH WOLN� wOZMOVNOSTX
PREDSTAWLENIQ OB�EGO RE�ENIQ W WIDE SUMMY SLAGAEMYH PODOBNOGO TI�
PA I OZNA�AET WOZMOVNOSTX PREDSTAWLENIQ PROIZWOLXNOGO KOLEBANIQ W

WIDE SUPERPOZICII STOQ�IH WOLN���
tAKIM OBRAZOM� ZADA�A O KOLEBANII MEMBRAN ILI OB�EMOW SWODIT�

SQ� PO SU�ESTWU� K NAHOVDENI� SOOTWETSTWU��IH SOBSTWENNYH FUNK�
CIJ� w PP� � I � MY RASSMOTRIM KOLEBANIQ PRQMOUGOLXNOJ I KRUGLOJ
MEMBRAN� OBRA�AQ PRI �TOM GLAWNOE WNIMANIE NA POSTROENIE SOBSTWEN�
NYH FUNKCIJ� kAK UVE OTME�ALOSX WY�E� NAHOVDENIE SOBSTWENNYH
FUNKCIJ W QWNOJ ANALITI�ESKOJ FORME SOPRQVENO S BOLX�IMI TRUD�
NOSTQMI DLQ OBLASTEJ BOLEE SLOVNOJ FORMY� w SLU�AE PROIZWOLXNYH
OBLASTEJ DLQ POSTROENIQ SOBSTWENNYH FUNKCIJ MOGUT BYTX ISPOLXZO�
WANY PRIBLIVENNYE METODY� sU�ESTWU�T RAZLI�NYE PRIBLIVENNYE
METODY� OSNOWANNYE NA ISPOLXZOWANII INTEGRALXNYH URAWNENIJ� WARI�
ACIONNYH PRINCIPOW� KONE�NYH RAZNOSTEJ�

�� kOLEBANIQ PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY� pROCESS KOLEBANIJ
PLOSKOJ ODNORODNOJ MEMBRANY� KAK BYLO POKAZANO W GL� II� x �� OPISY�
WAETSQ URAWNENIEM KOLEBANIJ

utt � a��u� ����

pUSTX W PLOSKOSTI �x� y� RASPOLOVENA PRQMOUGOLXNAQ MEMBRANA SO
STORONAMI b� I b�� ZAKREPLENNAQ PO KRAQM I WOZBUVDAEMAQ S POMO�X�

�� eSLI WOZBUDITX KOLEBANIQ MEMBRANY� POSYPANNOJ PESKOM� TO PESOK IZ
PU�NOSTEJ BUDET SBRASYWATXSQ K UZLOWYM LINIQM� OBRAZUQ PRI �TOM TAK NA�
ZYWAEMYE HLADNIEWY FIGURY� WOSPROIZWODQ�IE UZLOWYE LINII SOBSTWENNYH
FUNKCIJ�

�� oBOSNOWANI� METODA RAZDELENIQ DLQ SLU�AQ MNOGIH PEREMENNYH POSWQ�
�ENY RABOTY o� a� lADYVEN S K O J �o SHODIMOSTI RQDOW fURXE� OPREDELQ�
��IH RE�ENIE SME�ANNOJ ZADA�I DLQ GIPERBOLI�ESKIH URAWNENIJ �� dan
sssr� ����� t� ��� � �� s� ��%�� I w� a� iLXIN A �o RAZRE�IMOSTI SME�
�ANNYH ZADA� DLQ GIPERBOLI�ESKIH I PARABOLI�ESKIH URAWNENIJ �� umn�
����� t� ��� WYP� �� s� �
%����
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NA�ALXNOGO OTKLONENIQ I NA�ALXNOJ SKOROSTI� dLQ NAHOVDENIQ FUNK�
CII u�x� y� t�� HARAKTERIZU��EJ OTKLONENIE MEMBRANY OT POLOVENIQ
RAWNOWESIQ� MY DOLVNY RE�ITX URAWNENIE KOLEBANIJ

�u

t�
� a�

�
�u

x�
�
�u

y�

�
�����

PRI ZADANNYH NA�ALXNYH USLOWIQH

u�x� y� �� � ��x� y��
u

t
�x� y� �� � ��x� y�

��� ����

I GRANI�NYH USLOWIQH

u��� y� t� � �� u�b�� y� t� � �� ����

u�x� �� t� � �� u�x� b�� t� � �� ����

mY I�EM� KAK OBY�NO� RE�ENIE METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH�
POLAGAQ

u�x� y� t� � v�x� y�T �t�� ����

pODSTAWLQQ ���� W ���� I RAZDELQQ PEREMENNYE� POLU�AEM DLQ FUNKCII
T �t� URAWNENIE

T �� � a��T � �� ����

A DLQ FUNKCII v�x� y� 
 SLEDU��U� KRAEWU� ZADA�U	

vxx � vyy � �v � ��

v��� y� � �� v�b�� y� � ��

v�x� �� � �� v�x� b�� � ��

������� ����

tAKIM OBRAZOM� SAMA ZADA�A DLQ SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ SOSTOIT W RE�
�ENII ODNORODNOGO URAWNENIQ W �ASTNYH PROIZWODNYH PRI ODNORODNYH
GRANI�NYH USLOWIQH� bUDEM I �TU ZADA�U RE�ATX METODOM RAZDELENIQ
PEREMENNYH� POLAGAQ

v�x� y� � X�x�Y �y��

pROWODQ RAZDELENIE PEREMENNYH� POLU�AEM SLEDU��IE ODNOMER�
NYE ZADA�I NA SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ	

X �� � �X � ��

X��� � �� X�b�� � ��

�
����

Y �� � �Y � ��

Y ��� � �� Y �b�� � ��

�
����

���
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GDE � I � 
 POSTOQNNYE RAZDELENIQ PEREMENNYH� SWQZANNYE SOOTNO�E�
NIEM �� � � �� pRI �TOM GRANI�NYE USLOWIQ DLQ X�x� I Y �y� WYTE�
KA�T IZ SOOTWETSTWU��IH USLOWIJ DLQ FUNKCII v� nAPRIMER� IZ

v��� y� � X���Y �y� � �

SLEDUET X��� � �� TAK KAK Y �y� �� � �MY I�EM NETRIWIALXNYE RE�E�
NIQ��

s RE�ENIEM ZADA�� PODOBNYH ���� I ����� MY UVE WSTRE�ALISX PRI
IZU�ENII KOLEBANIJ STRUNY� rE�ENIQ URAWNENIJ ���� I ���� IME�T WID

Xn�x� � sin
n�

b�
x� Ym�y� � sin

m�

b�
y�

�n �

�
n�

b�

��

� �m �

�
m�

b�

��

�

sOBSTWENNYM ZNA�ENIQM

�n�m �

�
n�

b�

��

�

�
m�

b�

��

�

TAKIM OBRAZOM� SOOTWETSTWU�T SOBSTWENNYE FUNKCII

vn�m � An�m sin
n�

b�
x sin

m�

b�
y�

GDE An�m 
 NEKOTORYJ POSTOQNNYJ MNOVITELX� wYBEREM EGO TAK� �TO�
BY NORMA FUNKCII vn�m S WESOM � BYLA RAWNA EDINICE	

b�Z
�

b�Z
�

v�n�m dx dy � A�
n�m

b�Z
�

sin�
n�

b�
x dx

b�Z
�

sin�
m�

b�
y dy � ��

oTS�DA

An�m �

r
�

b�b�
�

oRTOGONALXNOSTX FUNKCIJ fvn�mg O�EWIDNA I NE NUVDAETSQ W DOKAZA�
TELXSTWE� sLEDOWATELXNO� FUNKCII

vn�m�x� y� �

r
�

b�b�
sin

n�

b�
x sin

m�

b�
y ����

OBRAZU�T ORTONORMIROWANNU� SISTEMU SOBSTWENNYH FUNKCIJ PRQMO�
UGOLXNOJ MEMBRANY�

	ISLO SOBSTWENNYH FUNKCIJ� PRINADLEVA�IH �n�m �KRATNOSTX
�n�m�� ZAWISIT OT KOLI�ESTWA CELO�ISLENNYH RE�ENIJ n I m URAW�
NENIQ �

n�

b�

��

�

�
m�

b�

��

� �n�m�
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nAJDENNAQ SISTEMA SOBSTWENNYH FUNKCIJ vn�m TAKOWA� �TO L�BAQ
FUNKCIQ F �x� y�� DWAVDY NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMAQ I UDOWLETWO�
RQ��AQ GRANI�NOMU USLOWI�� MOVET BYTX RAZLOVENA W ABSOL�TNO I
RAWNOMERNO SHODQ�IJSQ RQD PO vn�m� �TO UTWERVDENIE MOVNO OBOSNO�
WATX� SOSLAW�ISX NA TEORI� KRATNYH RQDOW fURXE�

pOKAVEM� �TO SISTEMA ���� SODERVIT WSE SOBSTWENNYE FUNKCII NA�
�EJ ZADA�I O SOBSTWENNYH ZNA�ENIQH� pREDPOLOVIM� �TO SU�ESTWUET
SOBSTWENNAQ FUNKCIQ u�� PRINADLEVA�AQ SOBSTWENNOMU ZNA�ENI� ���
tAK KAK FUNKCIQ u� ORTOGONALXNA WSEM SOBSTWENNYM FUNKCIQM� PRI�
NADLEVA�IM DRUGIM ZNA�ENIQM �� TO W EE RAZLOVENII PO SISTEME ����
OSTANETSQ LI�X KONE�NOE �ISLO �LENOW� SOOTWETSTWU��IH SOBSTWEN�
NYM FUNKCIQM� PRINADLEVA�IM SOBSTWENNOMU ZNA�ENI� �n�m � ���
pO�TOMU u� QWLQETSQ LINEJNOJ KOMBINACIEJ LI�X TEH FUNKCIJ �����
KOTORYE SOOTWETSTWU�T �n�m � ��� tAKIM OBRAZOM� WSE FUNKCII PRQ�
MOUGOLXNOJ MEMBRANY DA�TSQ FORMULOJ �����

rIS� 
�

wOZWRA�AQSX K ISHODNOJ ZADA�E DLQ URAWNENIQ ����� MY WIDIM� �TO
�ASTNYE RE�ENIQ

un�m � vn�m�x� y� � �Bn�m cos
p
�n�m at� ��Bn�m sin

p
�n�m at�

PREDSTAWLQ�T SOBOJ STOQ�IE WOLNY� PROFILX KOTORYH OPREDELQETSQ
SOBSTWENNYMI FUNKCIQMI vn�m� gEOMETRI�ESKIE MESTA TO�EK WNUTRI
PRQMOUGOLXNIKA� W KOTORYH SOBSTWENNYE FUNKCII OBRA�A�TSQ W NULX�
NAZYWA�TSQ U Z L O WYMI LI NI QMI� rASSMOTRIM DLQ PROSTOTY KWA�
DRAT SO STORONOJ b �b� � b��� uZLOWYE LINII FUNKCII

vn�m �
�

b
sin

n�

b
x sin

m�

b
y

QWLQ�TSQ PRQMYMI� PARALLELXNYMI OSQM KOORDINAT �RIS� ��� A��
pRI KRATNYH SOBSTWENNYH ZNA�ENIQH LINEJNAQ KOMBINACIQ SOB�

STWENNYH FUNKCIJ TAKVE BUDET SOBSTWENNOJ FUNKCIEJ� eE UZLOWYE LI�
NII MOGUT IMETX WESXMA SLOVNU� FORMU �RIS� ��� B��
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iSKOMOE RE�ENIE URAWNENIQ ���� PRI DOPOLNITELXNYH USLOWIQH
���� 
 ���� IMEET WID

u�x� y� t� �

�X
m��

�X
n��

� �Bn�m cos
p
�n�m at� ��Bn�m sin

p
�n�m at� vn�m�x� y��

GDE vn�m OPREDELQETSQ FORMULOJ ����� A KO�FFICIENTY �Bn�m I ��Bn�m

RAWNY

�Bn�m �

b�Z
�

b�Z
�

��x� y� vn�m�x� y� dx dy �

�

r
�

b�b�

b�Z
�

b�Z
�

��x� y� sin
n�

b�
x sin

m�

b�
y dx dy�

��Bn�m �
�p

a��n�m

r
�

b�b�

b�Z
�

b�Z
�

��x� y� sin
n�

b�
x sin

m�

b�
y dx dy�

�� kOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY� pRI IZU�ENII KOLEBANIJ
KRUGLOJ MEMBRANY POLEZNO PEREJTI K POLQRNYM KOORDINATAM� tOGDA
URAWNENIE KOLEBANIJ ZAPI�ETSQ W WIDE

�

r



r

�
r
u

r

�
�

�

r�
�u

��
�

�

a�
�u

t�
� ����

bUDEM ISKATX RE�ENIE �TOGO URAWNENIQ PRI ZADANNYH NA�ALXNYH
USLOWIQH

u�r� �� �� � f��r� ���

ut�r� �� �� � f��r� ��

�
����

I GRANI�NOM USLOWII

u�r�� �� t� � � ����

�ZAKREPLENNAQ PO KRAQM MEMBRANA RADIUSA r��� kAK I W SLU�AE PRQMO�
UGOLXNOJ MEMBRANY� MY PRIBEGAEM K RAZDELENI� PEREMENNYH� pOLO�
VIW

u�r� �� t� � v�r� ��T �t��

MY POLU�IM URAWNENIE DLQ T �t�	

T �� � a��T � ��

KOTOROE IMEET RE�ENIE

T � C� cos
p
a�� t� C� sin

p
a�� t�
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I SLEDU��U� ZADA�U NA SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ DLQ FUNKCII v�r� ��	

�

r



r

�
r
v

r

�
�

�

r�
�v

��
� �v � � �� � r � r���

jv��� ��j �
 �USLOWIE OGRANI�ENNOSTI��

v�r�� �� � � �GRANI�NOE USLOWIE��

v�r� �� � v�r� � � ��� �USLOWIE PERIODI�NOSTI��

�������������������
fUNKCIQ v DOLVNA BYTX ODNOZNA�NOJ I DIFFERENCIRUEMOJ FUNKCIEJ
TO�KI� POSKOLXKU VE � QWLQETSQ CIKLI�ESKOJ KOORDINATOJ� TO DLQ OD�
NOZNA�NOSTI v MY DOLVNY POTREBOWATX� �TOBY WYPOLNQLOSX USLOWIE
PERIODI�NOSTI S PERIODOM ��� T� E� v�r� � � ��� � v�r� ���

pOLOVIM

v�r� �� � R�r�(����

pODSTAWLQQ PREDPOLAGAEMU� FORMU RE�ENIQ W NA�E URAWNENIE I PRO�
IZWODQ DELENIE NA R(� POLU�AEM

r
d

dr

�
r
dR

dr

�
R

�
(��

(
� �r� � ��

oTS�DA PRIHODIM K URAWNENIQM

(�� � ��( � ��

(��� � (�� � ���� (���� � (��� � ����

�

r

d

dr

�
r
dR

dr

�
�

�
�� ��

r�

�
R � ��

R�r�� � �� jR��� j �
�

nETRIWIALXNYE PERIODI�ESKIE RE�ENIQ DLQ (��� SU�ESTWU�T LI�X
PRI �� � n� �n 
 CELOE �ISLO� I IME�T WID

(n��� � D�n cosn� �D�n sinn��

oTMETIM� �TO SOBSTWENNOMU ZNA�ENI� n� PRINADLEVAT DWE LINEJNO
NEZAWISIMYE SOBSTWENNYE FUNKCII cosn� I sinn��

dLQ OPREDELENIQ FUNKCII R�r� MY IMEEM URAWNENIE

d�R

dr�
�

�

r

dR

dr
�

�
�� n�

r�

�
R � � ����

S ODNORODNYMI GRANI�NYMI USLOWIQMI

R�r�� � ��

jR��� j �
�
����



��� rasprostranenie woln w prostranstwe �gl� V

tAKIM OBRAZOM� DLQ OPREDELENIQ FUNKCII R�r� MY DOLVNY RE�ITX
ZADA�U O SOBSTWENNYH ZNA�ENIQH�

wTOROE USLOWIE� NALAGAEMOE NA FUNKCI� R�r�� PREDSTAWLQ��EE
USLOWIE OGRANI�ENNOSTI PRI r � �� SWQZANO S TEM� �TO r � � QWLQET�
SQ OSOBOJ TO�KOJ URAWNENIQ� DLQ OSOBYH VE TO�EK W KA�ESTWE GRANI��
NOGO USLOWIQ DOSTATO�NO WYSTAWITX TREBOWANIE OGRANI�ENNOSTI �SM�
dOPOLNENIE II� �� I��

wWODQ NOWU� PEREMENNU�

x �
p
� r

I OBOZNA�AQ

R�r� � R

�
xp
�

�
� y�x��

POLU�AEM DLQ OPREDELENIQ FUNKCII y�x� URAWNENIE CILINDRI�ESKIH
FUNKCIJ n�GO PORQDKA �SM� dOPOLNENIE II� �� I�

d�y

dx�
�

�

x

dy

dx
�

�
�� n�

x�

�
y � � ����

S DOPOLNITELXNYMI USLOWIQMI

y�x�� � � �x� �
p
� r���

j y��� j �
�

����

oB�EE RE�ENIE URAWNENIQ CILINDRI�ESKIH FUNKCIJ IMEET WID

y�x� � d�Jn�x� � d�Nn�x�� ����

GDE Jn�x� 
 FUNKCIQ bESSELQ� Nn 
 FUNKCIQ nEJMANA n�GO PORQDKA
�SM� dOPOLNENIE II� �� I��iZ WTOROGO USLOWIQ SLEDUET� �TO d� � ��pERWOE
USLOWIE DAET

Jn�
p
� r�� � �� ILI Jn��� � � �� �

p
� r��� ����

eSLI �
�n�
m 
 m�J KORENX URAWNENIQ Jn��� � �� TO

�n�m �


�
�n�
m

r�

��

� ����

�TOMU SOBSTWENNOMU ZNA�ENI� PRINADLEVIT SOBSTWENNAQ FUNKCIQ

Rn�m � y�
p
� r� � Jn


�
�n�
m

r�
r

�
� ����

oTMETIM SLEDU��IE SWOJSTWA SOBSTWENNYH FUNKCIJ ���� �SM� dO�
POLNENIE II� �� I� x ���
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�� sOBSTWENNYE FUNKCII R�r�� PRINADLEVA�IE RAZLI�NYM SOB�
STWENNYM ZNA�ENIQM �� ORTOGONALXNY S WESOM r	

r�Z
�

rRnm��r�Rnm� �r� dr � � �m� �� m��

ILI

r�Z
�

rJn


�
�n�
m�

r�
r

�
Jn


�
�n�
m�

r�
r

�
dr � �� ����

�� kWADRAT NORMY �TIH FUNKCIJ RAWEN

r�Z
�

rJ�n


�
�n�
m

r�
r

�
dr �

r��
�

h
J �n��

�n�
m �

i�
� �����

w �ASTNOSTI� KWADRAT NORMY FUNKCII J�


�
���
m

r�
r

�
RAWEN

r�Z
�

r

	
J�


�
���
m

r�
r

�
�
dr �

r��
�

h
J���

���
m �

i�
� ����

�� wSQKAQ NEPRERYWNAQ W INTERWALE ��� r�� FUNKCIQ f�r�� IME��AQ
KUSO�NO�NEPRERYWNYE PERWU� I WTORU� PROIZWODNYE I UDOWLETWORQ��
�AQ GRANI�NYM USLOWIQM ZADA�I� MOVET BYTX RAZLOVENA W ABSOL�TNO
I RAWNOMERNO SHODQ�IJSQ RQD	

f�r� �
�X
m��

fm Jn


�
�n�
m

r�
r

�
� ����

PRI�EM KO�FFICIENTY RAZLOVENIQ OPREDELQ�TSQ FORMULOJ

fm �

r�Z
�

rf�r� Jn


�
�n�
m

r�
r

�
dr

r��
�

h
J �n��

�n�
m �

i� � ����

wOZWRA�AQSX K ZADA�E O SOBSTWENNYH ZNA�ENIQH DLQ KRUGLOJ MEM�
BRANY� POLU�IM DLQ SOBSTWENNOGO ZNA�ENIQ

�n�m �


�
�n�
m

r�

��
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DWE SOBSTWENNYE FUNKCII

�vn�m � Jn


�
�n�
m

r�
r

�
cosn�� ��vn�m � Jn


�
�n�
m

r�
r

�
sinn�� ����

sOSTAWIW IH LINEJNU� KOMBINACI�� POLU�IM

vn�m�r� �� � Jn


�
�n�
m

r�
r

�
�An�m cosn� �Bn�m sinn��� ����

wY�ISLIM NORMU SOBSTWENNOJ FUNKCII vn�m� POPUTNO POLU�ITSQ
DOKAZATELXSTWO ORTOGONALXNOSTI SOBSTWENNYH FUNKCIJ� WYTEKA��EE
TAKVE IZ OB�EJ TEORII� dLQ UPRO�ENIQ WY�ISLENIJ OGRANI�IMSQ SOB�
STWENNYMI FUNKCIQMI �vn�m	

��Z
�

r�Z
�

�vn��m��vn��m�r dr d� �

�

r�Z
�

Jn�


�
�n��
m�

r�
r

�
Jn�


�
�n��
m�

r�
r

�
r dr

��Z
�

cosn�� cosn�� d� �

�

�����������������������

� PRI n� �� n��

� PRI n� � n�� m� �� m��

r��
�

h
J �n��

�n�
m �

i�
� PRI n� � n� � n �� � I m� � m� � m�

r��
�

h
J ����

�n�
m �

i�
�� PRI n� � n� � � I m� � m� � m�

����

aNALOGI�NYE USLOWIQ IME�T MESTO DLQ FUNKCII

��vn�m � Jn


�
�n�
m

r�
r

�
sinn��

wYRAVENIE DLQ KWADRATA NORMY MOVNO ZAPISATX W WIDEZ Z
	

v�n�m d� �
r��
�
��n

h
J �n��

�n�
m �

i�
�d� � r dr d��� ����

GDE

�n �

�
� PRI n � ��

� PRI n �� ��
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iZ OB�EJ TEORII SLEDUET UTWERVDENIE�
wSQKAQ NEPRERYWNAQ FUNKCIQ F �r� �� S NEPRERYWNYMI PERWYMI I

WTORYMI PROIZWODNYMI� UDOWLETWORQ��AQ GRANI�NYM USLOWIQM ZA�
DA�I� MOVET BYTX RAZLOVENA W ABSOL�TNO I RAWNOMERNO SHODQ�IJSQ
RQD

F �r� �� �
X
n�m

�An�m�vn�m�r� �� �Bn�m��vn�m�r� ��� ����

PO SOBSTWENNYM FUNKCIQM ZADA�I O SOBSTWENNYH ZNA�ENIQH DLQ KRUGA�
kO�FFICIENTY RAZLOVENIQ WY�ISLQ�TSQ PO FORMULAM

An�m �

��Z
�

r�Z
�

F �r� �� Jn


�
�n�
m

r�
r

�
cosn� r dr d�

�r��
�

�n

h
J �n��

�n�
m �

i� �

Bn�m �

��Z
�

r�Z
�

F �r� �� Jn


�
�n�
m

r�
r

�
sinn� r dr d�

�r��
�

�n

h
J �n��

�n�
m �

i� �

�����������������������������������

����

oTMETIM� �TO FUNKCIQ

v��m�r� �� � J�


�
���
m

r�
r

�
NE ZAWISIT OT ��

eSLI ZADANNAQ FUNKCIQ F ZAWISIT TOLXKO OT r� F � F �r�� TO RQD�
PREDSTAWLQ��IJ RAZLOVENIE F PO SOBSTWENNYM FUNKCIQM� BUDET SO�
DERVATX LI�X FUNKCII v��m	

F �r� �

�X
m��

A��mJ�


�
���
m

r�
r

�
� ����

GDE

A��m �

r�Z
�

F �r� J�


�
���
m

r�
r

�
r dr

r��
�
J�� ��

���
m �

� ����

wSE OSTALXNYE KO�FFICIENTY An�m I Bn�m RAWNY NUL��
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wOZWRA�AQSX K ISHODNOJ ZADA�E KOLEBANIQ MEMBRANY PRI ZADAN�
NOM NA�ALXNOM OTKLONENII I NA�ALXNOJ SKOROSTI� MOVEM NAPISATX EE
RE�ENIE W WIDE

u�r� �� t� �

�X
n�m��

�vn�m�r� ��


An�m cos

a�
�n�
m

r�
t�Bn�m sin

a�
�n�
m

r�
t

�
�

�

�X
n�m��

��vn�m�r� ��


Cn�m cos

a�
�n�
m

r�
t�Dn�m sin

a�
�n�
m

r�
t

�
�

kO�FFICIENTY An�m� Bn�m� Cn�m� Dn�m OPREDELQ�TSQ IZ NA�ALXNYH
USLOWIJ

u�r� �� �� �

�X
n�m��

�An�m�vn�m � Cn�m��vn�m� � f��r� ���

ut�r� �� �� �

�X
n�m��

�Bn�m�vn�m �Dn�m��vn�m�
a�

�n�
m

r�
� f��r� ��

PO FORMULAM

An�m �

��Z
�

r�Z
�

f��r� �� Jn

�p
�n�m r

�
cosn� r dr d�

�r��
�

�n

h
J �n�

p
�n�m r��

i� �

Cn�m �

��Z
�

r�Z
�

f��r� �� Jn

�p
�n�m r

�
sinn� r dr d�

�r��
�

�n

h
J �n�

p
�n�m r��

i� �

aNALOGI�NYE FORMULY IME�T MESTO DLQ a
p
�n�mBn�m I� SOOTWET�

STWENNO� DLQ a
p
�n�mDn�m�

zada�i k glawe V

�� rE�ITX ZADA�U S NA�ALXNYMI DANNYMI DLQ URAWNENIQ KOLEBANIJ
utt � a��u W PROSTRANSTWE� PREDPOLAGAQ� �TO NA�ALXNAQ SKOROSTX WS�DU RAW�
NA NUL�� A NA�ALXNYE OTKLONENIQ ujt�� � � IME�T WID

A� � �

�
� WNUTRI EDINI�NOJ SFERY�

� WNE EDINI�NOJ SFERY



I� priwedenie urawnenij teorii uprugosti ���

ILI

B� � �

���A cos
�

�r�
r WNUTRI SFERY RADIUSA r��

� WNE SFERY RADIUSA r��

�� rE�ITX ZADA�U O KOLEBANII POLUPROSTRANSTWA z � � PRI ODNORODNOM
GRANI�NOM USLOWII PERWOGO ILI WTOROGO RODA� ESLI ZADANY�

A� LOKALXNOE WOZMU�ENIE� T� E� NA�ALXNAQ SKOROSTX I NA�ALXNOE OTKLO�
NENIE W NEKOTOROJ OBLASTI T��

B� SOSREDOTO�ENNAQ SILA� DEJSTWU��AQ PO PROIZWOLXNOMU ZAKONU�
� rE�ITX ZADA�U � DLQ SLOQ �l � z � l�
�� rE�ITX URAWNENIE KOLEBANIJ W OBLASTI� PREDSTAWLQ��EJ SOBOJ KLIN�

UGOL RASTWORA KOTOROGO RAWEN ��� I WOOB�E ��n �n 	 CELOE �ISLO�� ESLI
ZADANY ODNORODNYE GRANI�NYE USLOWIQ PERWOGO ILI WTOROGO RODA� A TAKVE
NA�ALXNAQ SKOROSTX I NA�ALXNOE OTKLONENIE�

�� wYWESTI ANALOG INTEGRALXNOJ FORMULY ��� IZ x � DLQ URAWNENIQ

utt � a��u � cu� GDE c � const�

rASSMOTRETX SLU�AJ c 	 � I NAJTI RE�ENIE ZADA�I S NA�ALXNYMI DANNYMI
DLQ NEODNORODNOGO URAWNENIQ� dATX FIZI�ESKU� INTERPRETACI� POLU�EN�
NYH REZULXTATOW�

�� nAJTI FUNKCI� u��� �� t�� HARAKTERIZU��U� KOLEBANIQ MEMBRANY
POD DEJSTWIEM IMPULXSA K� SOSREDOTO�ENNOGO

A� W CENTRE KRUGLOJ MEMBRANY�
B� W PROIZWOLXNOJ TO�KE KRUGLOJ MEMBRANY�
W� W PROIZWOLXNOJ TO�KE PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY�
�� nAJTI SOBSTWENNYE �ASTOTY I SOBSTWENNYE FUNKCII MEMBRAN� IME�

��IH FORMU�
A� POLUKRUGA�
B� KOLXCA�
W� KRUGOWOGO SEKTORA�
G� KOLXCEWOGO SEKTORA�
rASSMOTRETX PERWU� I WTORU� KRAEWYE ZADA�I�
�� nAJTI USTANOWIW�IESQ KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY �MEMBRANY MI�

KROFONA� POD DEJSTWIEM PERIODI�ESKOJ SILY� RASPREDELENNOJ PO MEMBRANE S
POSTOQNNOJ PLOTNOSTX� f � A sin�t� rE�ITX TU VE ZADA�U� ESLI f � A���
� r��c�� sin�t� GDE c 	 RADIUS MEMBRANY�

�� wYWESTI URAWNENIE RASPROSTRANENIQ ZWUKA W SREDE� DWIVU�EJSQ S
POSTOQNNOJ SKOROSTX�� pREOBRAZOWATX POLU�ENNOE URAWNENIE� PEREJTI K SI�
STEME KOORDINAT� DWIVU�EJSQ WMESTE SO SREDOJ�

priloveniq k glawe V

I� pRIWEDENIE URAWNENIJ TEORII UPRUGOSTI
K URAWNENIQM KOLEBANIJ

tEORIQ UPRUGOSTI STAWIT SWOEJ CELX� IZU�ENIE WOZNIKA��IH W
UPRUGIH TELAH DEFORMACIJ I DWIVENIJ PRI POMO�I MATEMATI�ESKIH



��� priloveniq k glawe V

METODOW� wOZNIKA��IE POD DEJSTWIEM WNE�NIH SIL DEFORMACII I DWI�
VENIQ MOVNO HARAKTERIZOWATX S POMO�X� W E K TOR A SM E� EN I J u�
PROEKCII KOTOROGO NA KOORDINATNYE OSI x� y� z BUDEM OBOZNA�ATX
u�x� y� z� t�� v�x� y� z� t�� w�x� y� z� t�� �TI SME�ENIQ WOZNIKA�T W UPRU�
GOM TELE POD DEJSTWIEM WNUTRENNIH SIL �N A P R QVE N I J�� KOTORYE
OBRAZU�T SIMMETRI�ESKIJ TENZOR NAPRQVENIJ�B� �x �xy �xz

�yx �y �yz
�zx �zy �z

�CA �

GDE �x� �xy� �xz 
 SOSTAWLQ��IE SILY �NAPRQVENIQ�� DEJSTWU��EJ
NA EDINICU PLO�ADI POWERHNOSTNOGO �LEMENTA� PERPENDIKULQRNOGO K
OSI x� ANALOGI�NO �yx� �y� �yz I �zx� �zy� �z 
 KOMPONENTY NAPRQ�
VENIJ� DEJSTWU��IH NA EDINICU PLO�ADI POWERHNOSTNYH �LEMENTOW�
PERPENDIKULQRNYH K OSQM y I z� kOMPONENTY �x� �y� �z NAZYWA�
�T N ORM A L XNYMI N AP R QV EN I QMI� A �xy� �xz I T� D� NAZYWA�T
SK ALYW A��IMI N AP R QVE N I QMI� rASSMATRIWAQ �LEMENT OB�EMA
I SOSTAWLQQ DLQ NEGO URAWNENIE DWIVENIQ� POLU�AEM
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GDE � 
 OB�EMNAQ PLOTNOSTX W TO�KE �x� y� z�� X � Y � Z 
 SOSTAWLQ�
��IE WNE�NIH OB�EMNYH SIL� sWQZX NAPRQVENIJ� WOZNIKA��IH PRI
DEFORMACII� S EE HARAKTERISTIKAMI DAETSQ ZAKONOM gUKA� KOTORYJ ZA�
PISYWAETSQ W SLEDU��EM WIDE	

�x � �G

�
�x �

�

m� �

�
� �xy � G�xy�

�y � �G

�
�y �

�

m� �

�
� �yz � G�yz�

�z � �G

�
�z �

�

m� �

�
� �zx � G�zx�

�����������������
���

pRI �TOM WELI�INY

�x �
u

x
� �y �

v

y
� �z �

w

z
�

�xy �
u

y
�
v

x
� �yz �

v

z
�
w

y
� �zx �

w

x
�
u

z

������� ���



I� priwedenie urawnenij teorii uprugosti ���

OBRAZU�T SIMMETRI�ESKIJ TENZOR DEFORMACIJ�B� �x �xy �xz
�yx �y �yz
�zx �zy �z

�CA �

w FORMULAH ��� MY POLXZUEMSQ SLEDU��IMI OBOZNA�ENIQMI	 G 

MOD U L X S D WI G A� m 
 KO�FFICIENT� HARAKTERIZU��IJ SVATI E
TELA W POPERE�NOM NAPRAWLENII PRI EGO UDLINENII W PRODOLXNOM NA�

PRAWLENII� � � divu �
u

x
�
v

y
�
w

z
�

k URAWNENIQM ��� I ��� SLEDUET E�E PRISOEDINITX GRANI�NYE USLO�
WIQ �NA GRANICE ZADANY� NAPRIMER� SME�ENIQ u� v� w LIBO POWERHNOST�
NYE SILY I T� D��� NA KOTORYH MY ZDESX NE BUDEM OSTANAWLIWATXSQ�

uRAWNENIQ ��� I ��� OBRAZU�T POLNU� SISTEMU DIFFERENCIALX�
NYH URAWNENIJ W �ASTNYH PROIZWODNYH DLQ NAPRQVENIJ I DEFORMACIJ�
pODSTAWLQQ WYRAVENIQ DLQ NAPRQVENIJ IZ ��� W URAWNENIQ DWIVENIQ
��� I U�ITYWAQ SOOTNO�ENIQ ���� POLU�AEM SISTEMU URAWNENIJ DLQ SME�
�ENIJ	
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	ASTO WWODQT WMESTO POSTOQNNYH G I m TAK NAZYWAEMYE P O S TO QN�
NYE lAM � � I �� SWQZANNYE S NIMI SOOTNO�ENIQMI

� � G� � �
�

m� �
G�

�TO POZWOLQET ZAPISATX PREDYDU�U� SISTEMU URAWNENIJ W WIDE ODNOGO
WEKTORNOGO URAWNENIQ

�
�u

t�
� ��� ��� graddivu� � rot rotu�F� ���

GDE u 
 WEKTOR SME�ENIQ S SOSTAWLQ��IMI u� v I w� F 
 WEKTOR OB��
EMNYH SIL S SOSTAWLQ��IMIX � Y � Z� uRAWNENIE ��� OBY�NO NAZYWA�T
URAWNENIEM lAM��

pOKAVEM� �TO URAWNENIQ ��� MOGUT BYTX SWEDENY K WOLNOWYM URAW�

NENIQM DLQ SOOTWETSTWU��IM OBRAZOM WYBRANNYH FUNKCIJ���

�� sO B O L E W s� l� nEKOTORYE WOPROSY TEORII RASPROSTRANENIQ KOLEBA�
NIJ� m�� l�� ����� fRA NK f�� mIZ E S r� dIFFERENCIALXNYE I INTEGRALX�
NYE URAWNENIQ MATEMATI�ESKOJ FIZIKI� m�� l�� ���
� gL� XII�



��� priloveniq k glawe V

pROIZWOLXNYJ WEKTOR F WSEGDA MOVNO PREDSTAWITX W WIDE SUMMY

F � gradU � rotL�

GDE U 
 SKALQRNYJ� A L 
 WEKTORNYJ POTENCIAL�
pOLOVIM

u � grad� � rotA�

GDE

�
��

t�
� ��� ����� � U� �

�A

t�
� ��A� L�

nETRUDNO UBEDITXSQ PRQMOJ PODSTANOWKOJ� �TO OPREDELENNYJ TAKIM
OBRAZOM WEKTOR u DEJSTWITELXNO UDOWLETWORQET URAWNENIQM UPRUGOSTI
����

eSLI OB�EMNYE SILY OTSUTSTWU�T� TO DLQ POTENCIALOW � I A MY
POLU�AEM ODNORODNYE URAWNENIQ KOLEBANIJ

�
��

t�
� ��� ������ �

�A

t�
� ��A�

uRAWNENIE KOLEBANIJ DLQ WEKTORNOGO POTENCIALA A W NEKOTORYH
SLU�AQH �NAPRIMER� W DEKARTOWOJ SISTEME KOORDINAT� RASPADAETSQ NA
TRI SKALQRNYH URAWNENIQ� oDNAKO WOPROS O PRIWEDENII URAWNENIJ
UPRUGOSTI K OTDELXNYM SKALQRNYM URAWNENIQM KOLEBANIJ NE MOVET
BYTX RASSMOTREN DO KONCA BEZ PRIWLE�ENIQ GRANI�NYH USLOWIJ� KOTO�
RYE MOGUT SWQZYWATX RAZNYE KOMPONENTY� A W �TOM SLU�AE WOZNIKA�T
ZNA�ITELXNYE TRUDNOSTI DLQ POLNOGO RAS�EPLENIQ URAWNENIJ�

II� uRAWNENIQ �LEKTROMAGNITNOGO POLQ

�� uRAWNENIQ �LEKTROMAGNITNOGO POLQ I GRANI�NYE USLO�
WIQ� �LEKTROMAGNITNOE POLE HARAKTERIZUETSQ WEKTORAMI E I H NA�
PRQVENNOSTEJ �LEKTRI�ESKOGO I MAGNITNOGO POLEJ I WEKTORAMI D I
B �LEKTRI�ESKOJ I MAGNITNOJ INDUKCII� pOLNAQ SISTEMA URAWNENIJ
mAKSWELLA� SWQZYWA��IH �TI WELI�INY� IMEET WID
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divB � ��
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II� urawneniq �lektromagnitnogo polq ���

GDE j 
 OB�EMNAQ PLOTNOSTX TOKOW PROWODIMOSTI� j�e� 
 PLOTNOSTX TO�
KOW� PROISHODQ�IH OT DEJSTWIQ STORONNIH �ds� � 
 OB�EMNAQ PLOT�
NOSTX ZARQDOW� c 
 SKOROSTX SWETA W PUSTOTE� w DALXNEJ�EM MY �ASTO

BUDEM S�ITATX j�e� � ��
k �TIM URAWNENIQM SLEDUET PRISOEDINITX TAK NAZYWAEMYE MATE�

RIALXNYE URAWNENIQ POLQ

D � �E�

B � �H�

j � �E�

���

���

���

GDE � 
 DI�LEKTRI�ESKAQ POSTOQNNAQ� � 
 MAGNITNAQ PRONICAEMOSTX�
� 
 PROWODIMOSTX SREDY� w DALXNEJ�EM MY BUDEM PREDPOLAGATX SREDU
ODNORODNOJ I IZOTROPNOJ� w �TOM SLU�AE �� const� � � const� � � const�
mY �ASTO BUDEM RASSMATRIWATX �LEKTROMAGNITNYE PROCESSY W PUSTO�
TE� GDE � � � � �� � � �� PRI USLOWII OTSUTSTWIQ ZARQDOW I TOKOW� w
�TOM SLU�AE URAWNENIQ mAKSWELLA UPRO�A�TSQ	

rotH �
�

c

E

t
� divH � ��

rotE � � �

c

H

t
� divE � ��

uRAWNENIQ ��� I ��� SOWMESTNY� TAK KAK MEVDU � I j IMEETSQ SOOTNO�
�ENIE

�

t
� div j � ��

WYRAVA��EE ZAKON SOHRANENIQ �LEKTRI�ESKOGO ZARQDA�
zAKONY �LEKTROMAGNITNOGO POLQ� WYRAVENNYE W DIFFERENCIALX�

NOJ FORME URAWNENIQMI ��� 
 ���� MOGUT BYTX WYRAVENY W INTEGRALX�
NOJ FORME	 I

C

Hs ds �
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c

Z Z
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Es ds � � �
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d
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Z Z
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c

d�

dt
� ����

GDE
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D

t
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 POLNYJ TOK �jSM �
�

��

D

t

 TOK SME�ENIQ�� iNTEGRIROWANIE PRO�

IZWODITSQ PO KONTURU C I PO POWERHNOSTI �� OPIRA��EJSQ NA �TOT
KONTUR� � �

RR
	

Bn d� 
 POTOK INDUKCII� PRONIZYWA��IJ KONTUR C�

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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oBOZNA�IW �EREZ T NEKOTORYJ ZAMKNUTYJ OB�EM� A �EREZ �
 OGRA�
NI�IWA��U� EGO POWERHNOSTX� BUDEM IMETX WMESTO ��� I ���Z Z

	

Bn d� � �� ����

Z Z
	

Dn d� � ��

ZZZ
T

� d� � ��e� ����

GDE e 
 POLNYJ ZARQD WNUTRI OB�EMA T �
uRAWNENIQ ���� 
 ���� IME�T PROSTOJ FIZI�ESKIJ SMYSL I QWLQ�T�

SQ MATEMATI�ESKIM WYRAVENIEM OPYTNYH FAKTOW� POSLUVIW�IH OSNO�
WANIEM DLQ WYWODA URAWNENIJ mAKSWELLA�tAK� URAWNENIE ���� QWLQETSQ
OBOB�ENIEM IZWESTNOGO ZAKONA bIO I sAWARA� URAWNENIE ���� WYRAVA�
ET ZAKON �LEKTROMAGNITNOJ INDUKCII fARADEQ� URAWNENIE ���� MOVET
BYTX NEPOSREDSTWENNO WYWEDENO IZ ZAKONA kULONA� URAWNENIE ���� QWLQ�
ETSQ SLEDSTWIEM ZAMKNUTOSTI SILOWYH LINIJ MAGNITNOGO POLQ�

eSLI SREDA NEODNORODNA� TO K URAWNENI� mAKSWELLA SLEDUET PRI�
SOEDINITX USLOWIQ SOPRQVENIQ� nA GRANICE RAZDELA DWUH RAZNYH SRED
� I � DOLVNY WYPOLNQTXSQ SLEDU��IE USLOWIQ	

E���
s � E���

s ���

�NEPRERYWNOSTX TANGENCIALXNYH SOSTAWLQ��IH WEKTORA E��

H���
s � H���

s ����

�NEPRERYWNOSTX TANGENCIALXNYH SOSTAWLQ��IH WEKTORA H�� A TAKVE

B���
n�

� B���
n�

����

�NEPRERYWNOSTX NORMALXNYH SOSTAWLQ��IH WEKTORA B��

D���
n�
�D���

n�
� ���� ILI ��E

���
n�
� ��E

���
n�

� ���� ����

GDE n� I n� 
 NORMALI K POWERHNOSTI RAZDELA DWUH SRED� PRI�EM n�
NAPRAWLENA WNUTRX PERWOJ SREDY� A n� 
 WNUTRX WTOROJ SREDY� � 

POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX ZARQDOW� �TI USLOWIQ LEGKO POLU�A�TSQ IZ
URAWNENIJ ���� 
 �����

uRAWNENIQ mAKSWELLA WMESTE S GRANI�NYMI USLOWIQMI POZWOLQ�T
ODNOZNA�NO NAJTI �LEKTROMAGNITNOE POLE W PROSTRANSTWE PO ZADANNOMU
NA�ALXNOMU SOSTOQNI� POLQ� pRI �TOM DLQ ODNOZNA�NOGO OPREDELENIQ
POLQ DOSTATO�NO ISPOLXZOWATX USLOWIQ ��� I ���� NEPRERYWNOSTI TAN�
GENCIALXNYH SOSTAWLQ��IH POLQ�

eSLI �LEKTROMAGNITNYJ PROCESS QWLQETSQ STATI�ESKIM� T� E� NE
MENQETSQ WO WREMENI� TO URAWNENIQ mAKSWELLA PRINIMA�T WID

rotE � �� rotH �
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c
�E�
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c
j�e��

div �E � ���� div �H � ��



II� urawneniq �lektromagnitnogo polq ���

eSLI� KROME TOGO� SREDA NE OBLADAET PROWODIMOSTX�� T� E� � � �� TO
MY POLU�AEM DWE NEZAWISIMYE SISTEMY URAWNENIJ DLQ �LEKTRI�ESKOGO
I MAGNITNOGO POLEJ	

rotE � ��

div �E � ���

�
�URAWNENIQ �LEKTROSTATIKI��

rotH�
��

c
j�e��

div �H��

��� �URAWNENIQ MAGNITOSTATIKI��

uRAWNENIQ �LEKTROSTATIKI BYLI RASSMOTRENY NAMI W GL� IV I W
PRILOVENIQH K GL� IV�

w SLU�AE ODNORODNOJ SREDY NETRUDNO POLU�ITX URAWNENIQ DLQ KA�
VDOGO IZ WEKTOROW E I H W OTDELXNOSTI� pREDPOLOVIM� �TO � � ��

j�e� � ��
pRIMENQQ K URAWNENI� ��� OPERACI� rot� IMEEM

rot rotH �
�

c
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aNALOGI�NO WYWODITSQ URAWNENIE DLQ E
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E

t
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w �ASTNOSTI� KOMPONENTY Ex� Ey� Ez I Hx� Hy� Hz WEKTOROW E I H�
UDOWLETWORQ��IH URAWNENIQM ���� I ����� BUDUT UDOWLETWORQTX ANALO�
GI�NOMU URAWNENI�
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�

a�
�u

t�
�

����

c�
u

t
� ����

GDE u 
 ODNA IZ PERE�ISLENNYH KOMPONENT�
hARAKTER PROCESSA OPREDELQETSQ SWOJSTWAMI SREDY� eSLI SREDA

NEPROWODQ�AQ �� � ��� TO MY POLU�AEM OBY�NOE URAWNENIE KOLEBANIJ
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�
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�u

t�
� ����
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T� E� �LEKTROMAGNITNYE PROCESSY RASPROSTRANQ�TSQ W NEPROWODQ�EJ
SREDE BEZ ZATUHANIQ SO SKOROSTX� a � c�

p
��� I W �ASTNOSTI W PUSTOTE

SO SKOROSTX� SWETA c�
eSLI SREDA OBLADAET BOLX�OJ PROWODIMOSTX� I MOVNO PRENEBRE�X

TOKAMI SME�ENIQ PO SRAWNENI� S TOKAMI PROWODIMOSTI� TO BUDEM
IMETX URAWNENIE PARABOLI�ESKOGO TIPA

�u �
����

c�
u

t
� ����

w OB�EM SLU�AE� KOGDA TOKI PROWODIMOSTI I TOKI SME�ENIQ ODNOGO
PORQDKA� URAWNENIE ���� QWLQETSQ URAWNENIEM GIPERBOLI�ESKOGO TIPA�
OPISYWA��IM PROCESSY RASPROSTRANENIQ S ZATUHANIEM� WYZYWAEMYM
DISSIPACIEJ �NERGII WSLEDSTWIE PROWODIMOSTI�

dLQ USTANOWIW�IHSQ PROCESSOW� NAPRIMER W ZADA�AH DIFRAKCII

u � v�x� y� z� ei�t�

MY PRIHODIM K URAWNENI� �LLIPTI�ESKOGO TIPA

�v � �k� � iq�� v � �� ����

GDE

k� �
��

a�
� q� �

�����

c�
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sTATI�ESKIE POLQ� KAK BYLO UVE OTME�ENO W GL� IV� OPISYWA�TSQ URAW�
NENIEM lAPLASA�

�� pOTENCIALY �LEKTROMAGNITNOGO POLQ� dLQ OPREDELENIQ
�LEKTROMAGNITNOGO POLQ MY DOLVNY NAJTI �ESTX WELI�IN� QWLQ��
�IHSQ SOSTAWLQ��IMI WEKTOROWE IH� w RQDE SLU�AEW� ODNAKO� MOVNO
SWESTI �TU ZADA�U K OTYSKANI� �ETYREH� A INOGDA I MENX�EGO �ISLA
WELI�IN� s �TOJ CELX� WWODQT POTENCIALY POLQ 
 WEKTORNYJ A� SKA�
LQRNYJ � 
 SLEDU��IM OBRAZOM� rASSMOTRIM URAWNENIE mAKSWELLA
W ODNORODNOJ SREDE� NAPRIMER W PUSTOTE� iZ URAWNENIQ ���

divH � �

SLEDUET� �TO WEKTORH SOLENOIDALEN I POTOMU MOVET BYTX PREDSTAWLEN
S POMO�X� DRUGOGO WEKTORA� A� W WIDE
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T� E� WEKTOR E�
�

c

A

t
QWLQETSQ POTENCIALXNYM I POTOMU MOVET BYTX

PREDSTAWLEN W WIDE GRADIENTA NEKOTOROJ SKALQRNOJ FUNKCII �	
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�

c

A

t
� � grad�� ����

OTKUDA SLEDUET

E � � grad�� �

c

A

t
�

wWEDENNYE TAKIM OBRAZOM WEKTORNYJ POTENCIAL A I SKALQRNYJ
POTENCIAL � OPREDELENY NE ODNOZNA�NO� w SAMOM DELE� IZ FORMUL ����
I ���� WIDNO� �TO MY POLU�IM ODNI I TE VE POLQ� ESLI ZAMENIM A I �
POTENCIALAMI
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c

F
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�

GDE F 
 PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ� 	TOBY USTRANITX �TU NEOPREDELEN�
NOSTX� NALAGA�T NA POTENCIALY A I � DOPOLNITELXNOE USLOWIE
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NAZYWAEMOE �ASTO U S L O WI EM lOR E N C A� pOKAVEM� �TO PRI WYPOL�
NENII �TOGO USLOWIQ POTENCIALY A I � UDOWLETWORQ�T URAWNENIQM
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c
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 PLOTNOSTI ZADANNYH ZARQDOW I TOKOW�
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WYRAVENIE ���� W �ETWERTOE URAWNENIE mAKSWELLA

divE � ���



��� priloveniq k glawe V

I U�ITYWAQ USLOWIE ����� POLU�AEM URAWNENIE ���� DLQ ��
w SLU�AE ODNORODNOJ PROWODQ�EJ SREDY �� �� �� POTENCIALY WWO�

DQTSQ S POMO�X� SOOTNO�ENIJ

B � rotA� E � � grad�� �

c

A

t
� ����

A I � SWQZANY MEVDU SOBOJ SOOTNO�ENIEM

divA�
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I UDOWLETWORQ�T URAWNENIQM
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c
j� ����

��� ��

c�
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t�
� ����
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t
� � ���

�
� ����

K KOTORYM OTNOSITSQ WSE SKAZANNOE WY�E PO POWODU URAWNENIJ ���� I
�����

eSLI SWOBODNYH ZARQDOW NET �� � ��� TO POTENCIAL � � � I WEKTORY
POLQ WYRAVA�TSQ �EREZ ODIN WEKTOR�POTENCIAL A� UDOWLETWORQ��IJ
DOPOLNITELXNOMU USLOWI�

divA � ��

w RQDE SLU�AEW �LEKTROMAGNITNYE POLQ MOVNO OPISYWATX S POMO�
�X� WEKTORNOGO POTENCIALA� U KOTOROGO OTLI�NA OT NULQ LI�X ODNA
KOMPONENTA�

nEKOTORYE IZ PRIMEROW BUDUT RASSMOTRENY W DALXNEJ�EM �SM�
TAKVE pRILOVENIE I K GL� VII��

�� �LEKTROMAGNITNOE POLE OSCILLQTORA�
�� w TEORII IZLU�ENIQ �LEKTROMAGNITNYH WOLN �ASTO POLXZU�T�

SQ PONQTIEM OSCILLQTORA ILI WIBRATORA� �TO PONQTIE TESNO SWQZANO
S PREDSTAWLENIEM O LINEJNYH TOKAH� oSCILLQTOR PREDSTAWLQET SOBOJ
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rasprostranenie tepla w prostranstwe

xxxxxxxxx �� rASPROSTRANENIE TEPLA
W NEOGRANI�ENNOM PROSTRANSTWE

�� fUNKCIQ TEMPERATURNOGO WLIQNIQ� w GL� III BYLO POKA�
ZANO� �TO PROCESS RASPROSTRANENIQ TEPLA W ODNORODNOM IZOTROPNOM
PROSTRANSTWE OPREDELQETSQ URAWNENIEM TEPLOPROWODNOSTI
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eSLI RE�ENIE URAWNENIQ �u� ��a� � ut � � ZAWISIT TOLXKO OT r
I t� TO FUNKCIQ v � ru UDOWLETWORQET URAWNENI�

�v

r�
�

�

a�
v

t
� ���

w SAMOM DELE� ZAPISYWAQ OPERATOR lAPLASA W SFERI�ESKOJ SISTEME
KOORDINAT� WIDIM� �TO FUNKCIQ u � u�r� t� UDOWLETWORQET URAWNENI�

�u

r�
�

�

r

u

r
� �

a�
u

t
� �� ILI

�

r

��ru�

r�
� �

a�
u

t
� ��

POLAGAQ ZATEM ru � v� POLU�AEM DLQ v URAWNENIE ��� �SR� S GL� V� x ��
P� ���

pUSTX W NA�ALE KOORDINAT POME�EN NEPRERYWNO DEJSTWU��IJ TE�
PLOWOJ ISTO�NIK POSTOQNNOJ MO�NOSTI q� A W OSTALXNOM PROSTRANSTWE
NA�ALXNAQ TEMPERATURA RAWNA NUL�	

u�r� �� � � PRI r �� ��

o�EWIDNO� �TO W �TOM SLU�AE TEMPERATURA u QWLQETSQ FUNKCIEJ TOLXKO
r I t�

nALI�IE TEPLOWOGO ISTO�NIKA PRI r � � OZNA�AET� �TO TEPLOWOJ
POTOK W EDINICU WREMENI �EREZ SFERU S� S CENTROM W r � � I RADIUSOM
� PRI �	 � RAWEN q� T� E�

lim
���

��� Z Z
S�

k
u

n
d�

�� � q�

tAK KAK NORMALXNAQ PROIZWODNAQ u�n � u�r W SILU SIMMETRII
POSTOQNNA NA POWERHNOSTI S�� TO

�k u
r
� ��r�

����
r��

	 q PRI �	 ��

�TO OZNA�AET NALI�IE U PROIZWODNOJ u�r PRI r � � OSOBENNOSTI WI�
DA �q����kr��� sLEDOWATELXNO� SAMA FUNKCIQ PRI r � � DOLVNA IMETX
OSOBENNOSTX WIDA

u � q

��kr
�

TAK �TO PROIZWEDENIE ru � v OSTAETSQ OGRANI�ENNYM PRI r � ��



x �� neograni�ennoe prostranstwo ���

fUNKCIQ v� OPREDELQEMAQ USLOWIQMI

�v

r�
�

�

a�
v

t
�

v��� t� �
q

��k
� v��

v�r� �� � ��

���������������
���

WYRAVAETSQ FORMULOJ

v�r� t� � v�

�
���

�
r

�
p
a�t

��
� q

�

��k

�p
�

�Z
r

�
p
a�t

e��
�
d�

�SM� FORMULU ���� IZ GL� III� x ��� sLEDOWATELXNO� RE�ENIE ZADA�I O
RASPROSTRANENII TEPLA PRI NEPRERYWNO DEJSTWU��EM ISTO�NIKE MO��
NOSTI q� POME�ENNOM W NA�ALE KOORDINAT �r � ��� IMEET WID

u�r� t� � qU�r� t� � q
�

��k

�

r

�p
�

�Z
r

�
p
a�t

e��
�
d�� ���

GDE U�r� t� 
 TEMPERATURA� SOOTWETSTWU��AQ EDINI�NOMU ISTO�NIKU
�q � ���

	TOBY PEREJTI K SLU�A� MGNOWENNOGO ISTO�NIKA� RASSMOTRIM IS�
TO�NIK MO�NOSTI q� POME�ENNYJ W TO�KU ��� �� �� I NEPRERYWNO DEJ�
STWU��IJ W TE�ENIE PROMEVUTKA WREMENI � �

tAKOJ ISTO�NIK �KWIWALENTEN DWUM ISTO�NIKAM MO�NOSTI	 �q I
�q� PERWYJ IZ NIH WKL��AETSQ PRI t � �� WTOROJ
 PRI t � � � rASPRE�
DELENIE TEMPERATUR PRI �TOM WYRAVAETSQ FORMULOJ

u� �r� t� � q �U�r� t�� U�r� t� ����

zA PROMEVUTOK WREMENI � WYDELQETSQ KOLI�ESTWO TEPLA Q � q� � PO�TO�
MU

u� �r� t� �
Q

�
�U�r� t�� U�r� t� ����

pEREHODQ K PREDELU PRI � 	 � I S�ITAQ Q POSTOQNNYM� NAHODIM

u��r� t� � lim
���

u� �r� t� � Q
U

t
�

Q

��kr

�p
�
e
� r�

�a�t
r

�a�
p
a�t�

a��

ILI

u��r� t� �
Q

c�
G�x� y� z� t� �� �� ���



��� rasprostranenie tepla w prostranstwe �gl� VI

GDE

G�x� y� z� t� �� �� �� �

�
�

�
p
�a�t

��

e
� �x������y������z����

�a�t � ���

fUNKCIQ G�x� y� z� t� �� �� �� ESTX F UN K C I Q T EM P E R A TU R N O G O
WL I QN I Q MGNOWENNOGO ISTO�NIKA TEPLA�oNA PREDSTAWLQET SOBOJ TEM�
PERATURU W TO�KE x� y� z W MOMENT WREMENI t� WYZYWAEMU� TO�E�NYM
ISTO�NIKOM MO�NOSTI Q � c�� POME�ENNYM W MOMENT t � � W TO�KU
��� �� ���

nETRUDNO UBEDITXSQ W TOM� �TO

�ZZZ
��

G�x� y� z� t� �� �� �� d� d� d� � �� ���

w SAMOM DELE� TROJNOJ INTEGRAL ��� MOVNO PREDSTAWITX W WIDE
PROIZWEDENIQ TREH INTEGRALOW� KAVDYJ IZ KOTORYH RAWEN EDINICE	

�Z
��

�

�
p
�a�t

e
� �x����

�a�t d� �
�p
�

�Z
��

e��
�
d� � �

�
� �

� � x

�
p
a�t

�
�

iZ FORMULY ��� WIDNO� �TO FUNKCIQ WLIQNIQ G OBLADAET S W OJ�
S T W OM S IMM E TR I I

G�x� y� z� t� �� �� �� � G��� �� �� t�x� y� z��

QWLQ��IMSQ WYRAVENIEM PRINCIPA WZAIMNOSTI	 DEJSTWIE W TO�KE
�x� y� z� ISTO�NIKA� NAHODQ�EGOSQ W TO�KE ��� �� ��� RAWNO DEJSTWI� W
TO�KE ��� �� �� TAKOGO VE ISTO�NIKA� POME�ENNOGO W TO�KU �x� y� z�� oD�
NAKO OTNOSITELXNO PEREMENNOJ t TAKAQ SIMMETRIQ NE IMEET MESTA� �TO
QWLQETSQ WYRAVENIEM NEOBRATIMOSTI TEPLOWYH PROCESSOW WO WREMENI�

oPREDELIM WID FUNKCII WLIQNIQ G W SLU�AE DWUH IZMERENIJ�
pUSTX NA PRQMOJ� PARALLELXNOJ OSI z I PROHODQ�EJ �EREZ TO�KU ��� ���

RASPOLOVEN BESKONE�NYJ LINEJNYJ ISTO�NIK� OBOZNA�IM �EREZ �Q �
� const MO�NOSTX ISTO�NIKA� OTNESENNU� K EDINICE DLINY� fUNKCIQ
WLIQNIQ G� TAKOGO ISTO�NIKA NE BUDET ZAWISETX OT z I WPOLNE HARAK�
TERIZUETSQ SWOIMI ZNA�ENIQMI W PLOSKOSTI �x� y�� wY�ISLIM FUNKCI�
G�� pUSTX NA �LEMENTE d� WYDELQETSQ KOLI�ESTWO TEPLA

dQ � �Qd��

TOGDA RASPREDELENIE TEMPERATURY W PROSTRANSTWE DAETSQ INTEGRALOM

�u �

�Z
��

�Qd�

c�
G�x� y� z� t� �� �� ���



x �� neograni�ennoe prostranstwo ���

wY�ISLQQ INTEGRAL

�Z
��

e
� �z����

�a�t d� � �
p
a�t

�Z
��

e��
�
d� � �

p
�a�t

�
� �

� � z

�
p
a�t

�
�

POLU�AEM

�u �
�Q

c�
G��

GDE

G��x� y� t� �� �� �

�
�

�
p
�a�t

��

e
� �x������y����

�a�t � ����

sOPOSTAWLQQ �TU FUNKCI� S FORMULOJ ���� WIDIM IH SHODSTWO PO STRUK�
TURE�

aNALOGI�NYM SPOSOBOM MOVNO POLU�ITX WYRAVENIE DLQ FUNKCII
ISTO�NIKA W ODNOMERNOM SLU�AE� rASSMATRIWAQ BESKONE�NYJ PLOSKIJ

ISTO�NIK S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX� ��Q� POLU�AEM

��u �

�Z
��

�Z
��

��Qd� d�

c�
G�x� y� z� t� �� �� �� �

��Q

c�
G��x� t� ���

GDE

G��x� t� �� �
�

�
p
�a�t

e
� �x����

�a�t
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xxxxxxxxx �� rASPROSTRANENIE TEPLA W OGRANI�ENNYH TELAH
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PERWOGO� WTOROGO ILI TRETXEGO RODA�

rASSMOTRIM PROSTEJ�U� ZADA�U S ODNORODNYM GRANI�NYM USLO�
WIEM PERWOGO RODA�

nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI

ut � a��u WNUTRI T PRI t 
 � ���

S NA�ALXNYM USLOWIEM

u�x� y� z� �� � ��x� y� z�

I GRANI�NYM USLOWIEM

u j	 � ��

GDE � � GRANICA OBLASTI T�
rE�ENIE �TOJ ZADA�I MOVET BYTX POLU�ENO OBY�NYM METODOM RAZ�

DELENIQ PEREMENNYH� IZLOVENNYM PRIMENITELXNO K URAWNENI� utt �
� a��u W GL� V� x �� PRIMENQETSQ �TOT METOD K NA�EJ ZADA�E SOWER�
�ENNO ANALOGI�NO�

rASSMOTRIM WSPOMOGATELXNU� ZADA�U�
nAJTI NETRIWIALXNOE RE�ENIE URAWNENIQ

ut � a��u � � W T PRI t 
 �� ���

UDOWLETWORQ��EE ODNORODNOMU GRANI�NOMU USLOWI�

u j	 � �

I PREDSTAWIMOE W WIDE PROIZWEDENIQ

u�M� t� � v�M�T �t� �� ��

rAZDELQQ PEREMENNYE OBY�NYM SPOSOBOM� PRIHODIM K SLEDU��IM
USLOWIQM� OPREDELQ��IM FUNKCII v�M� I T �t�	

�v � �v � � W T� v�M� �� ��

v � � NA �

�
���

I

T � � a��T � �� ���

dLQ FUNKCII v POLU�AEM ZADA�U NA OTYSKANIE SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ�
S KOTOROJ MY WSTRE�ALISX PRI RASSMOTRENII KOLEBANIJ OGRANI�ENNYH
OBXEMOW �SM� GL� V� x �� P� ���



x �� rasprostranenie tepla w ograni�ennyh telah ���

pUSTX ��� ��� � � � � �n� � � � 
 SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ� A v�� v�� � � �
� � � � vn� � � � 
 SOBSTWENNYE FUNKCII ZADA�I ����fUNKCII fvng OBRAZU�T
ORTOGONALXNU� SISTEMU�

sOOTWETSTWU��IE FUNKCII Tn�t� IME�T WID

Tn�t� � Cne
�a��nt�

I WSPOMOGATELXNAQ ZADA�A IMEET NETRIWIALXNOE RE�ENIE

un�M� t� � Cnvn�M� e�a
��nt� ���

oB�EE RE�ENIE ISHODNOJ ZADA�I MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDE

u�M� t� �

�X
n��

Cne
�a��ntvn�M�� ���

uDOWLETWORQQ NA�ALXNOMU USLOWI�

u�M� �� � ��M� �

�X
n��

Cnvn�M�� ���

NAHODIM KO�FFICIENTY

Cn �

Z
T

��M �� vn�M �� d�M �

kvnk� �

GDE

kvnk �
��Z
T

v�n�M
�� d�M �

�����


 NORMA FUNKCII vn�

fUNKCIQ ��� I PREDSTAWLQET RE�ENIE ZADA�I�
uRAWNENIE

ut � a��u � f�M� t�

�
f �

F

c�

�
���

PRI ODNORODNYH GRANI�NOM I NA�ALXNOM USLOWIQH MOVET BYTX TAKVE
RE�ENO METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH�

pOLAGAQ� KAK OBY�NO�

u�M� t� �

�X
n��

Tn�t� vn�M� ���

I RAZLAGAQ FUNKCI� f�M� t� PO SOBSTWENNYM FUNKCIQM vn�M�	

f�M� t� �

�X
n��

fn�t� vn�M�� fn�t� �
�

kvnk�
Z
T

f�M �� t� vn�M �� d�M � �

����



��� rasprostranenie tepla w prostranstwe �gl� VI

POLU�AEM DLQ OPREDELENIQ Tn�t� URAWNENIE

T �n � a��nTn � fn�t� ����

S NA�ALXNYM USLOWIEM Tn��� � �� ESLI u�M� �� � �� RE�ENIE KOTOROGO
IMEET WID

Tn�t� �

tZ
�

e�a
��n �t��� fn��� d�� ����

oTS�DA POLU�AEM

u�M� t� �

tZ
�

Z
T

� �X
n��

e�a
��n �t��� vn�M� vn�M

��
kvnk�

�
f�M �� �� d�M � d��

����
wYRAVENIE W FIGURNYH SKOBKAH� O�EWIDNO� SOOTWETSTWUET FUNKCII
WLIQNIQ MGNOWENNOGO ISTO�NIKA MO�NOSTI Q � c�� POME�ENNOGO W TO��
KU M � W MOMENT � 	

G�M� t�M �� �� �
�X
n��

vn�M� vn�M
��

kvnk� e�a
��n �t���� ����

rE�ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I �u DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNO�
STI S NEODNORODNYMI GRANI�NYMI USLOWIQMI �u j	 � � LEGKO PRIWODIT�
SQ K RE�ENI� u NEODNORODNOGO URAWNENIQ S ODNORODNYMI GRANI�NYMI
USLOWIQMI u j	 � �� ESLI POLOVITX

�u � u��� ����

GDE � 
 PROIZWOLXNAQ �DOSTATO�NO GLADKAQ� FUNKCIQ� PRINIMA��AQ
ZNA�ENIQ � NA � �SM� GL� III� x ��� wESXMA �ASTO WSTRE�A��IJSQ SLU�AJ
POSTOQNNYH GRANI�NYH ZNA�ENIJ� �� � const� PRIWODITSQ K ZADA�E S
ODNORODNYMI GRANI�NYMI USLOWIQMI� ESLI WWESTI FUNKCI�

�u � u� �� �� � const � ����

PREDSTAWLQ��U� OTKLONENIE OT STACIONARNOGO RE�ENIQ�
tAKIM OBRAZOM� OSNOWNAQ TRUDNOSTX PRI RE�ENII ZADA� O RASPRO�

STRANENII TEPLA W OGRANI�ENNOJ OBLASTI SOSTOIT W NAHOVDENII SOB�
STWENNYH FUNKCIJ I SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ DLQ DANNOJ OBLASTI�

fORMA RE�ENIQ ���� POLU�ENNAQ METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH�
UDOBNA DLQ ISSLEDOWANIQ DOSTATO�NO RAZWITOJ STADII PROCESSA PRI
BOLX�IH t� w SAMOM DELE� SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ �n DLQ L�BOJ OBLA�
STI BYSTRO WOZRASTA�T S NOMEROM n� pO�TOMU PRI t 
 � RQD BYSTRO
SHODITSQ I� NA�INAQ S NEKOTOROGO MOMENTA� PERWYJ OTLI�NYJ OT NULQ
�LEN PREOBLADAET NAD SUMMOJ OSTALXNYH �LENOW	

u�M� t�  C�v��M� e�a
���t� ����



x �� rasprostranenie tepla w ograni�ennyh telah ���

�TO SOOTWETSTWUET TOMU FIZI�ESKOMU FAKTU� �TO NEZAWISIMO OT NA�
�ALXNOGO RASPREDELENIQ� NA�INAQ S NEKOTOROGO MOMENTA� W TELE USTA�
NAWLIWAETSQ �REGULQRNYJ� TEMPERATURNYJ REVIM� PRI KOTOROM �PRO�
FILX� TEMPERATURY NE MENQETSQ WO WREMENI I AMPLITUDA UBYWAET
PO �KSPONENTE S WOZRASTANIEM WREMENI� �TOT FAKT POLOVEN W OSNOWU
NESTACIONARNYH METODOW OPREDELENIQ KO�FFICIENTA TEMPERATUROPRO�
WODNOSTI� w SAMOM DELE� IZMERQQ TEMPERATURU TELA W PROIZWOLXNOJ
TO�KE M�� NAHODIM� �TO

ln ju�M�� t�j  �a���t� ln jC�v��M�j� ����

gRAFIK �TOJ FUNKCII IZOBRAVAETSQ� NA�INAQ S NEKOTOROGO MOMEN�
TA WREMENI� PRQMOJ LINIEJ S UGLOWYM KO�FFICIENTOM �a���� zNAQ
WELI�INU ��� ZAWISQ�U� OT FORMY OBLASTI� MOVNO NAJTI KO�FFICI�
ENT TEMPERATUROPROWODNOSTI�

�� oSTYWANIE KRUGLOGO CILINDRA� rASSMOTRIM ZADA�U OB
OSTYWANII BESKONE�NO DLINNOGO CILINDRA RADIUSA r�� IME��EGO NE�
KOTORU� NA�ALXNU� TEMPERATURU� ESLI NA EGO POWERHNOSTI PODDERVI�
WAETSQ TEMPERATURA� RAWNAQ NUL�� pREDPOLOVIM� �TO NA�ALXNAQ TEM�
PERATURA NE ZAWISIT OT z �OSX z NAPRAWLENA WDOLX OSI CILINDRA�� tO�
GDA� O�EWIDNO� W DALXNEJ�EM TEMPERATURA TAKVE NE ZAWISIT OT z I
MENQETSQ TOLXKO W POPERE�NOM SE�ENII S CILINDRA� wYBIRAQ W �TOM
SE�ENII POLQRNU� SISTEMU KOORDINAT S POL�SOM� NAHODQ�IMSQ W CEN�
TRE KRUGA S� MY PRIHODIM K ZADA�E OB OPREDELENII FUNKCII u�r� �� t��
UDOWLETWORQ��EJ URAWNENI�

�u

r�
�

�

r

u

r
�

�

r�
�u

��
�

�

a�
u

t
� ����

NA�ALXNOMU USLOWI�

u�r� �� �� � ��r� �� ����

I GRANI�NOMU USLOWI�

u�r�� �� t� � �� ����

kAK MY WIDELI� RE�ENIE ZADA�I TAKOGO TIPA MOVET BYTX PREDSTA�
WLENO W WIDE

u �
�X
n��

Cne
�a��nt vn�M�� ����

GDE SUMMIROWANIE RASPROSTRANQETSQ NA WSE SOBSTWENNYE FUNKCII ZA�
DA�I	
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r�
�

�

r

v

r
�

�

r�
�v

��
� �v � �� v �� ��

v�r�� �� � ��

����� ����
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�TA ZADA�A NA SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ BYLA ISSLEDOWANA NAMI PRI IZU�
�ENII KOLEBANIJ KRUGLOJ MEMBRANY �SM� GL� V� x ��� kAVDOMU SOBSTWEN�
NOMU ZNA�ENI�

�mn �


�
�n�
m

r�

��

����

SOOTWETSTWU�T DWE SOBSTWENNYE FUNKCII

�vnm � Jn


�
�n�
m

r�
r

�
cosn� I ��vnm � Jn


�
�n�
m

r�
r

�
sinn�� ����

KWADRATY NORMY KOTORYH RAWNY

k�vnmk� � k��vnmk� � �
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h
J �n

�
��n�m

�i�
� �n �

�
�� n �� ��
�� n � �� ����

GDE �
�n�
m 
 m�J KORENX URAWNENIQ

Jn��� � �� ����

pOLXZUQSX WYRAVENIQMI DLQ v I �� POLU�AEM
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�X
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� �Cnm cosn�� ��Cnm sinn�� Jn


�
�n�
m

r�
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�
e
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m
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GDE KO�FFICIENTY �Cnm I ��Cnm OPREDELQ�TSQ NA�ALXNOJ FUNKCIEJ
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r�Z
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��Z
�

��r� �� Jn


�
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�
cosn� r d� dr
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h
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����

eSLI NA�ALXNAQ TEMPERATURA � ZAWISIT TOLXKO OT r� TO DWOJNOJ RQD
���� ZAMENQETSQ ODNOKRATNYM RQDOM

u�r� t� �

�X
m��

CmJ�
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�
e
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GDE

Cm �

�

r�Z
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��r� J�
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r dr

r��

h
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���
m

�i� �J� � �J ���� ����

A �
���
m 
 m�J KORENX URAWNENIQ J���� � ��
oSTANOWIMSQ PODROBNEE NA ZADA�E OB OSTYWANII RAWNOMERNO NA�

GRETOGO CILINDRA PRI NULEWOJ TEMERATURE NA POWERHNOSTI� eSLI NA�
�ALXNAQ TEMPERATURA

u�r� �� � � � u��
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TAK KAK �J���� � ��J�����
�� tAKIM OBRAZOM� MY POLU�AEM
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w TABLICAH CILINDRI�ESKIH FUNKCIJ �SM� S� ���� TABL� �� DA�TSQ

�ISLENNYE ZNA�ENIQ KAK DLQ KORNEJ �
���
m � TAK I DLQ J�

�
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rQD ���� SHODITSQ BYSTRO� I PRI BOLX�IH t MOVNO OGRANI�ITXSQ PER�
WYM �LENOM �TOGO RQDA� w �ASTNOSTI� NA OSI CILINDRA

u�r� t�

u�

����
r��
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���� � ���� e
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��� �  ���� e���� �

�
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a�t

r��

�
� ����

�� oPREDELENIE KRITI�ESKIH RAZMEROW� pROCESS DIFFUZII
NEUSTOJ�IWOGO GAZA� SKOROSTX RASPADA KOTOROGO PROPORCIONALXNA KON�
CENTRACII� PRIWODIT K URAWNENI�

ut � a��u� �u �� � ��� ����
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bOLX�OJ INTERES PREDSTAWLQ�T PROCESSY DIFFUZII PRI NALI�II
C EP NYH R E A KC I J� cEPNYE REAKCII HARAKTERIZU�TSQ TEM� �TO �A�
STICY DIFFUNDIRU��EGO WE�ESTWA� WSTUPAQ W REAKCI� S OKRUVA��EJ
SREDOJ� �RAZMNOVA�TSQ�� tAK� NAPRIMER� PRI STOLKNOWENII NEJTRONOW
S �AKTIWNYMI� QDRAMI URANA PROISHODIT REAKCIQ DELENIQ QDER� SOPRO�
WOVDA��AQSQ POQWLENIEM NOWYH NEJTRONOW� �ISLO KOTORYH BOLX�E
EDINICY� �TI NEJTRONY W SWO� O�EREDX WSTUPA�T W REAKCI� S DRU�
GIMI AKTIWNYMI QDRAMI� WYZYWAQ IH DELENIE S WYDELENIEM NOWYH
NEJTRONOW� I T� D� tAKIM OBRAZOM PROISHODIT PROCESS RAZMNOVENIQ
NEJTRONOW� NOSQ�IJ HARAKTER CEPNOJ REAKCII�

rASSMATRIWAQ OPISANNYJ PROCESS W �DIFFUZIONNOM PRIBLIVE�
NII�� MY PRIHODIM K SLEDU��EMU URAWNENI�	

ut � a��u� �u �� 
 ��� �����

TAK KAK CEPNAQ REAKCIQ �KWIWALENTNA NALI�I� ISTO�NIKOW DIFFUN�
DIRU��EGO WE�ESTWA �NEJTRONOW�� PROPORCIONALXNYH KONCENTRACII
�PLOTNOSTI NEJTRONOW��

rASSMOTRIM SLEDU��U� ZADA�U�
nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ ����

ut � a��u� �u WNUTRI T�

UDOWLETWORQ��EE NA�ALXNOMU USLOWI�

u�M� �� � ��M� ����

I GRANI�NOMU USLOWI�

u j	 � �� ����

s POMO�X� PODSTANOWKI

u�M� t� � �u�M� t� e�t ����

URAWNENIE ���� PEREHODIT W URAWNENIE ���� NA�ALXNYE I GRANI�NYE
USLOWIQ PRI �TOM OSTA�TSQ NEIZMENNYMI� tAKIM OBRAZOM� ISKOMAQ
FUNKCIQ u IMEET WID

u�M� t� �

�X
n��

Cne
���a��n� t vn�M�� ����

GDE Cn OPREDELQ�TSQ NA�ALXNOJ FUNKCIEJ PO FORMULE ����� w SLU�AE
� � � �DIFFUZIQ S RASPADOM� POKAZATELI RQDA ���� MENX�E SOOTWET�
STWU��IH POKAZATELEJ RQDA ���� �TO OZNA�AET� �TO PRI NALI�II RAS�
PADA UBYWANIE KONCENTRACII PROISHODIT BYSTREE PO SRAWNENI� SO SLU�
�AEM �ISTOJ DIFFUZII �� � ��� w SLU�AE � 
 � �DIFFUZIQ S RAZMNOVE�
NIEM�� ESLI HOTQ BY ODIN IZ POKAZATELEJ � � a�� 
 �� T� E� � 
 a����
TO S TE�ENIEM WREMENI BUDET PROISHODITX� WOOB�E GOWORQ �C� �� ���
NARASTANIE KONCENTRACII PO �KSPONENCIALXNOMU ZAKONU �CEPNAQ REAK�
CIQ�� wELI�INA � QWLQETSQ HARAKTERISTIKOJ WE�ESTWA �KO�FFICIENT
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RAZMNOVENIQ�� A �� SU�ESTWENNO ZAWISIT OT FORMY I RAZMEROW OBLA�
STI� bUDEM GOWORITX� �TO NEKOTORAQ OBLASTX TKR IMEET PRI ZADANNOM �

KR I TI � E S KI E R A ZM E RY� ESLI �� � ��a�� oPREDELIM KRITI�ESKIE
RAZMERY DLQ BESKONE�NOGO SLOQ� CILINDRA I SFERY�

�� bE S K ON E � NYJ S L OJ � � x � l� s�ITAQ ZADA�U ODNOMERNOJ�
IMEEM �SM� GL� II� x ��

�n �
��n
l

��
I �� �

��

l�
�

kRITI�ESKAQ TOL�INA SLOQ lKR� NA�INAQ S KOTOROJ BUDET PROISHODITX
PROCESS LAWINNOGO NARASTANIQ KONCENTRACII u� OPREDELQETSQ IZ USLO�
WIQ

lKR �
a�p
�
 ���� ap

�
�� 
 ��� ����

�� bE S K O N E � NYJ CI L I N D R� s�ITAQ ZADA�U PLOSKOJ� WIDIM�
�TO NAIMENX�EE ZNA�ENIE � SOOTWETSTWUET SOBSTWENNOJ FUNKCII� OBLA�
DA��EJ RADIALXNOJ SIMMETRIEJ� I RAWNO

�
���
� �


�
���
�

r�

��

��
���
�  ��������

oTS�DA DLQ KRITI�ESKOGO DIAMETRA POLU�AEM FORMULU

dKR �
��

���
� ap
�

 ���� ap
�

� ����

�� sFE R A� nAIMENX�EE ZNA�ENIE � SOOTWETSTWUET SOBSTWENNOJ
FUNKCII� OBLADA��EJ SFERI�ESKOJ SIMMETRIEJ� I RAWNO

�� �
� �
R

��
�

OTKUDA DLQ KRITI�ESKOGO DIAMETRA DKR POLU�AEM FORMULU

DKR �
��ap
�
 ���� ap

�
� ����

xxxxxxxxx �� kRAEWYE ZADA�I DLQ OBLASTEJ
S PODWIVNYMI GRANICAMI

�� fORMULA gRINA DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI I FUNK�
CIQ ISTO�NIKA� dLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI MOVNO STAWITX KRAEWYE
ZADA�I DLQ OBLASTEJ S GRANICAMI� PEREME�A��IMISQ SO WREMENEM�

dLQ PROSTOTY BUDEM RASSMATRIWATX �TU ZADA�U DLQ URAWNENIQ S ODNOJ
GEOMETRI�ESKOJ PEREMENNOJ

L�u� � a�uxx � ut � �� ���
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HOTQ WSE IZLOVENNOE NIVE MOVET BYTX PERENESENO NA SLU�AJ MNOGIH PERE�

rIS� 
�

MENNYH�
rASSMOTRIM OBLASTX BAEF �RIS� 
���

OGRANI�ENNU� HARAKTERISTIKAMI AB I EF
�t � const� I KRIWYMI� OPREDELQEMYMI URAW�
NENIQMI

x � ���t� �DLQ AE�

I

x � ���t� �DLQ BF ��

pERWAQ KRAEWAQ ZADA�A DLQ �TOJ OBLASTI SO�
STOIT W OPREDELENII RE�ENIQ URAWNENIQ TE�

PLOPROWODNOSTI ���� UDOWLETWORQ��EGO NA�ALXNOMU I GRANI�NYM USLOWIQM

u � ��x� NA AB�

u jx����t� � ���t�� u jx����t� � ���t��

�
���

iZ PRINCIPA MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ NEPOSREDSTWENNO SLEDUET� �TO �TA
ZADA�A NE MOVET IMETX BOLEE ODNOGO NEPRERYWNOGO RE�ENIQ� aNALOGI�NO
MOGUT BYTX POSTAWLENY I DRUGIE KRAEWYE ZADA�I�

uSTANOWIM FORMULU gRINA DLQ URAWNENIQ ��� I INTEGRALXNOE PREDSTA�
WLENIE RE�ENIJ �TOJ ZADA�I�

rASSMOTRIM OPERATOR

M�v� � a�
��v

�x�
�
�v

�t
� ���

INTEGRIRUQ WYRAVENIE

�L���� �M��� � a� ���x � ��x�x � ����t

PO NEKOTOROJ OBLASTI PABQ �RIS� 
��� GDE ��x� t� I ��x� t� 	 PROIZWOLXNYE�
DOSTATO�NOE �ISLO RAZ DIFFERENCIRUEMYE FUNKCII� I POLXZUQSX FORMULOJ
gRINA� POLU�AEMZ Z

��L���� �M����dx dt �

I h
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�x
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GDE PRAWYJ INTEGRAL BERETSQ PO ZAMKNUTOMU KONTURU PABQ� eSLI L��� � �
IM��� � �� TO� PREOBRAZUQ PRAWU� �ASTX� POLU�AEMZ
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pUSTX ��x� t� � u�x� t� 	 KAKOE�LIBO RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNO�
STI L�u� � �� A � � G��x� t� �� � � 	 FUNKCIQ ISTO�NIKA DLQ �TOGO URAWNENIQ
NA NEOGRANI�ENNOJ PRQMOJ� RAWNAQ

G��x� t� �� � � �
�
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p
�a� �t� � �

e
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�ASTO NAZYWAEMAQ F UN DAM E N TA L X NYM R E� E NI EM UR A W N E NI Q
T E P L O P RO W O DN O S TI� fUNKCIQ G��x� t� �� � � UDOWLETWORQET URAWNENI�
L�G�� � � PO PEREMENNYM x� t I SOPRQVENNOMU URAWNENI� M�G�� � � PO
PEREMENNYM �� � �

pUSTX M�x� t� 	 NEKOTORAQ FIKSIROWANNAQ TO�KA WNUTRI OBLASTI
BAEF � W KOTOROJ MY HOTIM OPREDELITX ZNA�ENIE FUNKCII u�x� t�� A M� 	
TO�KA S KOORDINATAMI �x� t � h�� GDE h � �� pROWODQ �EREZ TO�KU M HARAK�
TERISTIKU PQ� ZAMENQQ W FORMULE �� x NA �� t NA � I PRIMENQQ �� ZATEM K
OBLASTI ABQP �RIS� 
�� I FUNKCIQM

� � u��� �� I ���� � � � G��x� t � h� �� ��� ���

BUDEM IMETXZ
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pEREHODQ K PREDELU PRI h � � I U�ITYWAQ NEPRERYWNOSTX PO h FUNKCII
G��x� t� h� �� �� I �G���� NA PABQ� A TAKVE RAWENSTWO
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�SM� GL� III� x ���� ESLI �x� t� LEVIT NA OTREZKE PQ� POLU�AEM OSNOWNU� INTE�
GRALXNU� FORMULU
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DA��U� PREDSTAWLENIE PROIZWOLXNYH RE�ENIJ URAWNENIQ TEPLOPROWODNO�
STI� pEREPI�EM EE E�E RAZ BOLEE PODROBNO�
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�TA FORMULA NE DAET RE�ENIJ KRAEWYH ZADA�� TAK KAK DLQ WY�ISLENIQ PRA�
WOJ �ASTI NADO ZNATX ZNA�ENIQ NE TOLXKO u� NO I �u��� WDOLX DUG AE I
BF �
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pRI POMO�I PREOBRAZOWANIQ� PODOBNOGO TOMU� KOTOROE BYLO WYPOLNENO
DLQ URAWNENIQ lAPLASA PRI WWEDENII FUNKCII ISTO�NIKA� MOVNO ISKL��ITX
IZ �TOJ FORMULY �u����

pUSTX v 	 KAKOE�LIBO RE�ENIE SOPRQVENNOGO URAWNENIQ M�v� � ��
OBRA�A��EESQ W NULX NA PQ� I u 	 RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNO�
STI L�u� � �� pRIMENIW FORMULU �� K FUNKCIQM v I u DLQ OBLASTI PABQ�
POLU�IM
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wY�ITAQ IZ ��� RAWENSTWO ����� BUDEM IMETX
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GDE

G�x� t� �� � � � G��x� t� �� � �� v� ����

eSLI FUNKCI� v WYBRATX TAK� �TOBY

G � � NA PA I BQ�

TO POLU�IM INTEGRALXNOE PREDSTAWLENIE DLQ u�x� t� W WIDE
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Z
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fORMULA ���� DAET RE�ENIE KRAEWOJ ZADA�I ��� 	 ���� W USLOWIQH KOTOROJ
ZADA�TSQ ZNA�ENIQ FUNKCII u NA AP I BQ� A TAKVE NA PRQMOJ AB�

oSTANOWIMSQ PODROBNEE NA RASSMOTRENII FUNKCII G� oNA OPREDELQETSQ
PRI POMO�I PREDSTAWLENIQ ����� GDE FUNKCIQ v��� � � HARAKTERIZUETSQ SLEDU�
��IMI USLOWIQMI�

�� v��� �� OPREDELENA W OBLASTI PABQ I DLQ � 	 t UDOWLETWORQET SOPRQ�
VENNOMU URAWNENI�M�v� � ��

�� v � � NA PQ� T� E� PRI � � t�
�� v��� �� � �G��x� t� �� � � NA PA I QB�
w SILU �TIH USLOWIJ FUNKCIQ v ZAWISIT OT PARAMETROW x� t� TAK �TO

v � v�x� t� �� ��� I DLQ EE OPREDELENIQ NADO RE�ITX KRAEWU� ZADA�U DLQ URAW�
NENIQ M�v� � �� KOTORAQ �KWIWALENTNA RE�ENI� KRAEWOJ ZADA�I TIPA ���
DLQ URAWNENIQ L�u� � �� W �EM LEGKO UBEDITXSQ IZMENENIEM ZNAKA U � � tA�
KIM OBRAZOM� PRI PREDSTAWLENII FUNKCII u�x� t� S POMO�X� FORMULY �����
DA��EJ RE�ENIE KRAEWOJ ZADA�I ���� OSNOWNAQ TRUDNOSTX ZAKL��AETSQ W NA�
HOVDENII FUNKCII v�x� t� �� ���

rASSMOTRIM FUNKCI� �v�x� t� �� � �� OPREDELQEMU� USLOWIQMI�
�� �v�x� t� �� �� OPREDELENA W OBLASTI PABQ DLQ t � � I KAK FUNKCIQ

PEREMENNYH x� t UDOWLETWORQET URAWNENI� TEPLOPROWODNOSTI L�v� � ��
�� �v � � NA AB� T� E� PRI t � � �
�� �v � �G� NA AP I BQ�

dOKAVEM� �TO v�x� t� �� �� � �v�x� t� �� ���
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rASSMOTRIM FUNKCI� �G�x� t� �� � � � G� � �v� o�EWIDNO� �TO DLQ L�BOGO
RE�ENIQ �u URAWNENIQM�u� � � IMEET MESTO FORMULA� ANALOGI�NAQ ����

�u��� �� �

Z
BQPA

�uG� dx � a�
�

�u
�G�

�x
�G�

��u

�x

�
dt� �����

A TAKVE FORMULA� ANALOGI�NAQ �����

�u��� �� �

Z
PQ

�u �Gdx� a�
Z
BQ

�u
� �G

�x
dt� a�

Z
AP

�u
� �G�

�x
dt� �����

�TI FORMULY MOGUT BYTX POLU�ENY IZ FORMUL ��� I ���� IZMENENIEM ZNAKA
U � � TAK KAK PRI �TOM URAWNENIEM � � PEREHODIT W URAWNENIE L � ��

pRIMENQQ FORMULU ���� K OBLASTI PQSR �RIS� 
��� GDE RS 	 OTREZOK
PRQMOJ� SOOTWETSTWU��IJ ORDINATE �� �t � � � ��� I K NEPRERYWNOMU W �TOJ
OBLASTI RE�ENI� u�x� t� � �G�x� t� �� �� URAWNENIQ L�u� � �� POLU�IM

�G�x� t� �� �� �

Z
RS

�G�x�� �� �� � �G�x� t� x�� �� dx��

TAK KAK INTEGRALY PO RP I SQ W SILU USLOWIQ � RAWNY NUL��
pRIMENQQ ANALOGI�NO FORMULU ����� K OBLASTI ARSB I NEPRERYWNOMU

W �TOJ OBLASTI RE�ENI� �u��� � � � G�x� t� �� �� URAWNENIQM��u� � �� POLU�AEM

G�x� t� �� �� �

Z
RS

G�x� t� x�� �� �G�x�� �� �� ��dx��

TAK KAK INTEGRALY PO BS I AR RAWNY NUL�� sRAWNENIE �TIH FORMUL POKA�

rIS� 
�

ZYWAET� �TO

G�x� t� �� �� � �G�x� t� �� � ��

iZ �TOGO RAWENSTWA SLEDUET� �TO FUNKCIQ
G� RASSMATRIWAEMAQ KAK FUNKCIQ x� t� IME�
ET PRI t � � I x � � OSOBENNOSTX� HARAKTER�
NU� DLQ FUNKCII ISTO�NIKA� RAWNA NUL�
PRI t � � I x �� �� UDOWLETWORQET URAWNE�
NI� Lx�t�G� � � WNUTRI APQB I OBRA�A�
ETSQ W NULX NA AP I BQ� tAKU� FUNKCI�
ESTESTWENNO NAZWATX F UN KC I E J W LI Q �
NI Q T O � E �N O G O I S T O �N IK A DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI W OBLASTI
APQB�

iTAK� L�BOE RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI MOVET BYTX PRED�
STAWLENO FORMULOJ ���� PRI POMO�I FUNKCII ISTO�NIKA�

eSLI ZADANO NEODNORODNOE URAWNENIE L�u� � f�x� t�� TO W FORMULE ����
K PRAWOJ �ASTI SLEDUET PRIBAWITX SLAGAEMOEZ Z

S

G�x� t� �� �� f��� � �d� d��

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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�� rE�ENIE KRAEWOJ ZADA�I� pOLU�ENNAQ WY�E FORMULA ���� DAET
RE�ENIE KRAEWOJ ZADA�I DLQ OGRANI�ENNOGO OTREZKA S PODWIVNYMI KONCA�
MI� eSLI VE KONCY OTREZKA AB NEPODWIVNY� TO DUGI AE I BF ZAMENQ�TSQ
OTREZKAMI PRQMYH� PARALLELXNYH OSI t� oBLASTX S W �TOM SLU�AE IMEET
WID PRQMOUGOLXNIKA SO STORONAMI� PARALLELXNYMI KOORDINATNYM OSQM� iZ
OB�EJ FORMULY ���� MOVNO PREDELXNYM PEREHODOM POLU�ITX FORMULU pUAS�
SONA� DA��U� RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI S ZADANNYM NA�ALXNYM

rIS� ��

USLOWIEM NA BESKONE�NOJ PRQMOJ�
pREDPOLOVIM� �TO W �ASTI POLOSY�

OGRANI�ENNOJ DWUMQ HARAKTERISTIKAMI
t � � I t � �� PROHODQ�IMI �EREZ TO�KI
A I E �RIS� ���� FUNKCII u I ux UDOWLE�
TWORQ�T NERAWENSTWAM

I

ju�x� t�j e�Kx� 	 N����u
�x

��� e�Kx� 	 N�

�A�

GDE K � � I N � � 	 NEKOTORYE �ISLA� zAMENIM DUGU BQ OTREZKOM PRQMOJ
x � l� GDE l 	 POLOVITELXNOE �ISLO� KOTOROE W DALXNEJ�EM BUDEM NEOGRANI�
�ENNO UWELI�IWATX� pRI �TOM MY BUDEM ISHODITX IZ FORMULY ���� KOTORU�
PEREPI�EM W WIDE

u�x� t� �

Z
PABQ

e
� �x����

�a� �t���

�
p
�a� �t� � �

�
u��� ��d� � a�

�u

��
d� � u��� ��

x� �

� �t� ��
d�

�
�

rASSMOTRIM INTEGRAL PO OTREZKU BQZ
BQ

e
� �x�l��

�a� �t���

�
p
�a� �t� ��

	
a�

�
�u

��

�
��l

� u�l� ��
x� l

� �t� � �



d� �

�

tZ
�

a�
�
�u

��

�
��l

e
� �x�l��

�a� �t���

�
p
�a� �t� � �

d� �
tZ

�

u�l� ��
e
� �x�l��

�a� �t��� �x� l� d�


p
�a� �t� �� �t� � �

�

� I� � I�

I POKAVEM� �TO ON STREMITSQ K NUL� PRI l���
oCENIM INTEGRAL I� PRI BOLX�IH ZNA�ENIQH l�

jI�j � Na�

�
p
�a�

e
Kl�� l�

��a��

tZ
�

dtp
t� �

�
ESLI x 	

l

�
I �t� �� 	 �

�
�

o�EWIDNO� �TO jI�j � � PRI l��� TAK KAK K 	 FIKSIROWANNOE �ISLO� A �
MOVET BYTX WYBRANO KAK UGODNO MALYM �ISLOM� NAPRIMER TAK� �TO

K 	
�

��a��
�
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aNALOGI�NO DOKAZYWAETSQ� �TO jI�j � � PRI l���
eSLI DLQ FUNKCII u�x� t� I EE PROIZWODNOJ �u��x NERAWENSTWA �A� WY�

POLNQ�TSQ TAKVE PRI OTRICATELXNYH x� TO MOVNO PRINQTX ZA KRIWU� AE
OTREZOK PRQMOJ x � �l I� POWTORQQ IZLOVENNYE WY�E RASSUVDENIQ� UBEDITX�
SQ W TOM� �TO PRI PREDELXNOM PEREHODE INTEGRAL PO PA W FORMULE ��� STRE�
MITSQ K NUL�� w REZULXTATE MY PRIHODIM K IZWESTNOJ NAM IZ GL� III� x �

FORMULE pUASSONA��

u�x� t� �
�

�
p
�a�

��Z
��

e
� �x����

�a�tp
t

u��� �� d��

rASSMATRIWAQ POLUBESKONE�NU� OBLASTX I PREDPOLAGAQ� �TO DLQ FUNK�
CII ISTO�NIKA G�x� t� �� �� WYPOLNENY NERAWENSTWA �A�� S POMO�X� ANALO�
GI�NYH RASSUVDENIJ NAHODIM

u�x� t� � �
Z
PA

a�����
�G

��

����
��xA

d� �

�Z
xA

����G�x� t� �� �� d�� ���

GDE

��t� � u�xA� t� I ��x� � u�x� ���

kAK NETRUDNO UBEDITXSQ� FUNKCIQ ISTO�NIKA DLQ POLUBESKONE�NOJ PRQ�
MOJ x � � MOVET BYTX POLU�ENA METODOM OTRAVENIQ I RAWNA

G�x� t� �� �� �
�

�
p
�a� �t� � �

	
e
� �x����

�a� �t��� � e
� �x����

�a� �t���



�

TAK KAK ONA PREDSTAWIMA W WIDE ����� UDOWLETWORQET URAWNENI� TEPLOPRO�
WODNOSTI PO PEREMENNYM x� t I OBRA�AETSQ W NULX PRI x � ��

G��� t� �� � � � ��

wY�ISLIM PROIZWODNU�

�G

��

����
���

�
x

�
p
� �a� �t� � ��

	��
e
� x�

�a� �t���

I� PODSTAWIW EE ZNA�ENIE W ���� POLU�IM FORMULU

u�x� t� �
�

�
p
�

�Z
�

�p
a�t

	
e
� �x����

�a�t � e
� �x����

�a�t



����d� �

�
�

�
p
�

tZ
�

a�x

�a� �t� � ��
	��

e
� x�

�a� �t��� ����d�� ����

�� pRIWEDENNYE RASSUVDENIQ NELXZQ RASSMATRIWATX KAK WYWOD �TOJ FOR�
MULY� TAK KAK MY OSNOWYWALISX NA NEJ PRI WYWODE FORMULY ����

���



��� rasprostranenie tepla w prostranstwe �gl� VI

KOTORAQ OPREDELQET FUNKCI� u�x� t�� UDOWLETWORQ��U� URAWNENI�

ut � a�uxx �� 	 x 	�� t � ��

I DOPOLNITELXNYM USLOWIQM

u�x� �� � ��x��

u��� t� � ��t�
�� 	 x 	���

� fUNKCIQ ISTO�NIKA DLQ OTREZKA� rE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPRO�
WODNOSTI NA OGRANI�ENNOM OTREZKE � 	 x 	 l DAETSQ FORMULOJ ����� KOTORAQ
POSLE ZAMENY DUG PA I BQ OTREZKAMI PRQMYH I SDWIGA NA�ALA KOORDINAT
W TO�KU A PRINIMAET WID

G�x� t� �� �� �

� a�
tZ

�

�G

��

����
���

���� �d� � a�
tZ

�

�G

��

����
��l

���� �d� �

lZ
�

G�x� t� �� ������ d��

GDE

���t� � u��� t�� ���t� � u�l� t�� ��x� � u�x� ���

fUNKCIQ ISTO�NIKA G�x� t� �� � � DLQ OTREZKA MOVET BYTX POSTROENA METODOM
OTRAVENIQ� pOME�AQ POLOVITELXNYE ISTO�NIKI W TO�KAH �nl � � I OTRI�
CATELXNYE ISTO�NIKI W TO�KAH �nl � �� PREDSTAWIM FUNKCI� ISTO�NIKA S
POMO�X� RQDA

u�x� t� �

�X
n���

�G��x� t� �nl � �� � ��G��x� t� �nl � �� ���� ����

GDE

G��x� t� �� � � �
�

�
p
�a� �t� � �

e
� �x����

�a� �t���

	 FUNKCIQ ISTO�NIKA DLQ NEOGRANI�ENNOJ PRQMOJ�
sHODIMOSTX RQDA� A TAKVE WYPOLNENIE GRANI�NYH USLOWIJ G jx�� � � I

G jx�l � � USTANAWLIWAETSQ BEZ TRUDA�
w GL� III� x � BYLA POLU�ENA INAQ FORMA PREDSTAWLENIQ FUNKCII ISTO��

NIKA�

G�x� t� �� �� �
�

l

�X
n��

e
� n���

l�
a� �t���

sin
�n

l
x sin

�n

l
�� ��
�

dOKAVEM �KWIWALENTNOSTX OBOIH PREDSTAWLENIJ�
fORMULU ��
� MOVNO RASSMATRIWATX KAK RAZLOVENIE FUNKCII

G�x� t� �� �� W RQD fURXE PO SINUSAM NA OTREZKE ��� l��

G�x� t� �� � � �

�X
n��

Gn�x� t� � � sin
�n

l
�� ����
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wY�ISLIM KO�FFICIENTY fURXE Gn FUNKCII G� OPREDELQEMOJ RQDOM
�����

Gn �
�

l

lZ
�

G�x� t� �� �� sin
�n

l
� d� �

�
�

l

�X
n���

���
lZ

�

G��x� t� �nl � ��� � � sin
�n

l
�� d�� �

�
lZ

�

G��x� t� �nl � ��� � � sin
�n

l
�� d��

��� �

wWEDQ NOWYE PEREMENNYE INTEGRIROWANIQ

�� � �nl � �� I ��� � �nl � ���

POLU�IM

Gn �
�

l

�X
n���

�����
��n��� lZ
�nl

G��x� t� ��� � � sin
�n

l
�� d�� �

�

�nlZ
��n��� l

G��x� t� ���� �� sin
�n

l
��� d���

����� �

OTKUDA SLEDUET� �TO

Gn �
�

l

��Z
��

G��x� t� �� �� sin
�n

l
� d� �

�
�

l

��Z
��

�

�
p
�a� �t� � �

e
� �x����

�a� �t��� sin
�n

l
� d��

wWEDEM PEREMENNU�


 �
� � x

�
p
a� �t� � �

�

tOGDA

d
 �
d�

�
p
a� �t� � �

� sin
�n

l
� � sin

�n

l
�x� �

p
a� �t� � �
� �

� sin
�n

l
x cos

��n

l

p
a� �t� � �
 � cos

�n

l
x sin

��n

l

p
a� �t� � �
�
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Gn �
�

l
sin

�n

l
x

�p
�

��Z
��

e��
�

cos
��n

l

p
a� �t� ��
 d
�

�
�

l
cos

�n

l
x

�p
�

��Z
��

e��
�

sin
��n

l

p
a� �t� ��
 d
�

wTOROJ INTEGRAL RAWEN NUL�� TAK KAK POD INTEGRALOM STOIT NE�ETNAQ OTNO�
SITELXNO NA�ALA KOORDINAT FUNKCIQ�

pERWYJ INTEGRAL QWLQETSQ �ASTNYM SLU�AEM INTEGRALA

I��� � �

��Z
��

e���
�

cos 
 d
�

RAWNOGO

I��� � �

q
�

�
e
� ��

�	� �

w NA�EM SLU�AE � � ��  �
��n

l

p
a� �t� � �� TAK �TO

I �
p
� e

� ��n�

l�
a� �t���

I

Gn �
�

l
e
� ��n�

l�
a� �t���

sin
�n

l
x�

pODSTAWLQQ NAJDENNOE WYRAVENIE DLQ KO�FFICIENTOW fURXE Gn W FORMULU
����� SRAZU VE POLU�AEM WTOROE PREDSTAWLENIE ��
� DLQ FUNKCII ISTO�NI�
KA G� tEM SAMYM �KWIWALENTNOSTX DWUH RAZNYH PREDSTAWLENIJ ���� I ��
�
DOKAZANA�

xxxxxxxxx �� tEPLOWYE POTENCIALY

�� sWOJSTWA TEPLOWYH POTENCIALOW PROSTOGO I DWOJNOGO SLOQ�
kAK MY WIDELI� WSQKOE RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI MOVET BYTX
PREDSTAWLENO W WIDE �SM� RIS� 
��

u�x� t� �

Z
AB

G�u d� �
Z
AP

G�u d� �

Z
BQ

G�u d� � a�
Z

BQ�PA

�
G�

�u

��
� u

�G�

��

�
d��

zAJMEMSQ IZU�ENIEM OTDELXNYH SLAGAEMYH �TOJ SUMMY I DOKAVEM W
PERWU� O�EREDX� �TO KAVDOE IZ NIH W OTDELXNOSTI UDOWLETWORQET URAWNENI�
TEPLOPROWODNOSTI� dEJSTWITELXNO� PERWOE SLAGAEMOE QWLQETSQ INTEGRALOM
pUASSONA� DLQ KOTOROGO �TO UVE BYLO DOKAZANO�



x � teplowye potencialy ���

dOKAVEM� �TO DLQ WNUTRENNIH TO�EK OBLASTI PABQ URAWNENI� TEPLO�
PROWODNOSTI UDOWLETWORQ�T INTEGRALY

V � a�
Z
AP

G�� d� �
a�

�
p
�

tZ
�

�p
a� �t� � �

e
� x�������

�

�a� �t��� ��� �d� �� � ���� ���

W � �a�
Z
AP

�G�

��
� d� �

�

�a
p
�

tZ
�

x� ���� �

�t� � �
	��

e
� x�������

�

�a� �t��� ����d��

fUNKCII V I W NAZYWA�TSQ TEPLOWYMI POTENCIALAMI �PROSTOGO SLOQ I
DWOJNOGO SLOQ SOOTWETSTWENNO��

pROIZWODNYE FUNKCIJ V I W WY�ISLQ�TSQ PRI POMO�I DIFFERENCI�
ROWANIQ POD ZNAKOM INTEGRALA� TAK KAK PODSTANOWKA� WHODQ�AQ PRI DIFFE�
RENCIROWANII PO t� RAWNA NUL�� nAPRIMER�

G��x� t� ���� �� ������

�����
��t

�
�

�
p
�

�p
a� �t� � �

e
� x�������

�

�a��t��� ��� �

�����
��t

� �

W SILU TOGO� �TO x �� ���t�� tAKIM OBRAZOM� DIFFERENCIROWANIE PO PARA�
METRAM x� t BUDET OTNOSITXSQ K FUNKCII G�� KOTORAQ QWLQETSQ RE�ENIEM
URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI� iZU�ENIE OSTALXNYH SLAGAEMYH PROHODIT ANA�
LOGI�NO�

rASSMOTRIM TEPERX POWEDENIE FUNKCIJ V � W NA KRIWOJ AP �x � ���t���
o�EWIDNO� �TO INTEGRAL V NEPRERYWEN PRI PEREHODE TO�KI �x� t� �EREZ KRI�
WU� AP � TAK KAK ON SHODITSQ RAWNOMERNO �SM� GL� IV� x ��� dOKAVEM� �TO W
PRETERPEWAET RAZRYW PRI PEREHODE �EREZ KRIWU� AP � PRI�EM

W jx����t��� � W jx����t� � ��t��

W jx����t��� � W jx����t� � ��t��

�TO DOKAZATELXSTWO BUDET PROWEDENO W PREDPOLOVENII DIFFERENCIRUEMOSTI
FUNKCIJ ���t� I ��t��

rASSMOTRIM SNA�ALA W PRI POSTOQNNOJ PLOTNOSTI ��t� � ���

W ��x� t� �
�

�a
p
�

tZ
t�

x� ���� �

�t� � �
	��

e
� x�������

�

�a� �t��� �� d�

I WSPOMOGATELXNYJ INTEGRAL

�V ��x� t� �
�

�a
p
�

tZ
t�

������ �p
t� �

e
� x�������

�

�a� �t��� �� d��

QWLQ��IJSQ� W SILU SDELANNOGO WY�E ZAME�ANIQ� NEPRERYWNOJ FUNKCIEJ W
TO�KAH DUGI AP �
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rAZNOSTX W � � �V � WY�ISLQETSQ NEPOSREDSTWENNO�
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e
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w SILU NEPRERYWNOSTI �V IMEEM

�V �x� � �� t�� �V �x�� t� � ��

tAKIM OBRAZOM�

W ��x� � �� t� � W ��x�� t�� ���

eSLI ��t� NE POSTOQNNA� TO
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w SILU SDELANNYH PREDPOLOVENIJ O DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCII ��t�
�TOT INTEGRAL IMEET TAKU� VE OSOBENNOSTX PRI � � t� KAK I V � SHODITSQ RAW�
NOMERNO I QWLQETSQ NEPRERYWNOJ FUNKCIEJ NA KRIWOJ AP � tAKIM OBRAZOM�
PREDEL W �x� t� PRI x � x� � � RAWEN

W �x� � �� t� � W ��x�� t�� ��

�TO I TREBOWALOSX DOKAZATX�
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nETRUDNO UBEDITXSQ� �TO PROIZWODNAQ
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�x
�x� � �� t� �

�V

�x
�x� � �� t�

i
�

oTMETIM� �TO FUNKCIQ V �x� t� W SAMOJ TO�KE x� NE IMEET PROIZWODNOJ�
nA �TOM MY ZAKAN�IWAEM ISSLEDOWANIE POTENCIALOW WDOLX AP � sWOJSTWA

POTENCIALOW WDOLX KRIWOJ BQ SOWER�ENNO ANALOGI�NY�
�� rE�ENIE KRAEWYH ZADA�� tEPLOWYE POTENCIALY QWLQ�TSQ UDOB�

NYM ANALITI�ESKIM APPARATOM DLQ RE�ENIQ KRAEWYH ZADA��
rASSMOTRIM SNA�ALA PERWU� KRAEWU� ZADA�U DLQ POLUOGRANI�ENNOJ

OBLASTI x � ��t��
nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ

ut � a�uxx PRI x � ���t�� t � t��

UDOWLETWORQ��EE USLOWIQM

u�x� t�� � ��x�� x � ���t���

u����t�� t� � ��t�� t � t��

bEZ OGRANI�ENIQ OB�NOSTI MOVNO S�ITATX� �TO ��x� � �� TAK KAK� WZQW
RAZNOSTX MEVDU u�x� t� I PROIZWOLXNYM RE�ENIEM URAWNENIQ TEPLOPROWODNO�
STI v�x� t�� UDOWLETWORQ��IM TOMU VE NA�ALXNOMU USLOWI�� POLU�IM NOWU�
FUNKCI�� DLQ KOTOROJ ��x� � �� A GRANI�NOE ZNA�ENIE PO�PREVNEMU BUDET
IZWESTNO�

pREDPOLAGAQ� �TO PRIWEDENIE K NULEWOMU NA�ALXNOMU USLOWI� UVE SDE�
LANO� PREDSTAWIM RE�ENIE W WIDE

u�x� t� �
�

�a�
W �x� t� �
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�G�

��
�x� t� ���� �� � � ���� �d� �
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tZ
t�

x� ���t�

�a� �t� � ��
	��

e
� x�������

�

�a� �t��� �����d��

�TA FUNKCIQ UDOWLETWORQET URAWNENI� PRI x � ���t�� OGRANI�ENA W BESKO�
NE�NOSTI I IMEET NULEWOE NA�ALXNOE ZNA�ENIE PRI L�BOM WYBORE ���t�� pRI
x � ���t� ONA RAZRYWNA� I EE PREDELXNOE ZNA�ENIE PRI x � ���t� � � DOLVNO
BYTX RAWNO ��t��

���t�

�a�
�

�


p
�

tZ
t�

���t�� ���� �

�a� �t� � ��
	��

e
� ���t��������

�

�a� �t��� ���� �d� � ��t��

�TO SOOTNO�ENIE QWLQETSQ INTEGRALXNYM URAWNENIEM TIPA wOLXTERRA WTO�
ROGO RODA DLQ NAHOVDENIQ FUNKCII ���� �� OPREDELQ��EJ ISKOMOE RE�ENIE
u�x� t�� sU�ESTWOWANIE RE�ENIQ WSEGDA IMEET MESTO W SILU OB�EJ TEORII�
ESLI KRIWAQ x � ���t� OPREDELQETSQ DIFFERENCIRUEMOJ FUNKCIEJ�

�TO URAWNENIE OSOBENNO PROSTO� ESLI GRANICA NA�EJ OBLASTI NEPODWIV�
NA� ���t� � x�� w �TOM SLU�AE INTEGRAL OBRA�AETSQ W NULX I

���t� � �a���t��

TAK �TO ISKOMOE RE�ENIE IMEET WID

u�x� t� �
�

�a
p
�

tZ
�

x� x�

�t� � �
	��

e
� �x�x��
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�a� �t��� ����d��

s �TOJ FORMULOJ MY UVE WSTRE�ALISX DWAVDY �SM� GL� III� x � I GL� VI�
x �� P� ��� ODNAKO TOLXKO ZDESX DANO DOKAZATELXSTWO TOGO� �TO �TA FUNKCIQ
UDOWLETWORQET URAWNENI� I DOPOLNITELXNYM USLOWIQM�

wTORAQ I TRETXQ KRAEWYE ZADA�I RE�A�TSQ ANALOGI�NO PRI POMO�I
POTENCIALA� rASSMOTRIM KRAEWU� ZADA�U DLQ OGRANI�ENNOJ OBLASTI� BERQ
DOPOLNITELXNYE USLOWIQ W WIDE

u�x� �� � ��x�� ����� 	 x 	 ������

u����t�� t� � ���t�� u����t�� t� � ���t� �t � ���

s�ITAQ� �TO NA�ALXNOE ZNA�ENIE PRIWEDENO K NUL�� ��x� � �� PREDSTA�
WIM RE�ENIE W WIDE

u�x� t� �
�
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�W� � W�� �
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tZ
�

�G�
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�x� t� ���� �� � � ������d� �

tZ
�

�G�

��
�x� t� ���� �� �� ������d��

�TA FUNKCIQ UDOWLETWORQET URAWNENI� I NULEWOMU NA�ALXNOMU USLOWI� PRI
L�BOM WYBORE FUNKCIJ ����t� I ����t�� oNA RAZRYWNA PRI x � ���t� I x � ���t��
I EE PREDELXNYE ZNA�ENIQ PRI x � ���t� � � I x � ���t� � � DOLVNY BYTX
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RAWNY ���t� I ���t�� �TO DAET SISTEMU URAWNENIJ
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�TA SISTEMA QWLQETSQ SISTEMOJ INTEGRALXNYH URAWNENIJ TIPA wOLXTERRA�
WSEGDA IME��EJ RE�ENIE�

� uSLOWIQ LOKALIZACII GRANI�NYH REVIMOW S OBOSTRENIEM���
w �TOM PUNKTE TEPLOWYE POTENCIALY ISPOLXZU�TSQ DLQ ISSLEDOWANIQ DOWOLX�
NO TONKOGO �I WESXMA NEOBY�NOGO� SWOJSTWA LOKALIZACII RE�ENIJ URAWNENIQ
TEPLOPROWODNOSTI

ut � a�uxx� ���

rASSMOTRIM DLQ ��� PERWU� KRAEWU� ZADA�U W OBLASTI x � �� � � t 	
	 T �T 	 FIKSIROWANNAQ POLOVITELXNAQ POSTOQNNAQ� S ZADANNYM PRI x � �
GRANI�NYM REVIMOM S OBOSTRENIEM

u��� t� � ��t�� � � t 	 T �

��t� � �� PRI t� T�� T� � T � ��
���

bEZ OGRANI�ENIQ OB�NOSTI POLOVIM u�x� �� � ��
nAPOMNIM �SM� pRILOVENIE III K GL� III�� �TO RE�ENIE ZADA�I NAZYWA�

ETSQ LOKALIZOWANNYM �ILI� DRUGIMI SLOWAMI� W ZADA�E ��� 	 ��� SU�ESTWUET

LOKALIZACIQ TEPLA�� ESLI RE�ENIE NEOGRANI�ENNO WOZRASTAET PRI t� T� W
KONE�NOJ PO SWOIM RAZMERAM �ASTI PROSTRANSTWA �NAPRIMER� PRI WSEH � �
� x 	 x� 	 �� I� BYTX MOVET� W TO�KE x � x��� NESMOTRQ NA BESKONE�NYJ
ROST RE�ENIQ NA GRANICE� �ASTX PROSTRANSTWA � 	 x 	 x�� GDE u�x� t�� ��
PRI t� T�� BUDEM TOGDA NAZYWATX O B L A S T X� L O K A L I Z A C II� A WELI�INU
x� 	 �� 	 G L U B I NO J L O K A LI Z A C II�

eSLI VE u�x� t� � �� PRI t� T� WO WSEM PROSTRANSTWE x � �� TO LO�
KALIZACIQ W ZADA�E OTSUTSTWUET�

�� sM�� sAMA R S KIJ a� a� o NOWYH METODAH ISSLEDOWANIQ ASIMPTOTI�E�
SKIH SWOJSTW PARABOLI�ESKIH URAWNENIJ �� tR� mAT� IN�TA IM� w� a� sTEK�
LOWA an sssr� ����� t� ���� s� ���%���� tAM VE DAN SPISOK LITERATURY�
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eSTESTWENNO� NALI�IE LOKALIZACII TEPLA ILI EE OTSUTSTWIE OPREDELQ�
ETSQ WIDOM KRAEWOGO USLOWIQ ��� �POD�ERKNEM� �TO SWOJSTWO LOKALIZACII MO�
GUT PROQWLQTX TOLXKO GRANI�NYE REVIMY S OBOSTRENIEM�� dLQ WYQSNENIQ
USLOWIJ LOKALIZACII WOSPOLXZUEMSQ INTEGRALXNYM PREDSTAWLENIEM RE�E�
NIQ ZADA�I ��� 	 ��� W WIDE TEPLOWOGO POTENCIALA DWOJNOGO SLOQ� oN IMEET
WID
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TEGRAL W �� QWLQETSQ NESOBSTWENNYM� w TEH TO�KAH x � �� GDE INTEGRAL W
PRAWOJ �ASTI �� RASHODITSQ� RE�ENIE NEOGRANI�ENNO WOZRASTAET PRI t �
� T�� nAPROTIW� WO WSEH TO�KAH x � �� GDE u�x� T � 	 ��� RE�ENIE u�x� t�
OGRANI�ENO SWERHU �NAPRIMER� WELI�INOJ u�x� T �� W TE�ENIE WSEGO WREMENI�

wID PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII W �� UKAZYWAET NA TO� �TO NAIBOLEE
INTERESNYM QWLQETSQ ANALIZ SEMEJSTWA ��KSPONENCIALXNYH GRANI�NYH RE�
VIMOW S OBOSTRENIEM WIDA
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pOKAVEM� �TO SWOJSTWA RE�ENIQ RASSMATRIWAEMOJ ZADA�I ��� 	 ���� ���

SU�ESTWENNO ZAWISQT OT WELI�INY PARAMETRA n 	 �� iMENNO� WOZMOVNO TRI
SLU�AQ�

A� pUSTX n � ��� tOGDA ��� PRIWODITSQ K TAKOMU WIDU�
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� NEPOSREDSTWENNO SLEDUET� �TO RE�ENIE ZADA�I QWLQETSQ LOKALI�
ZOWANNYM I WELI�INA x� W ��� OPREDELQET GLUBINU LOKALIZACII� PRI WSEH
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� � x 	 x� INTEGRAL W �
� RASHODITSQ �T� E� u�x� t� � �� PRI t� T��� A DLQ
L�BYH x � x� RE�ENIE OGRANI�ENO SWERHU �PREDELXNYM RASPREDELENIEM
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�WYRAVENIE �
�� POLU�AETSQ IZ �
� ZAMENOJ
x� � x��

a� �T � ��
� � POD ZNAKOM INTE�

GRALA��
tAKIM OBRAZOM� SRAWNITELXNO PROSTOJ NEPOSREDSTWENNYJ ANALIZ TEPLO�

WOGO POTENCIALA POKAZYWAET� �TO RASSMATRIWAEMYJ PROCESS DIFFUZII TEP�
LA PROQWLQET NEOBY�NOE SWOJSTWO TEPLOWOJ �INERCII� NAKAPLIWA��EESQ W
KONE�NOJ PO SWOIM RAZMERAM OBLASTI � 	 x 	 x� NEOGRANI�ENNO BOLX�OE KO�
LI�ESTWO �NERGII PRAKTI�ESKI NE RASTEKAETSQ W OKRUVA��EE PROSTRANSTWO
K MOMENTU WREMENI t � T �

s POMO�X� TEPLOWOGO POTENCIALA MOVNO OPREDELITX TAKVE DRUGIE� BO�
LEE TONKIE SWOJSTWA RE�ENIQ ZADA�I� NAPRIMER HARAKTER NARASTANIQ RE�E�
NIQ W GRANI�NOJ TO�KE OBLASTI LOKALIZACII x � x�� oKAZYWAETSQ� ON SU�
�ESTWENNO ZAWISIT OT WELI�INY PARAMETRA � W REVIME S OBOSTRENIEM ����
pOLAGAQ W �
� x � x�� POLU�AEM� �TO W SLU�AE � � ��� FUNKCIQ u�x�� t� OGRA�
NI�ENA SWERHU WELI�INOJ
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eSLI VE � � ���� TO u�x�� T � � ��� T� E� W �TOJ TO�KE RE�ENIE NEOGRANI�ENNO

WOZRASTAET PRI t� T��

wY�ISLIM PROIZWODNU� ux�x� T � W TO�KE x � x�� � dIFFERENCIRUQ WYRA�
VENIE �
�� POLU�AEM� �TO PRI � � ��� ONA KONE�NA I OPREDELQETSQ PO FORMULE
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� � ���
PRO�

IZWODNAQ ux�x�� � T � POLOVITELXNA� T� E� �PREDELXNOE RASPREDELENIE u�x� T �
W OBLASTI x � x� NOSIT NEMONOTONNYJ HARAKTER� �TO SWQZANO S WOZNIKA��
�EJ W �TOM SLU�AE NEMONOTONNOSTX� GRANI�NOGO REVIMA ��� �PROWERXTE �TOT
FAKT��

gRANI�NYE REVIMY S OBOSTRENIEM� POROVDA��IE LOKALIZOWANNYE RE�
�ENIQ S GLUBINOJ LOKALIZACII� OTLI�NOJ OT NULQ� NAZYWA�TSQ S �R EVI �
MAMI �SR� pRILOVENIE III K GL� III��

B� pUSTX �� 	 n 	 �� tOGDA INTEGRAL W ��� SHODITSQ PRI L�BYH ZNA�E�
NIQH x � � �DOKAVITE �TO�� T� E� RE�ENIE RASTET DO BESKONE�NOSTI TOLXKO W
GRANI�NOJ TO�KE x � �� tEM SAMYM W ZADA�E SU�ESTWUET LOKALIZACIQ TEP�
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LA� PRI�EM PO OPREDELENI� GLUBINA LOKALIZACII x� � �� tAKIE GRANI�NYE
REVIMY S OBOSTRENIEM MY NAZYWAEM L S �R EVIM AMI �OTMETIM� �TO LS�
REVIMY S OBOSTRENIEM STEPENNOGO WIDA REALIZU�TSQ TAKVE W SLU�AE n � ��
� 	 ���

W� pUSTX TEPERX n 	 �� W ���� tOGDA� NAOBOROT� INTEGRAL W ��� RASHO�
DITSQ PRI WSEH x � � �DOKAVITE�� �TO OZNA�AET� �TO RE�ENIE NEOGRANI�ENNO

WOZRASTAET PRI t� T� WO WSEM PROSTRANSTWE I LOKALIZACIQ W ZADA�E OTSUT�
STWUET� tAKIE REVIMY S OBOSTRENIEM NAZYWA�TSQ H S � R EVIM AMI�

zada�i k glawe VI

�� sFERA RADIUSA R� W NA�ALXNYJ MOMENT ZAPOLNENA GAZOM KONCENTRA�
CII u�� WNE SFERY KONCENTRACIQ RAWNA NUL�� nAJTI FUNKCI� u� HARAKTERI�
ZU��U� PROCESS DIFFUZII GAZA W NEOGRANI�ENNOM PROSTRANSTWE� rE�ITX TU
VE ZADA�U DLQ POLUPROSTRANSTWA PRI NALI�II GAZONEPRONICAEMOJ GRANICY
z � ��

�� rE�ITX ZADA�U O NAGREWANII SFERY RADIUSA R�� ESLI NA�ALXNAQ TEM�
PERATURA RAWNA NUL�� A NA GRANICE PODDERVIWAETSQ POSTOQNNAQ TEMPERATU�
RA�

� nAJTI TEMPERATURU �ARA� NA POWERHNOSTI KOTOROGO PROISHODIT TE�
PLOOBMEN SO SREDOJ NULEWOJ TEMPERATURY� ESLI NA�ALXNAQ TEMPERATURA PO�
STOQNNA I RAWNA u��

�� oDNORODNOE TWERDOE TELO OGRANI�ENO DWUMQ KONCENTRI�ESKIMI SFE�
RAMI S RADIUSAMI a I �a� wNUTRENNQQ POWERHNOSTX TELA TEPLOIZOLIROWANA� A
NA WNE�NEJ POWERHNOSTI PROISHODIT TEPLOOBMEN SO SREDOJ NULEWOJ TEMPERA�
TURY� nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY W TELE W MOMENT t� ESLI NA�ALXNAQ
TEMPERATURA TELA RAWNA u��

�� wYWESTI URAWNENIE DIFFUZII W SREDE� DWIVU�EJSQ S POSTOQNNOJ SKO�
ROSTX�� nAPISATX WYRAVENIE DLQ FUNKCII TO�E�NOGO ISTO�NIKA W NEOGRA�
NI�ENNOM PROSTRANSTWE�

�� rASSMOTRETX STACIONARNU� ZADA�U DIFFUZII W PODWIVNOJ SREDE� S�I�
TAQ SKOROSTX DWIVENIQ POSTOQNNOJ I PRENEBREGAQ DIFFUZIEJ WDOLX NAPRA�
WLENIQ DWIVENIQ SREDY �ZADA�A O GAZOWOJ ATAKE�� nAPISATX FUNKCI� ISTO��
NIKA DLQ POLUPROSTRANSTWA� S�ITAQ� �TO PLOSKOSTX z � � GAZONEPRONICAEMA�

�� pOSTROITX FUNKCI� TEPLOWOGO ISTO�NIKA DLQ SLOQ� OGRANI�ENNOGO
PLOSKOSTQMI z � � I z � l� A TAKVE DLQ KLINA S RASTWOROM ��n �n 	 CELOE
�ISLO� PRI NULEWYH GRANI�NYH USLOWIQH� rE�ENIE ISSLEDOWATX�

�� nAJTI FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO ISTO�NIKA TEPLA MO�NOSTI Q�
RAWNOMERNO RASPREDELENNOGO NA POWERHNOSTI SFERY RADIUSA a�

�� rE�ITX ZADA�U O NAGREWANII BESKONE�NOGO CILINDRA� NA�ALXNAQ TEM�
PERATURA KOTOROGO RAWNA NUL�� A NA POWERHNOSTI PODDERVIWAETSQ POSTOQN�
NAQ TEMPERATURA� pOLXZUQSX TABLICAMI FUNKCIJ bESSELQ� NAJTI PROFILX
TEMPERATURY �WZQW NA RADIUSE DESQTX TO�EK� I SREDN�� TEMPERATURU PO
SE�ENI� DLQ BOLX�IH MOMENTOW WREMENI� pOSTROITX SOOTWETSTWU��IE GRA�
FIKI�

��� rASSMOTRETX ZADA�U O NAMAGNI�IWANII BESKONE�NOGO CILINDRA PO�
STOQNNYM MAGNITNYM POLEM� PARALLELXNYM OSI CILINDRA� pOLXZUQSX TA�
BLICAMI BESSELEWYH FUNKCIJ� PODS�ITATX WELI�INU POTOKA INDUKCII �EREZ
POPERE�NOE SE�ENIE CILINDRA�

��� pOSTROITX FUNKCI� MGNOWENNOGO TO�E�NOGO ISTO�NIKA TEPLA DLQ
BESKONE�NOJ CILINDRI�ESKOJ OBLASTI PROIZWOLXNOGO SE�ENIQ PRI GRANI�NYH



I� diffuziq oblaka ���

USLOWIQH PERWOGO RODA� rASSMOTRETX �ASTNYJ SLU�AJ POPERE�NOGO SE�ENIQ
KRUGLOJ FORMY�

uKAZANIE� pREDSTAWITX RE�ENIE W WIDE
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GDE �n�M� 	 SOBSTWENNAQ FUNKCIQ POPERE�NOGO SE�ENIQ CILINDRA�

priloveniq k glawe VI

I� dIFFUZIQ OBLAKA

rASSMOTRIM PROCESS DIFFUZII GAZOWOGO OBLAKA� OBRAZU��EGOSQ
PRI RAZRYWE SNARQDA�

pRI RAZRYWE SNARQDA WYDELQETSQ NEKOTOROE KOLI�ESTWO DYMA Q�
KOTORYJ RASPROSTRANQETSQ WO WSE STORONY� OBRAZUQ OBLAKO� oBLAKO
SNA�ALA RASTET� ZATEM ONO SWETLEET PO KRAQM� EGO TEMNAQ NEPROZRA�NAQ
�ASTX UMENX�AETSQ� WSE OBLAKO SWETLEET� NA�INAET �TAQTX� I� NAKONEC�
IS�EZAET� �TA KARTINA OSOBENNO OT�ETLIWO WIDNA W QSNYJ DENX NA FONE
GOLUBOGO NEBA�

pROCESS RASPROSTRANENIQ DYMOWOGO OBLAKA MOVNO TRAKTOWATX KAK
PROCESS DIFFUZII DYMA OT MGNOWENNOGO TO�E�NOGO ISTO�NIKA MO�NO�
STI Q W NEOGRANI�ENNOM PROSTRANSTWE� tAKOJ PROCESS DIFFUZII NOSIT
NE MOLEKULQRNYJ� A TURBULENTNYJ HARAKTER� EMU SOOTWETSTWUET NE�
KOTORYJ �FFEKTIWNYJ KO�FFICIENT TURBULENTNOJ DIFFUZII D� mY
NE U�ITYWAEM ZDESX NA�ALXNYJ RAZBROS DYMA� A TAKVE PRAKTI�ESKI
SOWER�ENNO NESU�ESTWENNOE WLIQNIE ZEMLI� w �TIH PREDPOLOVENIQH
KONCENTRACIQ DYMA DAETSQ FORMULOJ
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OBLAKO POLNOSTX� �RASTAET�� ZAWISIT OT POGLO�ENIQ SWETA W ATMO�
SFERE I OT POROGA �UWSTWITELXNOSTI IZMERITELXNOGO PRIBORA �GLAZ�
FOTOPLENKA I T� D���

kAK IZWESTNO� INTENSIWNOSTX SWETA� PROHODQ�EGO �EREZ ODNOROD�
NYE SLOI GAZA� PRIBLIVENNO RAWNA
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eSLI IMEETSQ DWA SLOQ TOL�INY l� I l� S RAZNYMI KONCENTRACIQMI
GAZA u� I u�� TO
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MULOJ
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nABL�DAQ PROCESS RASPLYWANIQ OBLAKA� MOVNO OPREDELITX KO�F�
FICIENT TURBULENTNOJ DIFFUZII D W SWOBODNOJ ATMOSFERE �NAPRIMER�
IZ FORMULY DLQ t� ILI DLQ t���

II� o RAZMAGNI�IWANII CILINDRA S OBMOTKOJ

rASSMOTRIM ZADA�U O RAZMAGNI�IWANII CILINDRA S OBMOTKOJ� tA�
KAQ ZADA�A WOZNIKAET W SWQZI S TEORIEJ BALLISTI�ESKOGO GALXWANOMET�

RA���
pRI WKL��ENII ILI WYKL��ENII MAGNITNOGO POLQ W OBMOTKE WOZ�

NIKAET INDUKCIONNYJ TOK� pRI TO�NOJ POSTANOWKE ZADA�I NUVNO U�I�
TYWATX OBRATNOE WOZDEJSTWIE �TOGO TOKA NA POLE WNUTRI CILINDRA�
oDNAKO TORMOZQ�EE DEJSTWIE OBMOTKI OBY�NO NE U�ITYWAETSQ I ZADA�
�U RE�A�T S UPRO�ENNYMI GRANI�NYMI USLOWIQMI�

pOZNAKOMIMSQ� PREVDE WSEGO� S TAKOJ UPRO�ENNOJ POSTANOWKOJ ZA�
DA�I� rASSMOTRIM BESKONE�NYJ CILINDR RADIUSA R� NA POWERHNOSTI
KOTOROGO NAMOTANA PROWODQ�AQ OBMOTKA� cILINDR NAHODITSQ W ODNO�
RODNOM MAGNITNOM POLE H�� PARALLELXNOM OSI CILINDRA Oz� w MOMENT
t � � POLE WYKL��AETSQ�

wNUTRI CILINDRA� O�EWIDNO� BUDET UDOWLETWORQTXSQ URAWNENIE
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eSLI PRENEBRE�X WLIQNIEM INDUKCIONNOGO TOKA W OBMOTKE NA PRO�
CESS RAZMAGNI�IWANIQ CILINDRA� GRANI�NOE USLOWIE NA EGO POWERHNO�
STI BUDET IMETX WID
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II� o razmagni�iwanii cilindra s obmotkoj ���

rE�ENIE URAWNENIQ ���� PRI GRANI�NOM USLOWII ��� BEZ TRUDA PO�
LU�AETSQ METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH �SM� S� ����	
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tAK KAK a� WESXMA WELIKO� TO DLQ DOSTATO�NO BOLX�IH t MOVNO
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	TOBY OPREDELITX OBLASTX PRIMENIMOSTI �TOJ FORMULY� SLEDU�
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 POPERE�NOE SE�ENIE CILINDRA� L 
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 NORMALX K KONTURU L�
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USLOWIQ SKA�KA POLQ
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GDE �� 
 PARAMETR RAZDELENIQ�
iZ WTOROGO URAWNENIQ SRAZU VE NAHODIM
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�TO PRIWODIT K SLEDU��EMU WYRAVENI� DLQ POTOKA	
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POZWOLQ��IM PROSLEDITX ZA TORMOZQ�IM DEJSTWIEM TOKA NA SPADANIE
POLQ W CILINDRE� s UWELI�ENIEM �� T� E� S UWELI�ENIEM TOKA W OBMOT�
KE� SKOROSTX UBYWANIQ POTOKA UMENX�AETSQ� pRI � � � ESTESTWENNO
PRIHODIM K WYRAVENI� ��� DLQ POTOKA� QWLQ��EMUSQ� TAKIM OBRAZOM�
NULEWYM PRIBLIVENIEM�

w TEORII BALLISTI�ESKOGO GALXWANOMETRA WAVNO ZNATX WREMQ �
SPADANIQ POTOKA OT �� DO ZNA�ENIJ� OPREDELQEMYH �UWSTWITELXNO�
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urawneniq �llipti�eskogo tipa
�PRODOLVENIE�

xxxxxxxxx �� oSNOWNYE ZADA�I� PRIWODQ�IE
K URAWNENI	 �v � cv � ��v � cv � ��v � cv � ��v � cv � ��v � cv � ��v � cv � ��v � cv � ��v � cv � ��v � cv � �

�� uSTANOWIW�IESQ KOLEBANIQ� wESXMA �IROKIJ KLASS WOPRO�
SOW� SWQZANNYH S U ST A N O WI W�IMI S Q K O L E B AN I QMI �MEHANI�E�
SKIMI� AKUSTI�ESKIMI� �LEKTROMAGNITNYMI I T� D��� PRIWODIT K TAK
NAZYWAEMOMU W O L NO W OM U U R A WN E N I�
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rASSMOTRIM W KA�ESTWE PRIMERA MEMBRANU S� ZAKREPLENNU� PO
GRANICE C I KOLEBL��U�SQ POD DEJSTWIEM PERIODI�ESKIH WO WREME�
NI SIL� sOOTWETSTWU��EE URAWNENIE IMEET WID
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eSLI KONTUR MEMBRANY C NE ZAKREPLEN� A SOWER�AET PERIODI�ESKIE
KOLEBANIQ S TOJ VE �ASTOTOJ ��
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TO DLQ FUNKCII v NA KONTURE C IMEET MESTO NEODNORODNOE GRANI�NOE
USLOWIE

v jC � f�� �����
kAK BYLO UVE OTME�ENO WY�E� ZADA�I OB USTANOWIW�IHSQ KOLE�

BANIQH HARAKTERNY TAKVE DLQ AKUSTIKI I TEORII �LEKTROMAGNITNO�
GO POLQ� kROME TOGO� �ASTO WSTRE�A�TSQ ZADA�I OB USTANOWIW�IHSQ
KOLEBANIQH W NEODNORODNOJ SREDE� W �ASTNOSTI W KUSO�NO�ODNORODNOJ
SREDE �KOGDA� NAPRIMER� W PROSTRANSTWE IME�TSQ OTDELXNYE OBLASTI�
NARU�A��IE ODNORODNOSTX��k �TOMU KRUGU WOPROSOW OTNOSQTSQ ZADA�I
TEORII DIFRAKCII� NA KOTORYH MY OSTANOWIMSQ NIVE�

�� dIFFUZIQ GAZA PRI NALI�II RASPADA I PRI CEPNYH RE�
AKCIQH� pRI DIFFUZII NEKOTORYH GAZOW �NAPRIMER� �MANACII RA�
DIQ� PROISHODIT REAKCIQ RASPADA MOLEKUL DIFFUNDIRU��EGO GAZA�
sKOROSTX REAKCII RASPADA OBY�NO PRINIMA�T PROPORCIONALXNOJ KON�
CENTRACII GAZA� pRI NAPISANII URAWNENIQ DIFFUZII �TO �KWIWALENT�
NO NALI�I� OTRICATELXNYH ISTO�NIKOW GAZA� w SLU�AE STACIONARNOGO
PROCESSA DIFFUZII MY PRIHODIM K URAWNENI�

D�v � cv � � �c � ��� ���

GDE D 
 KO�FFICIENT DIFFUZII� kAK BYLO UKAZANO W GL� VI� x �� P� ��
BOLX�OJ INTERES PREDSTAWLQET SLU�AJ c 
 �� SOOTWETSTWU��IJ DIF�
FUZII PRI NALI�II CEPNYH REAKCIJ� WEDU�IH K RAZMNOVENI� DIF�
FUNDIRU��IH �ASTIC� w STACIONARNOM SLU�AE MY POLU�AEM PRI �TOM
URAWNENIE

�v � cv � � �c 
 ���

TAK KAK CEPNAQ REAKCIQ �KWIWALENTNA NALI�I� ISTO�NIKOW DIFFUNDI�
RU��EGO WE�ESTWA� PROPORCIONALXNYH KONCENTRACII v�x� y� z��

�� dIFFUZIQ W DWIVU�EJSQ SREDE� w GL� IV BYLA RASSMOTRENA
ZADA�A O DIFFUZII GAZA W NEPODWIVNOJ SREDE� rASSMOTRIM ZADA�U O
DIFFUZII GAZA W ZADANNOM STACIONARNOM POTOKE� SKOROSTX KOTOROGO
W TO�KE M�x� y� z� IMEET KOMPONENTY ���x� y� z�� ���x� y� z�� ���x� y� z��
kOLI�ESTWO GAZA� PROTEKA��EGO �EREZ �LEMENTARNU� PLO�ADKU d� W
TO�KE M�x� y� z�� RAWNO

dQ � �Dn gradu d� � u���������n d��

GDE u�x� y� z� 
 KONCENTRACIQ GAZA W EDINICE OB�eMA� n 
 EDINI�NYJ
WEKTOR� NORMALXNYJ K PLO�ADKE d�� D 
 KO�FFICIENT DIFFUZII W
TO�KE �x� y� z�� ����������x� y� z� 
 WEKTOR SKOROSTI POTOKA�

sOSTAWLQQ URAWNENIE SOHRANENIQ WE�ESTWA DLQ NEKOTOROGO OB�eMA
T S GRANICEJ �� POLU�AEMZ

	

��Dn gradu� u���������n� d� � ��



x �� zada�i� priwodq�ie k urawneni
 �v � cv � � ���

pREOBRAZUEM POWERHNOSTNYJ INTEGRAL W OB�eMNYJ� POLXZUQSX FORMU�
LOJ oSTROGRADSKOGO
 gAUSSA	Z

T

�div�D gradu�� div�u����������� d� � ��

oTS�DA W SILU PROIZWOLXNOSTI OB�EMA T WYTEKAET URAWNENIE DIFFU�
ZII W ZADANNOM POTOKE

div�D gradu�� div�u���������� � �� ���

ILI� W SKALQRNOJ FORME�



x

�
D
u

x

�
�



y

�
D
u

y

�
�



z

�
D
u

z

�
�

� 

x
�u���� 

y
�u���� 

z
�u��� � �� ����

k TAKOMUVE URAWNENI� PRIWODIT ZADA�A O RASPROSTRANENII TEPLA
W DWIVU�EJSQ SREDE�

rASSMOTRIM SLEDU��IJ PRIMER� pUSTX W POLUPROSTRANSTWE z � �
IMEETSQ WOZDU�NYJ POTOK S POSTOQNNOJ SKOROSTX� u�� NAPRAWLENNOJ
PO OSI x� s�ITAQ KO�FFICIENT DIFFUZII POSTOQNNYM� POLU�AEM IZ ���
URAWNENIE

D�u� u�
u

x
� ��

QWLQ��EESQ PROSTEJ�IM WARIANTOM U R A WN E N I Q G A Z O W OJ A TAK I�
pOLAGAQ

u � v e�x

I WYBIRAQ ZATEM

� � u���D�

POLU�IM DLQ FUNKCII v�x� y� z� URAWNENIE

�v � cv � �� GDE c � � u��
�D

� ��

�� pOSTANOWKA WNUTRENNIH KRAEWYH ZADA� DLQ URAWNENIQ
�v � cv � ��v � cv � ��v � cv � ��v � cv � ��v � cv � ��v � cv � ��v � cv � ��v � cv � ��v � cv � �� kAK BYLO POKAZANO W GL� I W SWQZI S IZU�ENIEM KANONI�E�
SKIH FORM URAWNENIJ S POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI� WSQKOE URAWNE�
NIE �LLIPTI�ESKOGO TIPA S POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI MOVET BYTX
PRIWEDENO K WIDU

�v � cv � �� ���

sWOJSTWA RE�ENIQ URAWNENIQ ��� SU�ESTWENNO ZAWISQT OT ZNAKA
KO�FFICIENTA c� �TO FIZI�ESKI O�EWIDNO� ESLI IMETX W WIDU DIFFUZI�
ONNU� INTERPRETACI� �TOGO URAWNENIQ�
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oSTANOWIMSQ NA WOPROSE EDINSTWENNOSTI RE�ENIQ PERWOJ KRAEWOJ
ZADA�I DLQ URAWNENIQ ���� dLQ URAWNENIQ �v � cv � � PRI c � � IMEET
MESTO PRINCIP MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ W SLEDU��EJ FORME�

rE�ENIE v�M� URAWNENIQ �v � cv � � �c � ��� OPREDELENNOE WNU�
TRI NEKOTOROJ OBLASTI T S GRANICEJ �� NE MOVET DOSTIGATX WO
WNUTRENNIH TO�KAH OBLASTI T POLOVITELXNYH MAKSIMALXNYH �I OT�
RICATELXNYH MINIMALXNYH� ZNA�ENIJ�

w SAMOM DELE� DOPUSTIM� �TO W NEKOTOROJ TO�KEM�� LEVA�EJ WNU�
TRI T � FUNKCIQ v�M� DOSTIGAET POLOVITELXNOGO MAKSIMALXNOGO ZNA�
�ENIQ �v�M�� 
 ���� tOGDA W TO�KE M�

�v

x�
� ��

�v

y�
� ��

�v

z�
� �

I� SLEDOWATELXNO� �v � �� �TO NAHODITSQ W PROTIWORE�II S OTRICATELX�

NOSTX� KO�FFICIENTA c I POLOVITELXNOSTX� v�M��
���

iZ PRINCIPA MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ AWTOMATI�ESKI SLEDUET
EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I DLQ URAWNENIQ ����

mOVET SU�ESTWOWATX TOLXKO ODNO RE�ENIE URAWNENIQ �v� cv �
� � �c � ��� OPREDELENNOE I NEPRERYWNOE W ZAMKNUTOJ OBLASTI T ���
PRINIMA��EE NA GRANICE � ZADANNYE ZNA�ENIQ

v j	 � f�

dEJSTWITELXNO� DOPUSKAQ SU�ESTWOWANIE DWUH RAZLI�NYH RE�ENIJ
v� I v�� RASSMATRIWAQ IH RAZNOSTX v�� v� I PROWODQ RASSUVDENIQ SPOSO�
BOM� IZLOVENNYM WY�E �SM� GL� III I IV�� MY PRIHODIM K PROTIWORE�I�
S PRINCIPOM MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ�

eSLI c � �� TO MY POLU�AEM PERWU� KRAEWU� ZADA�U DLQ URAWNENIQ
lAPLASA� EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ KOTOROJ BYLA DOKAZANA�

eSLI c 
 �� TO EDINSTWENNOSTX MOVET NE IMETX MESTA� rASSMATRI�
WAQ W GL� V ZADA�U O SOBSTWENNYH ZNA�ENIQH KRAEWOJ ZADA�I

�v � �v � �� v j	 � ��

MY UBEDILISX NA PRIMERAH W SU�ESTWOWANII NETRIWIALXNYH RE�ENIJ
�SOBSTWENNYH FUNKCIJ� PRI � 
 ��o�EWIDNO� �TO WOPROS O MNOVESTWEN�
NOSTI ILI EDINSTWENNOSTI RE�ENIQ PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I �KWIWALEN�
TEN WOPROSU O TOM� SOWPADAET LI � S ODNIM IZ SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ
�n W RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI T �

xxxxxxxxx �� fUNKCII WLIQNIQ TO�E�NYH ISTO�NIKOW
�� fUNKCII WLIQNIQ TO�E�NYH ISTO�NIKOW� tEORIQ POTEN�

CIALOW� RAZWITAQ W GL� IV DLQ URAWNENIQ lAPLASA� MOVET BYTX RASPRO�
STRANENA I NA URAWNENIE�v� cv � ��dLQ POSTROENIQ FUNKCIJ WLIQNIQ

�� sR� S DOKAZATELXSTWOM PRINCIPA MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ DLQ URAWNE�
NIQ TEPLOPROWODNOSTI�



x �� funkcii wliqniq to�e�nyh isto�nikow ���

TO�E�NOGO ISTO�NIKA RASSMOTRIM RE�ENIE v�� ZAWISQ�EE TOLXKO OT r�
oPERATOR lAPLASA DLQ FUNKCII v��r� W SFERI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT
IMEET WID

�

r�
d

dr

�
r�

dv�
dr

�
�

�

r

d��rv��

dr�
�

�TO PRIWODIT K OBYKNOWENNOMU DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI�

d�w

dr�
� cw � � �w � v�r��

wWODQ OBOZNA�ENIE c � k� DLQ c 
 � I c � ��� DLQ c � �� POLU�AEM

d�w

dr�
� k�w � � �c 
 ��� ���

d�w

dr�
� ��w � � �c � ��� ����

iZ URAWNENIQ ��� NAHODIM

w � C�e
ikr � C�e

�ikr ���

I� SOOTWETSTWENNO�

v� � C�
eikr

r
� C�

e�ikr

r
� ���

w SLU�AE WE�ESTWENNOGO k POLU�AEM DWA LINEJNO NEZAWISIMYH RE�E�
NIQ eikr�r I e�ikr�r� KOTORYM SOOTWETSTWU�T WE�ESTWENNYE LINEJNO
NEZAWISIMYE RE�ENIQ

cos kr

r
I

sin kr

r
�

pRI c � � �c ������ POLXZUQSX URAWNENIEM ����� POLU�AEM DWA DEJSTWI�
TELXNYH LINEJNO NEZAWISIMYH RE�ENIQ

e�� r

r
I

e� r

r
�� 
 ��� ���

fUNKCII

e�ikr

r
�c 
 �� I

e�� r

r
�c � ��

PRI r � � TERPQT RAZRYW NEPRERYWNOSTI� OBRA�AQSX W BESKONE�NOSTX
KAK ��r� tAKOJ VE HARAKTER OSOBENNOSTI IMELA FUNKCIQ ISTO�NIKA DLQ
URAWNENIQ lAPLASA �c � ��� PROPoRCIONALXNAQ ��r�

rASSMOTRIM POWEDENIE �TIH FUNKCIJ NA BESKONE�NOSTI� sLU�AJ
c � � SOOTWETSTWUET PROCESSU� SOPROWOVDA��EMUSQ POGLO�ENIEM �SM�
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URAWNENIE DIFFUZII ��� IZ x ��� oDNO IZ RE�ENIJ e��r�r �KSPONEN�
CIALXNO STREMITSQ K NUL� NA BESKONE�NOSTI� �TO W TERMINAH ZADA�I
DIFFUZII OZNA�AET UBYWANIE KONCENTRACII� WYZYWAEMOE POGLO�ENI�
EM� �TO UBYWANIE PROISHODIT TEM SILXNEE� �EM BOLX�E KO�FFICIENT
jcj � �

�� HARAKTERIZU��IJ INTENSIWNOSTX POGLO�ENIQ� wTOROE RE�E�
NIE �KSPONENCIALXNO WOZRASTAET NA BESKONE�NOSTI I FIZI�ESKOGO SMY�
SLA DLQ ZADA�I W NEOGRANI�ENNOJ OBLASTI NE IMEET �EGO MOVNO BYLO
BY INTERPRETIROWATX KAK NALI�IE ISTO�NIKA W BESKONE�NOSTI��

sLU�AJ c � k� 
 � SOOTWETSTWUET USTANOWIW�IMSQ WOLNOWYM PRO�
CESSAM �SM� x �� P� ��� fUNKCIQ v PREDSTAWLQET AMPLITUDU FUNKCII

u�M� t� � v�M� ei�t�

UDOWLETWORQ��EJ URAWNENI� KOLEBANIJ �x ���
oDNO IZ GLAWNYH RE�ENIJ URAWNENIQ ���

v��r� �
e�ikr

r

SOOTWETSTWUET PROCESSU KOLEBANIJ

u��r� t� �
ei ��t�kr�

r
�

KOTORYJ IMEET HARAKTER SFERI�ESKOJ WOLNY� R A S H OD Q� EJ S Q OT IS�
TO�NIKA W TO�KE r � �� wTOROE RE�ENIE

v��r� �
eikr

r

SOOTWETSTWUET PROCESSU KOLEBANIJ

u��r� t� �
ei ��t�kr�

r
�

IME��EMU HARAKTER SFERI�ESKOJ WOLNY� PRIHODQ�EJ IZ BESKONE�NOSTI
W TO�KU r � � �S H O D Q�I E S Q WOLNY�� o�EWIDNO� �TO �TO RE�ENIE PRI
IZU�ENII PROCESSOW� WOZBUVDAEMYH TO�E�NYM ISTO�NIKOM W NEOGRANI�
�ENNOM PROSTRANSTWE� PRQMOGO FIZI�ESKOGO SMYSLA NE IMEET�

oTMETIM� �TO FUNKCI� v�M� MOVNO RASSMATRIWATX KAK AMPLITU�

DU KOLEBANIJ TIPA ei�t ILI e�i�t�mY BRALI WREMENNOJ FAKTOR PERWOGO
TIPA� wO WTOROM SLU�AE RASHODQ�AQSQ WOLNA IMEET WID

u��r� t� �
e�i ��t�kr�

r
�

T� E� EJ SOOTWETSTWUET WTOROE RE�ENIE

v��r� �
eikr

r
�



x �� funkcii wliqniq to�e�nyh isto�nikow ���

pERWOE VE RE�ENIE

v��r� �
e�ikr

r

PRI �TOM FIZI�ESKOGO SMYSLA NE IMEET�
�� iNTEGRALXNOE PREDSTAWLENIE RE�ENIQ� dLQ URAWNENIQ

��� IZ x � PRI c �� � MOVNO NAPISATX FORMULY� ANALOGI�NYE FORMU�
LAM gRINA� KOTORYE BYLI USTANOWLENY DLQ URAWNENIQ lAPLASA� wWODQ
OBOZNA�ENIE

L�u� � �u� cu� ���

SRAZU VE POLU�AEM FORMULUZ
T

�uL�v�� vL�u�� d� �

Z
	

�
u
v

�
� v

u

�

�
d�� ���

QWLQ��U�SQ ANALOGOM I PRQMYM SLEDSTWIEM WTOROJ FORMULY gRINA
�SM� GL� IV� x ��� pODSTAWLQQ S�DA WMESTO v ODNU IZ �FUNKCIJ TO�E�NOGO
ISTO�NIKA�� NAPRIMER e��R�R� I POWTORQQ DOSLOWNO WSE RASSUVDENIQ
GL� IV� x �� PRIHODIM K ANALOGU OSNOWNOJ FORMULY gRINA

u�M�� � � �

��

Z
	

�
u


�

�
e��R

R

�
� e��R

R

u

�

�
d�M �

�
�

��

Z
T

f�M�
e��R

R
d�M �R � RMM� �� ���

GDE u�M� 
 RE�ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ L�u� � �f�M��
dLQ SLU�AQ c � k� IMEET MESTO ANALOGI�NAQ FORMULA

u�M�� � � �

��

Z
	

�
u


�

�
e�ikR

R

�
� e�ikR

R

u

�

�
d�M �

�
�

��

Z
T

f�M�
e�ikR

R
d�M � ����

KOTORAQ BYLA POLU�ENA W GL� V KAK SLEDSTWIE FORMULY kIRHGOFA�
wWEDEM PONQTIE FUNKCII ISTO�NIKA URAWNENIQ L�u� � � DLQ ZA�

DANNOJ OBLASTI T S GRANICEJ �� pUSTX v�M� 
 RE�ENIE URAWNENIQ
L�v� � �� REGULQRNOE WS�DU W T � fORMULA ��� DAET

� � �
Z
	

�
u
v

�
� v

u

�

�
d� �

Z
T

fv d�� ���
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sKLADYWAQ ��� S RAWENSTWOM ���� POLU�AEM

u�M�� � �
Z
	

�
u


�

�
e��R

��R
� v

�
�

�
e��R

��R
� v

�
u

�

�
d�M �

�

Z
T

�
e��R

��R
� v

�
f�M� d�M �R � RMM��� ���

�TA FORMULA SPRAWEDLIWA DLQ PROIZWOLXNOGO RE�ENIQ v�M� URAWNENIQ
�v ���v � �� REGULQRNOGO W OBLASTI T � pOLXZUQSX PROIZWOLOM WYBORA
FUNKCII v� POLU�AEM

u�M�� � �
Z
	

u�M�
G�M��M�

�
d�M �

Z
T

G�M��M� f�M� d�M � ����

GDE

G�M��M� �
e��R

��R
� v ����


 FUNKCIQ ISTO�NIKA� OBLADA��AQ SLEDU��IMI SWOJSTWAMI	
�� G�M�M�� OBRA�AETSQ W BESKONE�NOSTX PRI M � M� KAK

�����R�� �TO SLEDUET IZ FORMULY �����
�� G�M�M�� UDOWLETWORQET URAWNENI� L�u� � � WS�DU W T � KROME

TO�KI M��
�� G�P�M�� � � W TO�KAH P � LEVA�IH NA GRANICE ��
wOPROS O SU�ESTWOWANII FUNKCII ISTO�NIKA SWQZAN S WOPROSOM O

SU�ESTWOWANII FUNKCII v� UDOWLETWORQ��EJ URAWNENI�

L�v� � � W T

I GRANI�NOMU USLOWI�

v � � e��R

��R
NA ��

o�EWIDNO� �TO FUNKCIQ G�M�M�� ODNOZNA�NO OPREDELENA DLQ L�BOJ
OBLASTI� DOPUSKA��EJ EDINSTWENNOE RE�ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I�
w �ASTNOSTI� PRI c ���� � � �TA FUNKCIQ OPREDELENA DLQ L�BOJ OBLA�
STI� w PROSTEJ�IH SLU�AQH FUNKCI� ISTO�NIKA MOVNO NAJTI W QWNOJ
FORME� POLXZUQSX METODOM� ANALOGI�NYM METODU �LEKTROSTATI�ESKIH

IZOBRAVENIJ���
tAK� NAPRIMER� DLQ POLUPROSTRANSTWA z 
 � FUNKCIQ ISTO�NIKA

IMEET WID

G�M�M�� �
e��R

��R
� e��R�

��R�
� ����

�� dLQ SFERY METOD �LEKTROSTATI�ESKIH IZOBRAVENIJ NEPRIMENIM PRI
c �� ��



x �� funkcii wliqniq to�e�nyh isto�nikow ���

R � RMM� �
p
�x� x��� � �y � y��� � �z � z����

R� � RMM� �
p
�x� x��� � �y � y��� � �z � z����

GDE M��x�� y���z�� 
 IZOBRAVENIE TO�KI M��x�� y�� z�� OTNOSITELXNO
PLOSKOSTI z � ��

mY NE OSTANAWLIWAEMSQ ZDESX NA WOPROSE O PRIMENIMOSTI PREDY�
DU�IH FORMUL DLQ NEOGRANI�ENNOJ OBLASTI� �TO� WPRO�EM� BEZ TRUDA
MOVET BYTX USTANOWLENO W SLU�AE c � �� zADA�I DLQ NEOGRANI�ENNO�
GO PROSTRANSTWA PRI c 
 � SWQZANY S �PRINCIPOM IZLU�ENIQ� I BUDUT
RASSMOTRENY W SLEDU��EM PARAGRAFE�

dLQ FUNKCII ISTO�NIKA G�M�M��� OPREDELENNOJ DLQ PROIZWOLX�
NOJ OBLASTI T � IMEET MESTO P R I N C I P W Z AIMN O S TI� WYRAVAEMYJ
RAWENSTWOM

G�M�M�� � G�M��M��

dOKAZATELXSTWO �TOGO SWOJSTWA QWLQETSQ BUKWALXNYM POWTORENIEM
SOOTWETSTWU��EGO DOKAZATELXSTWA DLQ SLU�AQ URAWNENIQ lAPLASA
�GL� IV� x ���

w SLU�AE DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH URAWNENIE DLQ FUNKCII
v��r� IMEET WID

�

r

d

dr
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r
dv�
dr

�
� k�v� � �� ILI

d�v�
dr�
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r

dv�
dr

� k�v� � ��

T� E� QWLQETSQ UR A WN E N I EM b E S S E L Q N U L E W O G O P OR Q D K A� OB�
�EE RE�ENIE KOTOROGO MOVET BYTX ZAPISANO SLEDU��IM OBRAZOM �SM�
dOPOLNENIE II�	

v��r� � C�H
���
� �kr� � C�H

���
� �kr��

GDE H
���
� �kr� I H

���
� �kr� 
 FUN KC I I h AN K EL Q N UL E W O G O P OR QD�

K A P E R W O G O I W TOR O G O R O D A�

fUNKCII H
���
� �kr� I H

���
� �kr� PRI r � � IME�T LOGARIFMI�ESKU�

OSOBENNOSTX	

H
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��i
�

ln
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H
���
� ��� �

�i

�
ln

�

�
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�� � kr��

GDE TO�KAMI OBOZNA�ENY SLAGAEMYE� OSTA��IESQ KONE�NYMI PRI � � ��
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GDE TO�KAMI OBOZNA�ENY �LENY BOLEE WYSOKOGO PORQDKA MALOSTI OTNO�
SITELXNO ����

tAKIM OBRAZOM� URAWNENIE��v� k�v � � IMEET DWA FUNDAMENTALX�
NYH RE�ENIQ	
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IME��IH LOGARIFMI�ESKU� OSOBENNOSTX I SOOTWETSTWU��IH FUNKCI�
QM eikr�r I e�ikr�r DLQ PROSTRANSTWA�

wYBOR TOJ ILI INOJ FUNDAMENTALXNOJ FUNKCII ZAWISIT OT WIDA
USLOWIJ IZLU�ENIQ NA BESKONE�NOSTI �SM� x �� P� ��� eSLI WREMENNAQ

ZAWISIMOcTX BERETSQ W WIDE ei�t� TO FUNKCIQ H
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� �kr� OPREDELQET RAS�

HODQ�U�SQ CILINDRI�ESKU� WOLNU� pRI WREMENNOJ ZAWISIMOSTI e�i�t
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I EGO LINEJNO NEZAWISIMYMI RE�ENIQMI QWLQ�TSQ CILINDRI�ESKIE
FUNKCII MNIMOGO ARGUMENTA
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pERWAQ IZ �TIH FUNKCIJ� I���r�� OGRANI�ENA PRI r � � I �KSPONEN�
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� FUNKCIQ K���r� IMEET W TO�KE r � �
LOGARIFMI�ESKU� OSOBENNOSTX
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IZLOVENIE �TOGO BYLO BY POWTORENIEM PREDYDU�EGO�

�� pOTENCIALY� w GL� IV BYLI RASSMOTRENY POTENCIALY DLQ
URAWNENIQ �u � �� tAKOGO VE TIPA POTENCIALY MOGUT BYTX POSTROENY
I DLQ URAWNENIQ �u� ��u � ��
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 PLOTNOSTX POTENCIALA�
sFORMULIRUEM KRATKO OSNOWNYE SWOJSTWA OB�EMNOGO POTENCIALA�

DOKAZATELXSTWO KOTORYH PROWODITSQ ANALOGI�NO TOMU� KAK �TO SDELANO
W GL� IV�

�� wNE OBLASTI T FUNKCIQ V �M� UDOWLETWORQET URAWNENI�
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dIFFERENCIRUEMOSTX FUNKCII V �x� y� z� DOKAZYWAETSQ W PREDPOLOVE�
NII TOLXKO OGRANI�ENNOSTI FUNKCII �� oTS�DA� W �ASTNOSTI� SLEDUET
DIFFERENCIRUEMOSTX V I W TO�KAH POWERHNOSTI �� OGRANI�IWA��EJ
OBLASTX T � GDE� KAK PRAWILO� IMEET MESTO RAZRYW PLOTNOSTI ��M��

�� wO WNUTRENNIH TO�KAH OBLASTI T � W OKRESTNOSTI KOTORYH PLOT�
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V SU�ESTWU�T I POTENCIAL V UDOWLETWORQET URAWNENI�
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�� pERWYE PROIZWODNYE OB�EMNOGO POTENCIALA PREDSTAWLQ�TSQ
RAWNOMERNO SHODQ�IMISQ INTEGRALAMI W PREDPOLOVENII RAWNOMERNOJ
OGRANI�ENNOSTI �� pO�TOMU PERWYE PROIZWODNYE QWLQ�TSQ NEPRERYW�
NYMI FUNKCIQMI WO WSEM PROSTRANSTWE WKL��AQ TO�KI POWERHNOSTI
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oB�EMNYE POTENCIALY POZWOLQ�T PREDSTAWITX RE�ENIE KRAEWOJ
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GDE ��P � 
 POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX POTENCIALA W �
pERE�ISLIM OSNOWNYE SWOJSTWA POTENCIALA DWOJNOGO SLOQ� OTSY�

LAQ ZA IH DOKAZATELXSTWOM K GL� IV� x ��
�� wNE POWERHNOSTI � POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ WS�DU UDOWLETWO�

RQET ODNORODNOMU URAWNENI� �W � ��W � ��
�� pOTENCIAL DWOJNOGO SLOQ SHODITSQ W TO�KAH GRANICY� ESLI �

PRINADLEVIT KLASSU POWERHNOSTEJ lQPUNOWA�
�� fUNKCIQ W RAZRYWNA W TO�KAH POWERHNOSTI �� I IME�T MESTO

SOOTNO�ENIQ
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zDESXWW�M�� 
 PREDELXNOE ZNA�ENIE FUNKCIIW �M� PRI STREMLENII
M K M� IZNUTRI OBLASTI T � WN�M�� 
 PREDELXNOE ZNA�ENIE W �M�
PRI STREMLENIIM KM� SNARUVI T � pOT E N C I AL P R O ST O G O S L O Q�
OPREDELQEMYJ POWERHNOSTNYM INTEGRALOM
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V �M�� NEPRERYWNU� WO WSEM PROSTRANSTWE�
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pOWERHNOSTNYE POTENCIALY POZWOLQ�T DLQ WESXMA �IROKOGO KLAS�
SA POWERHNOSTEJ �NAPRIMER� POWERHNOSTEJ KLASSA lQPUNOWA� SWODITX
KRAEWYE ZADA�I K INTEGRALXNYM URAWNENIQM�

rASSMOTRIM PERWU� WNUTRENN�� KRAEWU� ZADA�U DLQ URAWNENIQ
�u� ��u � � PRI GRANI�NOM ZNA�ENII uj	 � f � pREDPOLOVIM� �TO IS�
KOMU� FUNKCI� MOVNO PREDSTAWITX W WIDE POTENCIALA DWOJNOGO SLOQ
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KOTORYJ� KAK BYLO OTME�ENO WY�E� UDOWLETWORQET WNUTRI T ODNOROD�
NOMU URAWNENI��u���u� �� tREBUQ WYPOLNENIQ GRANI�NOGO USLOWIQ
uj	 � f � PRIHODIM K SLEDU��EMU INTEGRALXNOMU URAWNENI� DLQ OPRE�
DELENIQ FUNKCII �	
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KOTOROE QWLQETSQ LINEJNYM INTEGRALXNYM URAWNENIEM fREDGOLXMA
WTOROGO RODA� nA WOPROSAH SU�ESTWOWANIQ I EDINSTWENNOSTI RE�ENIQ
�TOGO INTEGRALXNOGO URAWNENIQ MY ZDESX NE OSTANAWLIWAEMSQ�

dLQ URAWNENIQ�u���u� �� TAK VE KAK I DLQ URAWNENIQ lAPLASA�
PRIMEN#IM METOD KONE�NYH RAZNOSTEJ�

xxxxxxxxx �� zADA�I DLQ NEOGRANI�ENNOJ OBLASTI�
pRINCIP IZLU�ENIQ

�� uRAWNENIE �v � c v � �f�v � c v � �f�v � c v � �f�v � c v � �f�v � c v � �f�v � c v � �f�v � c v � �f�v � c v � �f�v � c v � �f W NEOGRANI�ENNOM PROSTRAN�
STWE� rASSMOTRIM RE�ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ
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W NEOGRANI�ENNOM PROSTRANSTWE� dLQ PROSTOTY IZLOVENIQ BUDEM S�I�
TATX� �TO f OTLI�NA OT NULQ WNUTRI NEKOTOROJ OGRANI�ENNOJ OBLASTI
�LOKALXNAQ FUNKCIQ�� hARAKTER RE�ENIQ �TOGO URAWNENIQ SU�ESTWENNO
ZAWISIT OT ZNAKA KO�FFICIENTA c�

oSTANOWIMSQ SNA�ALA NA SLU�AE c � ��� � �� rE�ENIE URAWNENIQ
�v � ��v � �f MOVNO PREDSTAWITX W FORME OB�EMNYH POTENCIALOW
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tAKIM OBRAZOM� RE�ENIE URAWNENIQ ��� BEZ DOPOLNITELXNYH USLOWIJ
W BESKONE�NOSTI OPREDELENO NEODNOZNA�NO� bUDEM ISKATX PO ANALOGII
S WNE�NEJ ZADA�EJ DLQ URAWNENIQ lAPLASA RE�ENIE URAWNENIQ ����
OBRA�A��EESQ W NULX NA BESKONE�NOSTI� �TOMU USLOWI� UDOWLETWO�
RQET FUNKCIQ v��M� I NE UDOWLETWORQET FUNKCIQ v��M��
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dOKAVEM SLEDU��U� TEOREMU EDINSTWENNOSTI�
uRAWNENIE

�v � ��v � �f
NE MOVET IMETX BOLEE ODNOGO RE�ENIQ� OBRA�A��EGOSQ W NULX NA

BESKONE�NOSTI���
dOPUSTIM� �TO SU�ESTWUET DWA RAZLI�NYH RE�ENIQ POSTAWLENNOJ

ZADA�I �v�M� I ��v�M�� I RASSMOTRIM IH RAZNOSTX w � �v � ��v� pO PRED�
POLOVENI�� NAJDETSQ TAKAQ TO�KA M�� �TO w�M�� � A �� �� dLQ OPRE�
DELENNOSTI BUDEM S�ITATX A 
 �� w SILU TOGO� �TO w�M�	 � W BESKO�
NE�NOSTI� MOVNO UKAZATX TAKOE R�� �TO PRI r 
 R� FUNKCIQ w � A���
oTS�DA SLEDUET� �TO TO�KA M� LEVIT WNUTRI TR� 
 �ARA RADIUSA
R� 
 I �TO FUNKCIQ w�M� DOSTIGAET SWOEGO MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ
WNUTRI TR� � tAKIM OBRAZOM� MY PRIHODIM K PROTIWORE�I� S PRINCI�
POM MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ� IME��IM MESTO DLQ NA�EGO URAWNENIQ
�SM� x �� P� ��� tEOREMA EDINSTWENNOSTI DOKAZANA�

rASSMOTRIM TEPERX SLU�AJ c � k� 
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PO�PREVNEMU QWLQ�TSQ RE�ENIQMI URAWNENIQ ���� oDNAKO W �TOM SLU�
�AE OBE FUNKCII UBYWA�T NA BESKONE�NOSTI� oTS�DA WYTEKAET NEOB�
HODIMOSTX WWEDENIQ DOPOLNITELXNYH USLOWIJ NA BESKONE�NOSTI� ODNO�
ZNA�NO OPREDELQ��IH RE�ENIE URAWNENIQ ���� �TI USLOWIQ BUDUT RA�
ZOBRANY W PP� � 
 � NASTOQ�EGO PARAGRAFA�

�� pRINCIP PREDELXNOGO POGLO�ENIQ� zADA�A O WYNUVDEN�
NYH KOLEBANIQH S ZATUHANIEM PRIWODIT K URAWNENI�
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bUDEM S�ITATX� �TO FUNKCIQ F �M� t� QWLQETSQ PERIODI�ESKOJ PO

WREMENI� T� E� F �M� t� � f�M� ei�t� w �TOM SLU�AE URAWNENIE ��� IMEET
PERIODI�ESKOE RE�ENIE WIDA
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fUNKCIQ v�M�� O�EWIDNO� UDOWLETWORQET URAWNENI�
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GDE q� � k� � i�� QWLQETSQ KOMPLEKSNOJ WELI�INOJ� k � ��a�

�� pOD TERMINOM �FUNKCIQ� OBRA�A��AQSQ W NULX NA BESKONE�NOSTI MY
PONIMAEM SLEDU��EE� KAKOWO BY NI BYLO �� NAJDETSQ TAKOE r���� �TO DLQ
L�BOJ TO�KI M�r� �� ��� DLQ KOTOROJ r � r���� WERNO ju�M�j 	 �� T� E� MY
PREDPOLAGAEM RAWNOMERNOE STREMLENIE K NUL� PRI r���
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bUDEM NAZYWATX URAWNENIE ��� S KOMPLEKSNYM ZNA�ENIEM KO�FFI�
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uSLOWI� OGRANI�ENNOSTI NA BESKONE�NOSTI UDOWLETWORQET TOLXKO
FUNKCIQ �v��r�� FUNKCIQ ��v��r� NEOGRANI�ENNO WOZRASTAET PRI r 	 

I POTOMU NE IMEET PRQMOGO FIZI�ESKOGO SMYSLA�

oB�EMNYJ POTENCIAL
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PREDSTAWLQET EDINSTWENNOE RE�ENIE URAWNENIQ ���� OBRA�A��EESQ W
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TAK KAK PRI � 	 � IMEEM q� 	 k I q� 	 �� pRI WYBRANNOJ NAMI WRE�
MENNOJ ZAWISIMOSTI ei�t WELI�INA q� 
 �� TAK KAK ZNAK q� SWQZAN SO
ZNAKOM q� SOOTNO�ENIEM �q�q� � ���

eSLI ZAWISIMOSTX OT WREMENI WZQTA W WIDE e�i�t �Im q� 
 ��� TO
POLOVITELXNOMU ZNA�ENI� q� SOOTWETSTWUET q� � � I PREDEL q� PRI
� 	 � RAWEN �k�

tAKIM OBRAZOM� DOPOLNITELXNYM USLOWIEM� POZWOLQ��IM WYDE�
LITX RE�ENIE WOLNOWOGO URAWNENIQ

�v � k�v � �f�
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SOOTWETSTWU��EE RASHODQ�IMSQ WOLNAM� QWLQETSQ TREBOWANIE� �TOBY
FUNKCIQ v�M� BYLA PREDELOM OGRANI�ENNOGO RE�ENIQ WOLNOWOGO URAW�
NENIQ S KOMPLEKSNYM POGLO�ENIEM PERWOGO RODA PRI STREMLENII K NU�

L� KO�FFICIENTA POGLO�ENIQ���
�� pRINCIP PREDELXNOJ AMPLITUDY� s WOLNOWYM URAWNENIEM

�v � k�v � �f ���

�A�E WSEGO PRIHODITSQ WSTRE�ATXSQ PRI IZU�ENII USTANOWIW�IHSQ KO�
LEBANIJ� WOZBUVDAEMYH PERIODI�ESKIMI SILAMI �SM� x �� P� ���

rASSMOTRIM URAWNENIE KOLEBANIJ S PERIODI�ESKOJ PRAWOJ �ASTX�
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dLQ OPREDELENNOSTI RE�ENIQ K URAWNENI� SLEDUET DOBAWITX NEKOTORYE
NA�ALXNYE USLOWIQ� NAPRIMER NULEWYE	
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fUNKCIQ u�M� t� W NA�ALXNOJ STADII PROCESSA NE BUDET STROGO PERIODI�
�ESKOJ� oDNAKO S TE�ENIEM WREMENI W SISTEME BUDUT USTANAWLIWATXSQ
PERIODI�ESKIE KOLEBANIQ S �ASTOTOJ WYNUVDA��EJ SILY� T� E� RE�E�
NIE u�M� t� PRIMET WID
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tREBOWANIE� �TOBY v�M� BYLO PREDELXNOJ AMPLITUDOJ KOLEBANIJ S
NULEWYMI NA�ALXNYMI DANNYMI� I PREDSTAWLQET TO DOPOLNITELXNOE
USLOWIE� KOTOROE NADO PRISOEDINITX K WOLNOWOMU URAWNENI� DLQ WY�
DELENIQ EDINSTWENNOGO RE�ENIQ�

tAKIM OBRAZOM� PRIHODIM K SLEDU��EJ ZADA�E�
nAJTI RE�ENIE WOLNOWOGO URAWNENIQ �v � k�v � �f � QWLQ��EESQ

PREDELXNOJ AMPLITUDOJ DLQ RE�ENIQ URAWNENIQ KOLEBANIJ
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pREDSTAWIM PREDELXNU� AMPLITUDU W QWNOJ FORME� dLQ �TOGO NAJDEM
RE�ENIE URAWNENIQ KOLEBANIJ ���� S NULEWYMI NA�ALXNYMI DANNYMI�
POLXZUQSX FORMULOJ
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POLU�ENNOJ W GL� V �x �� ����� zDESX TMat 
 �AR RADIUSA at S CENTROM
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POLXZOWANY w� s� iGNATOWSKIM��� pRINCIP WWEDENIQ BESKONE�NO MALOGO
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xxxxxxxxx �� zADA�I MATEMATI�ESKOJ TEORII DIFRAKCII

�� pOSTANOWKA ZADA�I� rASPROSTRANENIE WOLNOWYH PROCESSOW
��LEKTROMAGNITNYH� UPRUGIH� AKUSTI�ESKIH I T� D�� SOPROWOVDAETSQ
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nIVE BUDET POKAZANA DOSTATO�NOSTX USLOWIJ SOPRQVENIQ I USLO�
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GDE
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oDNAKO SOGLASNO ASIMPTOTI�ESKOJ FORMULE
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PROIZWEDENIE r����m �k�r� OSTAETSQ PO MODUL� BOLX�E NEKOTOROGO POLOVITELX�
NOGO �ISLA PRI BOLX�IH ZNA�ENIQH r� SLEDOWATELXNO� am � �� T� E� �m�k�R��
� �� OTS�DA W SILU URAWNENIQ ZAMKNUTOSTI ��� WYTEKAET� �TO w� � � NA
SFERE #r� � tAKIM OBRAZOM� ESLI SFERA #r� NEKOTOROGO RADIUSA r� OHWA�
TYWAET OBLASTX T�� TO WNE �TOJ SFERY FUNKCIQ w � �� oTS�DA W SILU

ANALITI�NOSTI�� RE�ENIQ URAWNENIQ L � � ZAKL��AEM� �TO FUNKCIQ w� � �
WS�DU W OBLASTI T�� dALEE IZ USLOWIJ SOPRQVENIQ SLEDUET� �TO NA POWERH�
NOSTI #�

w� � � I
�w�
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� �� �
�

oSNOWNAQ FORMULA gRINA� PRIMENENNAQ W OBLASTI T� K FUNKCII w��
POKAZYWAET� �TO
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�
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�GDE R � RMP � W L�BOJ TO�KE M OBLASTI T��
iTAK� MY UBEDILISX� �TO w�M� � � WO WSEM PROSTRANSTWE� �TO I DOKA�

ZYWAET TEOREMU EDINSTWENNOSTI�
� dIFRAKCIQ NA SFERE�
�� pRAKTI�ESKI WAVNYM KLASSOM RE�ENIJ URAWNENIQ KOLEBANIJ

�u� �

a�
utt � �

QWLQ�TSQ PLOSKIE WOLNY� pLOSKOJ WOLNOJ� RASPROSTRANQ��EJSQ W KAKOM�
NIBUDX ZADANNOM NAPRAWLENII� NAZYWAETSQ RE�ENIE� ZAWISQ�EE OT WREMENI
I OT ODNOJ PROSTRANSTWENNOJ KOORDINATY� OTS�ITYWAEMOJ W NAPRAWLENII
RASPROSTRANENIQ� nAPRIMER� PLOSKAQ WOLNA� RASPROSTRANQ��AQSQ WDOLX OSI
x� UDOWLETWORQET URAWNENI� S DWUMQ NEZAWISIMYMI PEREMENNYMI

uxx � �

a�
utt � �

I IMEET WID

u�x� t� � f
�
t� x

a

�
�

w SLU�AE USTANOWIW�EGOSQ REVIMA� KOGDA ZAWISIMOSTX OT WREMENI OPREDELQ�
ETSQ MNOVITELEM ei�t� PLOSKAQ WOLNA IMEET WID

u�x� t� � Aei ��t�kx�� ���

GDE k � ��a 	 WOLNOWOE �ISLO� jAj 	 AMPLITUDA�

�� aNALITI�NOSTX FUNKCII w W OBLASTI T� SLEDUET IZ FORMULY �
� x �
DLQ KOMPLEKSNOGO ZNA�ENIQ � � ik I DLQ POWERHNOSTI #� CELIKOM LEVA�EJ
WNUTRI T��

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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pLOSKAQ WOLNA� RASPROSTRANQ��AQSQ W NAPRAWLENII l� GDE l �
� �lx� ly� lz� 	 EDINI�NYJ WEKTOR� MOVET BYTX ZAPISANA SLEDU��IM OBRAZOM�

u�x� y� z� t� � Aei ��t�k �xlx�yly�zlz�� � Aei ��t�klr�� ����

fUNKCII

v�x� � Ae�ikx� v�x� y� z� � Ae�iklr� ����

QWLQ��IESQ RE�ENIQMI WOLNOWOGO URAWNENIQ

�v � k�v � �� ����

OBY�NO TAKVE NAZYWA�TSQ P L O S KIMI W O LN AMI�
w MATEMATI�ESKOJ TEORII DIFRAKCII OBY�NO IZU�A�TSQ WOZMU�ENIQ

POLQ W ODNORODNOJ SREDE� SOZDAWAEMYE NALI�IEM WKL��ENIJ Ti� NARU�A��IH
ODNORODNOSTX SREDY� pUSTX �v�M� 	 POLE W ODNORODNOJ SREDE� SOZDAWAEMOE
ZADANNYMI ISTO�NIKAMI� KOTORYE MY S�ITAEM RASPOLOVENNYMI WNE OBLA�
STI Ti �i � �� � � � � n�� W �ASTNOSTI� �TO MOGUT BYTX DOSTATO�NO UDALENNYE
ISTO�NIKI� WYZYWA��IE POQWLENIE PLOSKIH WOLN�

�v�x� y� z� � Ae�iklr� ����

dEJSTWITELXNOE POLE v�� IME��EE MESTO W OBLASTI T� PRI NALI�II NEODNO�
RODNOSTEJ� MOVNO PREDSTAWITX W WIDE SUMMY

v��M� � w��M� � �v��M��

GDE �v��M� 	 �PADA��AQ WOLNA� w��M� 	 DIFRAGIROWANNAQ� ILI OTRAVEN�
NAQ� WOLNA� PREDSTAWLQ��AQ WOZMU�ENIE WNE�NEGO POLQ �v NEODNORODNOSTQMI
Ti�

bUDEM ISKATX W OBLASTI T� DIFRAGIROWANNOE POLE w��M�� A WNUTRI
Ti 	 �PRELOMLENNOE POLE vi� uSTANOWIM USLOWIQ� OPREDELQ��IE ISKOMYE
FUNKCII w� I vi �i � �� �� � � � � n��

A� FUNKCII w� I vi UDOWLETWORQ�T URAWNENIQM

�w� � k��w� � � W T�� ���

�vi � k�i vi � � W Ti �i � �� �� � � � � n��

B� NA GRANICAH RAZDELA #i OBLASTEJ Ti I T� WYPOLNQ�TSQ SLEDU��IE
USLOWIQ SOPRQVENIQ�

vi � w� � �v� NA #i� ����

GDE �v� 	 ZADANNAQ FUNKCIQ�
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W� OTRAVENNAQ WOLNA w��M� NA BESKONE�NOSTI WEDET SEBQ� KAK RASHODQ�
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�� rASSMOTRIM BOLEE PODROBNO DIFRAKCI� PLOSKOJ WOLNY NA SFERE���
pUSTX W NAPRAWLENII OSI z IZ BESKONE�NOSTI PADAET PLOSKAQ WOLNA

�v� � Ae�ikz ��
�

NA �AR RADIUSA R S CENTROM W NA�ALE KOORDINAT� i�EM OTRAVENNOE I PRE�
LOMLENNOE POLQ W WIDE RAZLOVENIQ PO SFERI�ESKIM FUNKCIQM� �v� I f � p� �
� ��v���r� WHODQ�IE W PRAWYE �ASTI USLOWIJ SOPRQVENIQ� RAZLOVIM PO SFE�
RI�ESKIM FUNKCIQM�

pOLOVIM z � r cos �� TOGDA MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ SLEDU��IM RAZLO�
VENIEM PLOSKOJ WOLNY PO SFERI�ESKIM FUNKCIQM�

e�ikr cos � �

�X
m��

��m � �� ��i�m �m�kr�Pm�cos ��� ����

GDE

�m�kr� �

q
�

�kr
Jm����

�kr�

�Jm����
�kr� 	 FUNKCIQ bESSELQ PERWOGO RODA �m � �����GO PORQDKA��

Pm�cos �� 	 POLINOM lEVANDRA m�GO PORQDKA� w SAMOM DELE� SLEWA STOIT
RE�ENIE WOLNOWOGO URAWNENIQ� ZAWISQ�EE TOLXKO OT z� wSQKOE RE�ENIE WOL�
NOWOGO URAWNENIQ MOVET BYTX PREDSTAWLENO KAK SUMMA PROIZWEDENIJ SFE�
RI�ESKIH FUNKCIJ NA �m�kr�� pOSKOLXKU W NA�EM SLU�AE LEWAQ �ASTX ����
OBLADAET ZONALXNOJ SIMMETRIEJ� TO

e�ikr cos � �

�X
m��

Cm�m�kr�Pm�cos ��� ����

GDE Cm 	 NEOPREDELENNYE POKA KO�FFICIENTY� pOLXZUQSX ORTOGONALXNO�
STX� POLINOMoW lEVANDRA I IH NORMOJ �SM� dOPOLNENIE II� �� II�� POLU�AEM

Cm�m��� �
�m � �

�

�Z
��

e�i��Pm��� d� ����

�� � kr� � � cos �� �

nAJDEM PERWYJ �LEN ASIMPTOTI�ESKOGO PREDSTAWLENIQ DLQ INTEGRALA�
STOQ�EGO W PRAWOJ �ASTI� SRAWNENIE EGO S PERWYM �LENOM ASIMPTOTI�ESKO�
GO RAZLOVENIQ FUNKCII �m��� POZWOLIT NAM OPREDELITX KO�FFICIENT Cm�

pROINTEGRIRUEM m RAZ PO �ASTQM� INTEGRIRUQ KAVDYJ RAZ e�i�� I DIFFE�
RENCIRUQ Pm���� w REZULXTATE POLU�IM RAZLOVENIE INTEGRALA PO STEPENQM

�� aNALOGI�NYE METODY �ASTO ISPOLXZU�TSQ W KWANTOWOJ MEHANIKE W ZA�
DA�AH O RASSEQNII �ASTIC�

���
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���� sOHRANQQ TOLXKO PERWYJ �LEN RAZLOVENIQ� BUDEM IMETX
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sRAWNIWAQ �TI WYRAVENIQ� NAHODIM IZ ����

Cm � ��m � �� ��i�m� ����

�TO I DOKAZYWAET FORMULU �����
iZ ��
� SLEDUET
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oTRAVENNOE I PRELOMLENNOE POLQ QWLQ�TSQ RE�ENIQMI WOLNOWOGO URAW�
NENIQ I� TAK VE KAK I PADA��EE POLE� OBLADA�T ZONALXNOJ SIMMETRIEJ�
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pEREJDEM TEPERX K OPREDELENI� KO�FFICIENTOW RAZLOVENIQ �m I m�
pOLXZUQSX USLOWIEM SOPRQVENIQ I SRAWNIWAQ KO�FFICIENTY PRI Pm�cos ���
POLU�AEM

�m�m�k�R�� m�m�k�R� � am � A ��m � �� ��i�m �m�k�R��

p�k��m�
�
m�k�R�� p�k�m�

�
m�k�R� � bm � Ak�p� ��m � �� ��i�m ��m�k�R��

OTKUDA

�m � A ��m � �� ��i�m p�k�
 
�m�k�R� ��m�k�R�� �m�k�R���m�k�R�

!
p�k��m�k�R� ��m�k�R�� p�k��

�
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m � A ��m � �� ��i�m p�k��m�k�R���m�k�R�� p�k��
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m�k�R��m�k�R�

p�k��m�k�R� ��m�k�R�� p�k���m�k�R� �m�k�R�
�

����
�� rASSMOTRIM W KA�ESTWE PRIMERA ZADA�U O RASSEQNII ZWUKA TWERDYM

SFERI�ESKIM PREPQTSTWIEM� pUSTX NA ABSOL�TNO TWERDU� I NEPODWIVNU�
SFERU RADIUSA R S CENTROM W NA�ALE KOORDINAT PADAET PLOSKAQ ZWUKOWAQ WOL�
NA� RASPROSTRANQ��AQSQ W NAPRAWLENII OSI z� zWUKOWOE DAWLENIE p�x� y� z� t��
KAK BYLO USTANOWLENO W GL� II� x �� UDOWLETWORQET URAWNENI� KOLEBANIJ

��p

�t�
� a� �p� a� � �

p�
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�

GDE a 	 SKOROSTX ZWUKA� � 	 POKAZATELX ADIABATY� p� I �� 	 DAWLENIE I
PLOTNOSTX SREDY W NEWOZMU�ENNOM SOSTOQNII�

dAWLENIE W PADA��EJ WOLNE DAETSQ FUNKCIEJ

�p� � Ae�i ��t�kz�
�
k �

�

a

�
�

GDE A 	 POSTOQNNAQ�
rASSMATRIWAQ USTANOWIW�IJSQ PROCESS

p�x� y� z� t� � p�x� y� z� e�i�t�
POLU�AEM DLQ p�x� y� z� WOLNOWOE URAWNENIE

�p � k�p � ��

nA POWERHNOSTI SFERY SR W SILU EE ABSOL�TNOJ TWERDOSTI DOLVNA RAW�
NQTXSQ NUL� NORMALXNAQ SOSTAWLQ��AQ SKOROSTI u� pROEKCIQ SKOROSTI NA
NAPRAWLENIE NORMALI n SWQZANA S DAWLENIEM SLEDU��IM URAWNENIEM�
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�
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pOLAGAQ p � �p� � w� GDE w�x� y� z� 	 DAWLENIE RASSEQNNOJ WOLNY� POLU�
�AEM DLQ OPREDELENIQ w SLEDU��IE USLOWIQ�

A� FUNKCIQ w�x� y� z� UDOWLETWORQET WOLNOWOMU URAWNENI�

�w � k�w � ��

B� NA POWERHNOSTI SFERY SR WYPOLNQETSQ GRANI�NOE USLOWIE

�w
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���
SR
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SR

�

W� RASSEQNNAQ WOLNA w WEDET SEBQ NA BESKONE�NOSTI KAK RASHODQ�AQSQ
SFERI�ESKAQ WOLNA� T� E� UDOWLETWORQET USLOWI� IZLU�ENIQ PRI r���
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nETRUDNO WIDETX� �TO �TA ZADA�A QWLQETSQ �ASTNYM SLU�AEM RASSMO�
TRENNOJ WY�E ZADA�I DIFRAKCII I SOOTWETSTWUET ZNA�ENI� PARAMETRA p� �
� ��

pOLAGAQ W FORMULE ���� p� � �� IZ ���� I ���� POLU�AEM
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eSLI DLINA WOLNY WELIKA PO SRAWNENI� S RAZMERAMI �ARA� T� E� k�R	
	 �� TO W FORMULE ���� MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ RAZLOVENIQMI FUNKCIJ
�m�kR� I �m�kR� W RQDY� KOTORYE SLEDU�T IZ RAZLOVENIJ FUNKCIJ
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OTKUDA SLEDUET

����kR� �� � kR

�
� ����kR� �� �

�
�

����kR� �� � i

�kR��
� ����kR� �� � �i

�kR��
�

pODSTAWLQQ W FORMULU ���� NAJDENNYE WYRAVENIQ DLQ ��m I ��m� NAHO�
DIM

� � i
A

�
�kR��� � � � A

�
�kR���

nETRUDNO WIDETX� �TO SLEDU��IE KO�FFICIENTY PROPORCIONALXNY �kR��
PO�TOMU PRI RASSEQNII DLINNYH WOLN �kR	 �� WOZMU�ENIE w PRIBLIVENNO
PREDSTAWLQETSQ DWUMQ PERWYMI �LENAMI RQDA �����

w �� ����kr� � ����kr� cos �

�P��cos �� � �� P��cos �� � cos �� �

�
����

nA BOLX�IH RASSTOQNIQH OT WOZMU�A��EJ SFERY �kr � �� W TAK NAZYWA�
EMOJ �DALXNEJ� ILI �WOLNOWOJ� ZONE DLQ FUNKCIJ ���kr� I ���kr� IMEEM
ASIMPTOTI�ESKIE PREDSTAWLENIQ

���kr� �� i

kr
e�ikr � ���kr� �� � �

kr
e�ikr � ����

KOTORYE WYTEKA�T IZ ASIMPTOTI�ESKIH PREDSTAWLENIJ FUNKCIJ hANKELQ�
pODSTAWIW W FORMULU ���� WYRAVENIQ ���� DLQ ���kr� I ���kr� I ZAMENIW

� I � IH PRIBLIVENNYMI ZNA�ENIQMI� POLU�IM

w �� � Ak�R�

�r

�
�� �

�
cos �

�
e�ikr� ����

oBRATIMSQ TEPERX K WY�ISLENI� INTENSIWNOSTI RASSEQNNOJ WOLNY� �TA
WELI�INA OPREDELQETSQ KAK SREDNEE ZNA�ENIE POTOKA �NERGII �WEKTORA uMO�
WA�� RAWNOGO PROIZWEDENI� IZBYTO�NOGO ZWUKOWOGO DAWLENIQ w NA SKOROSTX u�
PRI�EM POD w I u SLEDUET PONIMATX DEJSTWITELXNYE �ASTI SOOTWETSTWU��IH
WYRAVENIJ� w NA�EM SLU�AE

w � w� cos��t� kr��

u � u� cos��t� kr��

�
���

GDE w� I u� 	 SOOTWETSTWU��IE AMPLITUDY�
wY�ISLIM INTENSIWNOSTX ZWUKA I W WOLNOWOJ ZONE� SOHRANQQ PRI �TOM

GLAWNYE �LENY ASIMPTOTI�ESKIH RAZLOVENIJ�
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�

cos���t� kr� dt �
u�w�
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I FORMUL ��� NAHODIM

u� �
w�

a�
�

tAKIM OBRAZOM�

I �
w�
�

�a�
�

A�k
R�

��a�r�

�
�� �

�
cos �

��
�

oBOZNA�AQ MO�NOSTX� RASSEQNNU� SFEROJ W KONUS d�� �EREZ

��r�#��� sin � d��

BUDEM IMETX

#��� �
A�k
R�

��a�

�
�� �

�
cos �

��
�

pOLQRNAQ DIAGRAMMA INTENSIWNOSTI RASSEQNNOGO �AROM ZWUKA PRIWEDE�

rIS� ��

NA NA RIS� �� �MAS�TABY NE SOBL�DENY�� eSLI

cos � � �
�

�
� � � � 
 ������

TO W NAPRAWLENII � � � RASSEQNIE OTSUTSTWUET�

zada�i k glawe VII

�� nAJTI FUNKCI� WLIQNIQ STACIONARNOGO TO�E�NOGO ISTO�NIKA GAZA�
PREDPOLAGAQ� �TO GAZ RASPADAETSQ W PROCESSE DIFFUZII� rE�ITX ZADA�U DLQ
DIFFUZII W PROSTRANSTWE I NA PLOSKOSTI�

�� rE�ITX ZADA�U � W POLUPLOSKOSTI y � �� S�ITAQ� �TO PRI y � � KON�
CENTRACIQ RAWNA NUL��

� A� rE�ITX WNUTRENN�� I WNE�N�� ZADA�I DLQ URAWNENIQ

�u� ��u � ��



zada�i k glawe VII ���

ESLI NA SFERE r � r� ZADANO GRANI�NOE USLOWIE u jr�r� � A cos ��
w SLU�AE WNE�NEJ ZADA�I SFORMULIROWATX USLOWIQ NA BESKONE�NOSTI�

OBESPE�IWA��IE EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ�
rASSMOTRETX ANALOGI�NYE ZADA�I� PREDPOLAGAQ� �TO

u jr�r� � F ����

B� rE�ITX ANALOGI�NYE ZADA�I DLQ URAWNENIQ S DWUMQ NEZAWISIMYMI
PEREMENNYMI� KOGDA GRANI�NYE USLOWIQ ZADANY NA OKRUVNOSTI RADIUSA r�
I IME�T WID

u jr�r� � A cos�

I� SOOTWETSTWENNO�

u jr�r� � F ����

�� rE�ITX ZADA�I �A I B DLQ URAWNENIQ

�u � k�u � ��

w SLU�AE WNUTRENNEJ ZADA�I ISSLEDOWATX WOPROS O TOM� PRI KAKIH ZNA�ENIQH
r� SU�ESTWUET EDINSTWENNOE RE�ENIE �k S�ITATX ZADANNYM��

sFORMULIROWATX USLOWIQ� GARANTIRU��IE EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ
KAK DLQ DWUH� TAK I DLQ TREH NEZAWISIMYH PEREMENNYH�

�� nA GLUBINE h POD POWERHNOSTX� ZEMLI NAHODITSQ SREDA� W KOTOROJ S
POSTOQNNOJ PLOTNOSTX� RASPREDELENO RADIOAKTIWNOE WE�ESTWO� nAJTI KON�
CENTRACI� �MANACII� S�ITAQ� �TO KONCENTRACIQ EE NA POWERHNOSTI RAWNA
NUL��

�� nAJTI SOBSTWENNYE �ASTOTY MEMBRANY� IME��EJ FORMU KOLXCA� RA�
DIUSY KOTOROGO RAWNY a I b �a 	 b�� S�ITAQ� �TO v jr�a � � I v jr�b � ��
pOKAZATX� �TO PREDEL PERWOGO SOBSTWENNOGO ZNA�ENIQ PRI a� � RAWEN PER�
WOMU SOBSTWENNOMU ZNA�ENI� KRUGLOJ MEMBRANY RADIUSA b S ZAKREPLENNOJ
GRANICEJ�

�� nAJTI SOBSTWENNYE KOLEBANIQ I SOBSTWENNYE �ASTOTY DLQ �NDOWI�
BRATORA CILINDRI�ESKOJ FORMY� S�ITAQ EGO STENKI IDEALXNO PROWODQ�IMI�
rASSMOTRETX TU VE ZADA�U W AKUSTI�ESKOJ INTERPRETACII�

uKAZANIE� w SLU�AE �LEKTROMAGNITNYH KOLEBANIJ WWESTI POLQRIZACI�
ONNYJ POTENCIAL �SM� pRILOVENIE I K GL� VII��

�� oPREDELITX �LEKTROMAGNITNOE POLE TO�E�NOGO DIPOLQ W NEOGRANI�

�ENNOM PROSTRANSTWE� S�ITAQ� �TO WELI�INY POLQ PROPORCIONALXNY ei�t�
iSSLEDOWATX ASIMPTOTI�ESKOE POWEDENIE RE�ENIQ NA BOLX�IH RASSTOQNIQH
�W WOLNOWOJ ZONE�� rE�ITX TU VE ZADA�U DLQ DIPOLQ� NAHODQ�EGOSQ NAD IDE�
ALXNO PROWODQ�EJ POWERHNOSTX� �WERTIKALXNYJ DIPOLX��

uKAZANIE� wWESTI POLQRIZACIONNYJ POTENCIAL�
�� pOSTAWITX ZADA�U O RASPROSTRANENII �LEKTROMAGNITNYH WOLN WNU�

TRI BESKONE�NOGO CILINDRI�ESKOGO RADIOWOLNOWODA PROIZWOLXNOGO SE�ENIQ S
IDEALXNO PROWODQ�IMI STENKAMI� rASSMOTRETX WOLNU �LEKTRI�ESKOGO TIPA�
RASPROSTRANQ��U�SQ WDOLX KRUGLOGO CILINDRI�ESKOGO WOLNOWODA I IME��
�U� NAIBOLX�U� DLINU� nAJTI POLE� WY�ISLITX POTOK �NERGII �EREZ SE�E�
NIE� PERPENDIKULQRNOE K OSNOWANI� �SM� pRILOVENIE I K GL� VII��

��� rE�ITX NEODNORODNOE URAWNENIE

�u � k�u � �f
W NEOGRANI�ENNOJ CILINDRI�ESKOJ OBLASTI KRUGLOGO SE�ENIQ� NA POWERHNO�
STI KOTOROJ IME�T MESTO ODNORODNYE GRANI�NYE USLOWIQ ��GO ILI ��GO RODA�
I POSTROITX FUNKCI� ISTO�NIKA �SM� pRILOVENIE II K GL� VII��



��� priloveniq k glawe VII

��� pOSTROITX FUNKCI� ISTO�NIKA W SLU�AE PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I DLQ
URAWNENIQ

�u � k�u � �

A� W POLUPROSTRANSTWE z � ��
B� NA POLUPLOSKOSTI y � ��
W� WNUTRI SLOQ �l � z � l�
��� rE�ITX ZADA�U O DIFRAKCII PLOSKOJ �LEKTROMAGNITNOJ WOLNY NA

BESKONE�NOM IDEALXNO PROWODQ�EM CILINDRE� rE�ITX �TU VE ZADA�U W AKU�
STI�ESKOJ INTERPRETACII�

�� nAJTI SOBSTWENNYE �LEKTROMAGNITNYE KOLEBANIQ SFERI�ESKOGO �N�
DOWIBRATORA S IDEALXNO PROWODQ�IMI STENKAMI� rASSMOTRETX SLU�AI KOLE�
BANIJ TIPA TE I TM �SM� pRILOVENIE II K GL� VII��

��� nAJTI SOBSTWENNYE �LEKTROMAGNITNYE KOLEBANIQ �NDOWIBRATORA�
PREDSTAWLQ��EGO SOBOJ OBLASTX� ZAKL��ENNU� MEVDU DWUMQ KOAKSIALXNYMI
CILINDRI�ESKIMI POWERHNOSTQMI I DWUMQ PLOSKOSTQMI� PERPENDIKULQRNY�
MI K OSI CILINDROW�

uKAZANIE� dLQ POLQRIZACIONNOGO POTENCIALA (n�m WOSPOLXZOWATXSQ
FORMULOJ� ANALOGI�NOJ FORMULE ��� IZ pRILOVENIQ II K GL� VII�

priloveniq k glawe VII

I� wOLNY W CILINDRI�ESKIH TRUBAH

�� pRI KONSTRUIROWANII RAZLI�NOGO RODA RADIOUSTANOWOK PRIHO�
DITSQ RE�ATX WAVNU� ZADA�U O PEREDA�E �LEKTROMAGNITNOJ �NERGII OT
PEREDAT�IKA K PEREDA��EJ ANTENNE ILI� NAOBOROT� OT ANTENNY K PRI�
EMNIKU� wOPROSY TRANSLQCII �LEKTROMAGNITNOJ �NERGII WSTRE�A�TSQ
TAKVE W RQDE DRUGIH PRAKTI�ESKIH ZADA� SOWREMENNOJ RADIOTEHNIKI�

dO POSLEDNEGO WREMENI �TA ZADA�A UDOWLETWORITELXNO RE�ALASX S
POMO�X� DWUHPROWODNOJ LINII� PREDSTAWLQ��EJ SOBOJ DWA METALLI�
�ESKIH PROWODA� MEVDU KOTORYMI RASPROSTRANQETSQ �LEKTROMAGNITNAQ
WOLNA� nO OKAZYWAETSQ� �TO NARQDU S NEDOSTATKAMI� SWOJSTWENNYMI WO�
OB�E PEREDA��IM LINIQM� TAKAQ DWUHPROWODNAQ LINIQ IZLU�AET �LEK�
TROMAGNITNU� �NERGI�� PRI�EM �TO IZLU�ENIE UWELI�IWAETSQ S POWY�
�ENIEM �ASTOTY RADIOWOLN� pO�TOMU TAKOJ WID PEREDA��EJ LINII
STANOWITSQ MALOUDOBNYM W OBLASTI ULXTRAKOROTKIH RADIOWOLN�

w POSLEDNIE GODY W TEHNIKE ULXTRAKOROTKIH �SANTIMETROWYH I
DECIMETROWYH� RADIOWOLN DLQ PEREDA�I �NERGII PRIMENQ�TSQ SOWER�
�ENNO DRUGIE PEREDA��IE USTROJSTWA
 POLYE METALLI�ESKIE TRUBY
�R AD I O W OL N O W ODY�� WNUTRI KOTORYH PROISHODIT RASPROSTRANENIE
RADIOWOLN� tAKIE PEREDA��IE USTROJSTWA� OBLADAQ MALYMI POTERQMI�

QWLQ�TSQ O�ENX UDOBNYMI LINIQMI PEREDA����

�� w W E D E N S KIJ b� a�� aRE N B E R G a� g� rADIOWOLNOWODY� m�� l�� ����
�� I�



I� wolny w cilindri�eskih trubah ���

mATEMATI�ESKAQ TEORIQ RASPROSTRANENIQ RADIOWOLN PO TRUBAM
BYLA ZALOVENA E�E r�LEEM� IZU�AW�IM RASPROSTRANENIE AKUSTI�E�
SKIH WOLN W TRUBAH� iNTENSIWNOE RAZWITIE TEORIQ RADIOWOLNOWODOW
POLU�ILA W POSLEDNIE GODY� OSOBENNO W RABOTAH SOWETSKIH U�ENYH� w
NASTOQ�EE WREMQ SWOJSTWA KRUGLOGO� PRQMOUGOLXNOGO I DRUGIH TIPOW
WOLNOWODOW IZU�ENY DOSTATO�NO HORO�O�

rASSMOTRIM SNA�ALA SWOJSTWA RADIOWOLNOWODOW PROIZWOLXNOGO PO�
PERE�NOGO SE�ENIQ� A ZATEM PROILL�STRIRUEM IH RQDOM KONKRETNYH
PRIMEROW� iTAK� RASSMOTRIM CILINDRI�ESKU� TRUBU� NEOGRANI�ENNO
PROSTIRA��U�SQ WDOLX OSI z� bUDEM PREDPOLAGATX STENKI TRUBY IDE�
ALXNO PROWODQ�IMI� oBOZNA�IM � 
 POWERHNOSTX� S 
 POPERE�NOE
SE�ENIE TRUBY I C 
 KONTUR� OGRANI�IWA��IJ �TO SE�ENIE� pREDPO�
LOVIM� �TO	 �� HARAKTERISTIKI SREDY� ZAPOLNQ��EJ TAKOJ WOLNOWOD� �
I � RAWNY �� � � �� �� WNUTRI WOLNOWODA OTSUTSTWU�T ISTO�NIKI POLQ�

�� POLQ PERIODI�ESKI MENQ�TSQ PO ZAKONU e�i�t�
uRAWNENIQ mAKSWELLA W �TOM SLU�AE PRINIMA�T WID

rotH � �ikE�

rotE � ikH�

divH � ��

divE � �

�������������������
�
k �

�

c

�
� ���

pOSKOLXKU STENKI WOLNOWODA QWLQ�TSQ IDEALXNO PROWODQ�IMI�
TANGENCIALXNAQ KOMPONENTA Et NA STENKE WOLNOWODA RAWNA NUL�	

Et j	 � �� ���

pOKAVEM� �TO WNUTRI WOLNOWODA MOGUT RASPROSTRANQTXSQ BEGU�IE
�LEKTROMAGNITNYE WOLNY� bUDEM ISKATX RE�ENIE URAWNENIJ ��� W WIDE

E � graddiv�� k���

H � �ik rot��

�
���

GDE � 
 POLQRIZACIONNYJ POTENCIAL� rASSMOTRIM SLU�AJ� KOGDA WEK�
TOR � IMEET LI�X ODNU KOMPONENTU� NAPRAWLENNU� WDOLX OSI z �Hz �
� ��� w �TOM SLU�AE URAWNENIQ ��� POSLE PODSTANOWKI W NIH WYRAVENIJ
��� DADUT

�)� k�) � �� ILI ��)�
�)

z�
� k�) � � ���

�� � )iz��

uSLOWIE ��� BUDET WYPOLNENO� ESLI POTREBOWATX� �TOBY

) j	 � �� ���
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i�EM RE�ENIE W WIDE

)�M� z� � ��M� f�z�� ���

GDEM 
 TO�KA� LEVA�AQ W POPERE�NOM SE�ENII S� pODSTAWLQQ ��� W ����
PRIHODIM K WYWODU� �TO ��M� QWLQETSQ SOBSTWENNOJ FUNKCIEJ ZADA�I
O KOLEBANIQH MEMBRANY� ZAKREPLENNOJ PO KONTURU� T� E�

��� � �� � � WNUTRI S�

� jC � ��

�
���

zDESX �� �
�

x�
�

�

y�

 DWUMERNYJ OPERATOR lAPLASA�

oBOZNA�IM �EREZ f�ng I f�ng SISTEMU SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ I
SOBSTWENNYH FUNKCIJ �TOJ ZADA�I� 	ASTNOE RE�ENIE ZADA�I ��� IMEET
WID

)n�M� z� � �n�M� fn�z��

GDE FUNKCIQ fn�z� OPREDELQETSQ IZ URAWNENIQ

f ��n � �k� � �n� fn � �� ���

oB�EE RE�ENIE URAWNENIQ ��� DAETSQ FORMULOJ

fn�z� � Ane
i
nz � Bne

�i
nz
�
�n �

p
k� � �n

�
� ���

nETRUDNO WIDETX� �TO PERWYJ �LEN W FORMULE ��� SOOTWETSTWUET
WOLNE� BEGU�EJ W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII OSI z� WTOROJ VE �LEN

WOLNE� BEGU�EJ W OBRATNOM NAPRAWLENII�

rASSMATRIWAQ LI�X WOLNU� BEGU�U� W ODNOM NAPRAWLENII� POLO�
VIM

fn�z� � Ane
i
nz�

TOGDA POLU�IM RE�ENIE W WIDE

)n�M� z� � An�n�M� ei
nz� ����

GDE An 
 POSTOQNNAQ� OPREDELQEMAQ IZ USLOWIJ WOZBUVDENIQ POLEJ�
pODSTAWLQQ WYRAVENIE ���� W FORMULY ��� I WOSSTANAWLIWAQ MNO�

VITELX e�i�t� NAHODIM SOSTAWLQ��IE POLQ W WIDE

Fn�M� ei �
nz��t�� ����

GDE Fn 
 FUNKCIQ� WYRAVA��AQSQ �EREZ SOBSTWENNU� FUNKCI� MEM�
BRANY �n�M� ILI EE PROIZWODNYE�

eSLI k� 
 �n� TO �n WE�ESTWENNO I WYRAVENIE ���� PREDSTAWLQ�
ET SOBOJ BEGU�U� WOLNU� RASPROSTRANQ��U�SQ WDOLX OSI z S FAZOWOJ
SKOROSTX�

v �
�p

k� � �n
�

cp
�� �n�k�


 c�
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gRUPPOWAQ SKOROSTX WOLNY� O�EWIDNO� RAWNA

u �
c�

v
� c

p
�� �n�k� � c�

T� E� W PUSTOM WOLNOWODE IMEET MESTO DISPERSIQ�
eSLI k� � �n� TO �n � i�n ��n 
 �� I WMESTO WYRAVENIQ ���� PO�

LU�AEM ZATUHA��U� WOLNU

Fn�M� e�i�t��nz� ����

RASPROSTRANQ��U�SQ WDOLX OSI z W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII�
tAK KAK SOBSTWENNYE �ASTOTY �n MEMBRANY NEOGRANI�ENNO WOZ�

RASTA�T S UWELI�ENIEM NOMERA n� TO� KAKOWA BY NI BYLA �ASTOTA ��
NA�INAQ S NEKOTOROGO NOMERA n � N BUDEM IMETX

k� � �n�

sLEDOWATELXNO� W WOLNOWODE MOVET RASPROSTRANQTXSQ LI�X KONE�NOE
�ISLO BEGU�IH WOLN� eSLI k� � ��� TO W WOLNOWODE NE MOVET SU�ESTWO�
WATX NI ODNOJ BEGU�EJ WOLNY�

dLQ TOGO �TOBY W WOLNOWODE ZADANNOJ FORMY I RAZMEROW MOGLA
RASPROSTRANQTXSQ HOTQ BY ODNA BEGU�AQ WOLNA� DOLVNO� O�EWIDNO� WY�
POLNQTXSQ USLOWIE

�� � k�� ILI * �
��p
��

�

GDE * 
 DLINA WOLNY� RASPROSTRANQ��EJSQ W TRUBE�
dLQ WOLNOWODA PRQMOUGOLXNOGO SE�ENIQ SO STORONAMI a I b IMEEM

�n � �mn � ��
�
m�

a�
�
n�

b�

� �
m � �� �� � � �
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�
� ����

I� SLEDOWATELXNO� BEGU�AQ WOLNA MOVET SU�ESTWOWATX LI�X PRI USLO�
WII

k 
 �

r
�

a�
�

�

b�
� ILI * � �

'r
�

a�
�

�

b�
� ����

rE�ENIQMI URAWNENIJmAKSWELLA MOGUT BYTX TAKVE POLQ S RAWNOJ
NUL� z�SOSTAWLQ��EJ �LEKTRI�ESKOGO POLQ

Ez � �� ����

wWODQ WEKTOR !� � !)iz I POLAGAQ

!E � ik rot !�� !H � graddiv !�� k� !� ����

� !Ez � ���
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UBEVDAEMSQ� �TO FUNKCIQ !)�M� z� DOLVNA OPREDELQTXSQ IZ URAWNENIQ

�!) � k� !) � �� ILI ��
!) �

� !)

z�
� k� !) � �� ����

I GRANI�NOGO USLOWIQ

 !)

�
� � NA �� ����

pOWTORQQ PRIWEDENNYE WY�E RASSUVDENIQ� NAJDEM RE�ENIQ �TOJ
ZADA�I	

!)n � !An
!�n�M� ei�
nz

�
!�n �

q
k� � !�n

�
� ����

KOTORYM SOOTWETSTWU�T RE�ENIQ URAWNENIQ mAKSWELLA WIDA

!Fn�M� ei ��
nz��t��

zDESX !�n�M� I !�n OZNA�A�T SOBSTWENNYE FUNKCII I SOBSTWENNYE �A�
STOTY MEMBRANY S SO SWOBODNOJ GRANICEJ	

��
!�n � !�n !�n � � W S�

 !�n
�

� � NA C�

tAKIM OBRAZOM� W WOLNOWODE MOGUT SU�ESTWOWATX �LEKTROMAGNIT�

NYE POLQ DWUH TIPOW	 fE�Hg I f!E� !Hg� OPREDELQEMYE PO FORMULAM ���
I ����� pRINQTA SLEDU��AQ TERMINOLOGIQ	 GOWORQT OB �LEKTRI�ESKIH
WOLNAH �ILI WOLNAH TIPA TM �� ESLI Hz � �� ILI O MAGNITNYH WOL�
NAH �TIPA TE �� ESLI Ez � �� mY UBEDILISX� �TO W WOLNOWODE MOGUT

SU�ESTWOWATX WOLNY TE I TM� mOVNO POKAZATX��� �TO L�BOE POLE W
WOLNOWODE PREDSTAWIMO W WIDE SUMMY POLEJ TE I TM� oTS�DA SLEDUET�
�TO PROIZWOLXNOE POLE W WOLNOWODE MOVNO OPREDELITX� ESLI IZWESTNY

DWE SKALQRNYE FUNKCII	 )�M� z� I !)�M� z��
�� nAJDEM WELI�INU �NERGII� UNOSIMOJ BEGU�EJ WOLNOJ� NAPRIMER�

TIPA TM�
dLQ �TOGO WY�ISLIM WELI�INU POTOKA WEKTORA uMOWA
 pOJNTIN�

GA �EREZ SE�ENIE S	

Wz �
c

��

Z Z
S

�EH��z dS� ����

GDE H� 
 WEKTOR� KOMPLEKSNO SOPRQVENNYJ WEKTORU H� S 
 PERPEN�
DIKULQRNOE SE�ENIE WOLNOWODA�

�� tIHO N O W a� n�� sAMA R S KIJ a� a� k TEORII WOZBUVDENIQ RADIO�
WOLNOWODOW �� wESTN� mOSK� UN�TA� ���� � 
� s� ��%���



I� wolny w cilindri�eskih trubah ���

wWEDEM PRQMOUGOLXNU� SISTEMU KOORDINAT x� y� z� tOGDA

Wz �
c

��

Z Z
S

�ExH
�
y �EyH

�
x� dx dy� ����

wYRAZIM SOSTAWLQ��IE POLQ �EREZ POLQRIZACIONNYJ POTENCIAL ) PO
FORMULAM

Ex �
�)

x z
� Ey �

�)

y z
�

H�
x � ik

)�

y
� H�

y � �ik )
�

x

I PODSTAWIM IH ZNA�ENIQ W RAWENSTWO ����	
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��
ik

Z Z
S

�
�)

x z

)�

x
�

�)

y z

)�

y

�
dx dy� ����

fUNKCIQ ) I SOPRQVENNAQ EJ FUNKCIQ )� SOGLASNO ���� PREDSTAWIMY
W WIDE

)�M� z� � An�n�M� ei
nz�

)��M� z� � A�n�n�M� e�i
nz�

GDE �n 
 SOBSTWENNAQ FUNKCIQ ZAKREPLENNOJ MEMBRANY ��n jC � ���
oTS�DA SLEDUET� �TO WMESTO ���� MOVNO NAPISATX

Wz �
ck

��
�n jAnj�

Z Z
S

	�
�n
x

��

�

�
�n
y

��


dx dy �

�
ck

��
�n jAnj�

Z Z
S

�r�n�� dS�

pRIMENQQ PERWU� FORMULU gRINAZ Z
S

�r�n�� dS � �
Z Z
S

�n���n dS �

Z
C

�n
�n
�

dS � �n

Z Z
S

��
n dS � �n�

POLU�AEM WYRAVENIE DLQ POTOKA �NERGII BEGU�EJ WOLNY NOMERA n	

Wz �
ck

��
jAnj� �n�n� ����

eSLI ODNOWREMENNO RASPROSTRANQETSQ NESKOLXKO WOLN� TOWz BUDET RAW�
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pEREJDEM TEPERX K ZADA�E O WOZBUVDENII �LEKTROMAGNITNYH POLEJ

W WOLNOWODE ZADANNYMI TOKAMI���
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tAKIM OBRAZOM� ZADA�A OPREDELENIQ POLQ W WOLNOWODE POLNOSTX�
SWEDENA K POSTROENI� FUNKCII ISTO�NIKA )� PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I
DLQ URAWNENIQ �u� k�u � � WNUTRI BESKONE�NOGO CILINDRA�
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�ASTNOSTI� WOZDUHOM�� w �NDOWIBRATORAH MOGUT SU�ESTWOWATX STACI�
ONARNYE �LEKTROMAGNITNYE POLQ �STOQ�IE WOLNY�� NAZYWAEMYE SOB�
STWENNYMI �LEKTROMAGNITNYMI KOLEBANIQMI�

w RADIOTEHNIKE ULXTRAKOROTKIH WOLN PRIMENQ�TSQ �NDOWIBRATO�
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KOLEBANIJ �NDOWIBRATOROW PROIZWOLXNOJ FORMY �REZWY�AJNO SLOVNA�
ODNAKO DLQ �NDOWIBRATOROW PROSTEJ�EJ FORMY RE�ENIE POLU�AETSQ W
QWNOM WIDE� tAK KAK STENKI IZGOTOWLQ�TSQ IZ HORO�O PROWODQ�EGO ME�
TALLA� TO PRI RAS�ETE SOBSTWENNYH KOLEBANIJ OBY�NO PREDPOLAGA�T
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WATX TOLXKO TAKIE KOLEBANIQ� SOBSTWENNYE ILI REZONANSNYE �ASTOTY
KOTORYH RAWNY
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 NORMIROWANNYE K EDINICE FUNKCII� rE�ENIE OPREDELENO S TO�NO�
STX� DO AMPLITUDNOGO MNOVITELQAn�m� KOTORYJ NAHODITSQ IZ USLOWIJ
WOZBUVDENIQ KOLEBANIJ DANNOGO TIPA�

eSLI SOBSTWENNYE FUNKCII MEMBRANY �n�M� IZWESTNY� TO PO FOR�
MULAM ���� I ��� MOVNO WY�ISLITX KOMPONENTY POLQ�

eSLI POPERE�NOE SE�ENIE S �NDOWIBRATORA PREDSTAWLQET SOBOJ PRQ�
MOUGOLXNIK SO STORONAMI a I b� TO BUDEM IMETX
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w �TOM SLU�AE NAIMENX�EJ SOBSTWENNOJ �ASTOTE
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SOOTWETSTWUET MAKSIMALXNO DOPUSTIMAQ DLINA WOLNY
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RAWNA DIAGONALI KWADRATA� POLU�A��EGOSQ W PERPENDIKULQRNOM SE�E�
NII� sLEDOWATELXNO� W TAKOM �NDOWIBRATORE WOZMOVNY LI�X SOBSTWEN�
NYE KOLEBANIQ S �ASTOTOJ

� � ������

ILI DLINOJ WOLNY

* � *��

sOWER�ENNO ANALOGI�NO NAHODQTSQ SOBSTWENNYE KOLEBANIQ MAG�
NITNOGO TIPA �Ez � ��� w �TOM SLU�AE POLAGAEM
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dLQ OPREDELENIQ !)�M� z� POLU�AEM URAWNENIE ���� S GRANI�NYMI USLO�
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RE�AQ KOTORYE NAHODIM
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w �TOM SLU�AE POD !�n�M� SLEDUET PONIMATX SOBSTWENNYE FUNKCII MEM�

BRANY S PRI GRANI�NOM USLOWII  !��� � � NA C�
�� �LEKTROMAGNITNAQ �NERGIQ SOBSTWENNYH KOLEBANIJ�

wY�ISLIM �NERGI� �LEKTRI�ESKOGO I MAGNITNOGO POLEJ W STOQ�EJ WOL�
NE W CILINDRI�ESKOM �NDOWIBRATORE�
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dLQ PROSTOTY OGRANI�IMSQ SLU�AEM WOLNY �LEKTRI�ESKOGO TIPA�
u�ITYWAQ W FORMULAH ��� ZAWISIMOSTX E I H OT WREMENI PO ZAKONU

e�i�t I BERQ TOLXKO DEJSTWITELXNU� �ASTX� POLU�AEM
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dLQ WY�ISLENIQ �NERGII �LEKTRI�ESKOGO I MAGNITNOGO POLEJ WOSPOLX�
ZUEMSQ IZWESTNYMI FORMULAMI	
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GDE INTEGRIROWANIE PROIZWODITSQ PO OB�EMU T �NDOWIBRATORA�
pODSTAWLQQ W FORMULU ���� WYRAVENIQ ���� I POLXZUQSX FORMULOJ
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pROIZWEDQ NESLOVNYE WY�ISLENIQ� POLU�IM
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EM NORMIROWKI	Z Z
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 OPERATOR �NABLA� W PLOSKOSTI S� �� 
 DWUMERNYJ OPERATOR
lAPLASA� w REZULXTATE POLU�AEM WYRAVENIE DLQ �NERGII �LEKTRI�E�
SKOGO POLQ
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pOLNAQ �NERGIQ �LEKTROMAGNITNOGO POLQ� O�EWIDNO� NE MENQETSQ WO WRE�
MENI	
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iZ FORMUL ���� I ���� WIDNO� �TO W STOQ�EJ WOLNE PROISHODIT WZA�
IMNOE PREWRA�ENIE �LEKTRI�ESKOJ �NERGII W MAGNITNU� I OBRATNO�
PRI�EM SREDNQQ ZA PERIOD �NERGIQ �LEKTRI�ESKOGO POLQ

�E�L �
�

�

A�ck�
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� �
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�
E ����

RAWNA SREDNEJ �NERGII MAGNITNOGO POLQ

�EM �
�

�

A�ck�
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� �

�

�
E � ����

�� wOZBUVDENIE KOLEBANIJ W �NDOWIBRATORE� dLQ WOZBUVDE�
NIQ POLQ W �NDOWIBRATORE WNE�NIM ISTO�NIKOM NADO WWESTI �EREZ �ELX
W EGO OBOLO�KE �LEMENT SWQZI� tAKIM �LEMENTOM SWQZI MOVET BYTX LI�
BO WITOK� LIBO STERVENX� DEJSTWU��IJ KAK MALENXKAQ ANTENNA� dLQ
TOGO �TOBY �LEMENT SWQZI NE WOZMU�AL POLQ W �NDOWIBRATORE� NEOBHO�
DIMO� �TOBY EGO RAZMERY BYLI MNOGO MENX�E DLINY WOLNY� wOZMOVNY
I DRUGIE SPOSOBY WOZBUVDENIQ �NDOWIBRATORA� NAPRIMER PU�KOM �LEK�
TRONOW� PRONIZYWA��IM POLOSTX �NDOWIBRATORA ��EREZ OTWERSTIQ W EGO
STENKAH��

rE�ENIE ZADA�I O WOZBUVDENII �NDOWIBRATORA ANTENNOJ� POME�EN�
NOJ WNUTRX� ILI� W PREDELXNOM SLU�AE� �LEMENTARNYM DIPOLEM TREBUET
U�ETA KONE�NOJ PROWODIMOSTI STENOK� INA�E USTANOWIW�IJSQ PROCESS
NEWOZMOVEN� u�ET KONE�NOJ PROWODIMOSTI STENOK MOVET BYTX PROIZ�
WEDEN S POMO�X� US L O W I J l E ON TO WI � A�

mY RASSMOTRIM ZDESX ZADA�U O WOZBUVDENII SFERI�ESKOGO �NDO�

WIBRATORA DIPOLEM� DOPUSKA��U� PROSTOE ANALITI�ESKOE RE�ENIE���
pUSTX W CENTRE SFERY RADIUSA r� POME�EN DIPOLX� KOLEBL��IJSQ S
�ASTOTOJ � I AMPLITUDOJ � I NAPRAWLENNYJ WDOLX OSI z� tREBUETSQ
NAJTI POLE WNUTRI SFERY� U�ITYWAQ KONE�NU� PROWODIMOSTX STENOK�

w �TOM SLU�AE POLQ E I H MOVNO WYRAZITX �EREZ FUNKCI� U 	
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oSTALXNYE KOMPONENTY E�� Hr� H� RAWNY NUL��
tAK KAK DIPOLX NAPRAWLEN PO OSI z �� � ��� TO POLQ� O�EWIDNO� NE

DOLVNY ZAWISETX OT UGLA ��

�� sM�� rYT O W s� m� wOZBUVDENIE POLOGO SFERI�ESKOGO REZONATORA RASPO�
LOVENNYM W EGO CENTRE DIPOLEM �� dan sssr� ���� t� ��� � �� s� ��
%����
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fUNKCIQ U UDOWLETWORQET URAWNENI�
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 �FFEKTIWNAQ GLUBINA SKIN�SLOQ�
iZ SOOTNO�ENIJ ���� I ���� WYTEKAET GRANI�NOE USLOWIE DLQ FUNK�
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rE�ENIEM URAWNENIQ ����� IME��IM OSOBENNOSTX ����� O�EWIDNO�
QWLQETSQ FUNKCIQ

U � �k�
r

�

��

h
H

���
	��

��� � CJ	�����
i
P��cos ���

GDE P��cos �� 
 POLINOM lEVANDRA ��GO PORQDKA�H
���
	��


 FUNKCIQ hAN�

KELQ ��GO RODA� J	�� 
 FUNKCIQ bESSELQ�

P��cos �� � cos ��

H
���
	��

��� �

r
�

��
ei�

�
�

i�
� �

�
� J	����� �

r
�

��

�
sin �

�
� cos �

�
�

pOSTOQNNAQ C OPREDELQETSQ IZ GRANI�NOGO USLOWIQ ����	

C � �ei��
�� �

���
� i

��
� a

�
�

i��
� �

�
i

�
cos ��
��

�

�
�� �

���

�
sin �� � ia

�
sin ��
��

� cos ��

�� �



��� priloveniq k glawe VII

pOLU�ENNOE RE�ENIE MOVNO ISPOLXZOWATX DLQ OPREDELENIQ WELI�INY
POTERX W STENKAH� mO�NOSTX� POGLO�AEMAQ W STENKAH�

Q �
��d

���

�Z
�

jH�j� ����� sin � d�

WY�ISLQETSQ NEPOSREDSTWENNO I RAWNA
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jB � iaAj� �
GDE

A �
sin ��
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� cos ��� B �
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�
sin ���

eSLI DIPOLX RASPOLOVEN NE W CENTRE SFERY� TO RAS�ET POLEJ SILXNO
USLOVNQETSQ� ODNAKO RE�ENIE MOVET BYTX POLU�ENO W WIDE RQDOW�

III� sKIN��FFEKT

pEREMENNYJ TOK W OTLI�IE OT POSTOQNNOGO NE RASPREDELQETSQ RAW�
NOMERNO PO SE�ENI� PROWODNIKA� A IMEET B#OLX�U� PLOTNOSTX U EGO
POWERHNOSTI� �TO QWLENIE NAZYWA�T S KI N � �FF E KTOM �OT ANGL�
skin 
 KOVA����

rASSMOTRIM DLQ PROSTOTY BESKONE�NYJ ODNORODNYJ CILINDRI�E�
SKIJ PROWOD �� � const� � � const�� PO KOTOROMU TE�ET PEREMENNYJ TOK�

bUDEM PREDPOLAGATX� �TO POLNYJ TOK I � I�e
i�t� PROTEKA��IJ �EREZ

SE�ENIE PROWODA� IZWESTEN�
pRENEBREGAQ TOKAMI SME�ENIQ PO SRAWNENI� S TOKOM PROWODIMOS�

TI�� I S�ITAQ PROCESS USTANOWIW�IMSQ� T� E� ZAWISQ�IM OT WREMENI PO
ZAKONU ei�t� POLU�IM POSLE SOKRA�ENIQ NA MNOVITELX ei�t URAWNENIQ
mAKSWELLA W WIDE
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rotE � �ik�H�
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�� t AMM i� e� oSNOWY TEORII �LEKTRI�ESTWA� m�� ��
��
�� oTMETIM� �TO WNUTRI PROWODNIKOW� W �ASTNOSTI WNUTRI METALLOW� PLOT�

NOSTX TOKOW SME�ENIQ NI�TOVNO MALA PO SRAWNENI� S PLOTNOSTX� TOKOW PRO�
WODIMOSTI� jSM 	 j � �E� w NA�EM SLU�AE POSLEDNEE USLOWIE �KWIWALENTNO
TREBOWANI� �� 	 �� wWIDU TOGO �TO DLQ TWERDYH METALLOW PROWODIMOSTX
� 
 ���� ABS� ED�� TOKAMI SME�ENIQ MOVNO PRENEBRE�X DLQ WSEH �ASTOT� UPO�
TREBLQEMYH W TEHNIKE�
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GDE k � ��c� uRAWNENIQ ��� I ��� W DANNOM SLU�AE� O�EWIDNO� SLEDU�T
IZ URAWNENIJ ��� I ����

wWEDEM CILINDRI�ESKU� SISTEMU KOORDINAT �r� z� �� TAK� �TOBY
OSX z SOWPADALA S OSX� PROWODA� tOGDA W SILU OSEWOJ SIMMETRII TOKA
WSE WELI�INY MOVNO S�ITATX ZAWISQ�IMI TOLXKO OT PEREMENNOJ r�

tAK KAK W NA�EM SLU�AE WEKTOR E NAPRAWLEN WDOLX OSI z� TO IZ
URAWNENIJ ��� I ��� BUDEM IMETX
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PRI GRANI�NOM USLOWII
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IV� rasprostranenie radiowoln nad powerhnostx
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T� E� PRI NEBOLX�OJ �ASTOTE TOK RASPREDELQETSQ PO SE�ENI� PRIBLI�
ZITELXNO RAWNOMERNO �SKIN��FFEKT OTSUTSTWUET��

rASSMOTRIM TEPERX WTOROJ SLU�AJ	 �� � ��� � ��
� tAK KAK ZNA�ENIE
� WELIKO� TO DLQ RAS�ETA UDOBNEE ISHODITX NE IZ RAZLOVENIJ FUNKCIJ
ber I bei W RQDY� A IZ ASIMPTOTI�ESKIH FORMUL
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�TOT REZULXTAT SWIDETELXSTWUET O �REZWY�AJNO BYSTROM UMENX�ENII
PLOTNOSTI TOKA PO MERE UGLUBLENIQ WNUTRX PROWODNIKA PRI WYSOKIH
�ASTOTAH� oTMETIM W ZAKL��ENIE� �TO SKIN��FFEKTOM �IROKO POLXZU�
�TSQ NA PRAKTIKE DLQ ZAKALKI METALLOW�

IV� rASPROSTRANENIE RADIOWOLN NAD POWERHNOSTX	 ZEMLI

pROBLEMY� SWQZANNYE S RASPROSTRANENIEM RADIOWOLN KAK W SWO�
BODNOM PROSTRANSTWE� TAK I PRI NALI�II POWERHNOSTEJ RAZDELA� IME�

rIS� �

�T OGROMNOE TEORETI�ESKOE I PRAKTI�ESKOE
ZNA�ENIE� �TIM WOPROSAM POSWQ�ENO �REZWY�
�AJNO BOLX�OE KOLI�ESTWO RABOT SOWETSKIH I
INOSTRANNYH AWTOROW�

mY RASSMOTRIM ZADA�U O WLIQNII ZEMLI
NA RASPROSTRANENIE RADIOWOLN� IZLU�AEMYH
WERTIKALXNYM DIPOLEM� pRI �TOM ZEML� BU�

DEM S�ITATX PLOSKOJ���
pUSTX NAD POWERHNOSTX� ZEMLI NA RAS�

STOQNII h W TO�KE P� NAHODITSQ DIPOLX� IZ�
LU�A��IJ PERIODI�ESKIE KOLEBANIQ �ASTOTY
��pRIMEM PLOSKOSTX ZEMLI ZA PLOSKOSTX z � �
I NAPRAWIM OSX z PO OSI DIPOLQ �RIS� ���� pOLOVIM� �TO W ATMOSFE�
RE �z 
 �� �� � �� � �� �� � �� pREDPOLOVIM DALEE� �TO ZEMLQ �z � ��
HARAKTERIZUETSQ DI�LEKTRI�ESKOJ POSTOQNNOJ �� PROWODIMOSTX� �� A
MAGNITNAQ PRONICAEMOSTX � MOVET BYTX PRINQTA RAWNOJ EDINICE� � I
� BUDEM S�ITATX POSTOQNNYMI�

�� �TA ZADA�A BYLA WPERWYE RE�ENA zOMMERFELXDOM W ���� G� pERWONA�
�ALXNOE RE�ENIE SODERVALO O�IBKU� KOTORAQ BYLA ISPRAWLENA w� a� fOKOM�

�
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nA�A ZADA�A ZAKL��AETSQ W OTYSKANII NAPRQVENNOSTI POLQ�
SOZDAWAEMOGO DIPOLEM� pROCESS RASPROSTRANENIQ �LEKTROMAGNITNYH
WOLN OPISYWAETSQ URAWNENIEM mAKSWELLA�

kAK BYLO POKAZANO W pRILOVENII II K GL� V� RE�ENIE URAWNENIJ
mAKSWELLA MOVET BYTX SWEDENO K RE�ENI� WOLNOWOGO URAWNENIQ DLQ

POLQRIZACIONNOGO POTENCIALA ���	
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IV� rasprostranenie radiowoln nad powerhnostx
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	TOBY POLU�ITX GRANI�NYE USLOWIQ PRI z � �� WOSPOLXZUEMSQ
USLOWIEM NEPRERYWNOSTI TANGENCIALXNYH SOSTAWLQ��IH NAPRQVENNO�
STEJ POLEJ� �TI USLOWIQ� KAK POKAZYWA�T FORMULY ��� I ���� BUDUT
WYPOLNENY� ESLI POLOVITX
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bUDEM ISKATX RE�ENIE URAWNENIQ ��� PRI GRANI�NYH USLOWIQH ��� W
WIDE SUPERPOZICII �ASTNYH RE�ENIJ WIDA
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ZNAK U � DOLVEN BYTX WYBRAN TAKIM OBRAZOM� �TOBY OBESPE�IWALASX
SHODIMOSTX INTEGRALA ���� oSTA��AQSQ POKA NE OPREDELENNOJ FUNKCIQ
F ��� PREDSTAWLQET SOBOJ AMPLITUDNYJ MNOVITELX OTDELXNYH KOLEBA�
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 POTENCIAL POLQ PERWI�NOGO WOZBUVDENIQ� SOZDAWAEMOGO SAMIM DIPO�
LEM� A )WTOR 
 POTENCIAL POLQ WTORI�NOGO WOZBUVDENIQ� SOZDAWAEMOGO
WOZNIKA��IMI W ZEMLE TOKAMI�
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pODSTAWLQQ WYRAVENIQ ���� W FORMULY ���� I ����� POLU�IM SLEDU�
��IE WYRAVENIQ DLQ POLQRIZACIONNOGO POTENCIALA POLQ WERTIKALX�
NOGO DIPOLQ	
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�TOT VE REZULXTAT LEGKO POLU�ITX NEPOSREDSTWENNO� RE�AQ ZADA�U ME�
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�� dIP OL X W OD N O R OD N OJ S R E D E� w �TOM SLU�AE k� � kZ� n �
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NYMI DLQ ISSLEDOWANIQ I PRAKTI�ESKOGO PRIMENENIQ� pODYNTEGRALX�
NYE WYRAVENIQ IME�T TO�KI WETWLENIQ I POL�SY� zOMMERFELXDOM BYL
PREDLOVEN METOD PRIBLIVENNOGO WY�ISLENIQ �TIH INTEGRALOW PUTEM
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DEFORMACII KONTURA INTEGRIROWANIQ��� pRI �TOM IM BYLA POLU�ENA
SLEDU��AQ PRIBLIVENNAQ FORMULA DLQ POLQ WBLIZI POWERHNOSTI ZEM�
LI	
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fORMULA ���� SOWPADAET S FORMULAMI� POLU�ENNYMI SOWER�ENNO INYM
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�� fRA NK f�� mIZ E S r� dIFFERENCIALXNYE I INTEGRALXNYE URAWNENIQ
MATEMATI�ESKOJ FIZIKI� m�� l�� ���
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dopolnenie I

metod kone�nyh raznostej��

xxxxxxxxx �� oSNOWNYE PONQTIQ

mY POZNAKOMILISX S ANALITI�ESKIMI METODAMI RE�ENIQ URAWNE�
NIJ S �ASTNYMI PROIZWODNYMI� oDNAKO QWNOE PREDSTAWLENIE RE�ENIQ
W WIDE RQDA ILI INTEGRALA NE WSEGDA WOZMOVNO�

rASSMOTRIM� NAPRIMER� URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI

c�x� t�
u

t
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u

x
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mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH PRIMENIM TOLXKO W SLU�AE c�x� t� �
� c��x� c��t�� k�x� t� � k��x� k��t�� oDNAKO �ASTO WSTRE�A�TSQ ZADA�I�
KOGDA KO�FFICIENTY TEPLOEMKOSTI I TEPLOPROWODNOSTI NEPREDSTAWI�
MY W TAKOM WIDE ILI DAVE ZAWISQT OT TEMPERATURY �KWAZILINEJ�
NOE URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI�� pREDSTAWLENIE RE�ENIJ NELINEJ�
NYH URAWNENIJ W ANALITI�ESKOJ FORME WOZMOVNO W ISKL��ITELXNYH
SLU�AQH�

uNIWERSALXNYMI METODAMI PRIBLIVENNOGO RE�ENIQ DIFFEREN�
CIALXNYH URAWNENIJ� PRIMENIMYMI DLQ �IROKOGO KLASSA URAWNENIJ
MATEMATI�ESKOJ FIZIKI� QWLQ�TSQ �ISLENNYE METODY� SREDI KOTORYH
WYDELIM METOD KONE�NYH RAZNOSTEJ �ILI METOD SETOK��

mETOD KONE�NYH RAZNOSTEJ SOSTOIT W SLEDU��EM� oBLASTX NEPRE�
RYWNOGO IZMENENIQ ARGUMENTOW �NAPRIMER� x I t� ZAMENQETSQ KONE�NYM
�DISKRETNYM� MNOVESTWOM TO�EK �UZLOW�� NAZYWAEMYM SETKOJ� WMESTO
FUNKCIJ NEPRERYWNOGO ARGUMENTA RASSMATRIWA�TSQ FUNKCII DISKRET�
NOGO ARGUMENTA� OPREDELENNYE W UZLAH SETKI I NAZYWAEMYE SETO�NYMI
FUNKCIQMI� pROIZWODNYE� WHODQ�IE W DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE�
ZAMENQ�TSQ �APPROKSIMIRU�TSQ� PRI POMO�I SOOTWETSTWU��IH RAZ�
NOSTNYH OTNO�ENIJ� DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE PRI �TOM ZAMENQ�
ETSQ SISTEMOJ ALGEBRAI�ESKIH URAWNENIJ �RAZNOSTNYMI URAWNENIQMI��

�� sM�� sAMA R S KI J a� a� tEORIQ RAZNOSTNYH SHEM� m�� ����� tAM VE
DAN SPISOK LITERATURY�
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HA�ALXNYE I KRAEWYE USLOWIQ TOVE ZAMENQ�TSQ RAZNOSTNYMI NA�ALX�
NYMI I KRAEWYMI USLOWIQMI DLQ SETO�NOJ FUNKCII�

eSTESTWENNO TREBOWATX� �TOBY POLU�ENNAQ TAKIM OBRAZOM RAZ�
NOSTNAQ KRAEWAQ ZADA�A BYLA RAZRE�IMA I EE RE�ENIE PRI UWELI�E�
NII �ISLA N UZLOW SETKI PRIBLIVALOSX �SHODILOSX� K RE�ENI� ISHOD�
NOJ ZADA�I DLQ DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ� HIVE PONQTIQ APPROK�
SIMACII� SHODIMOSTI� TO�NOSTI I USTOJ�IWOSTI ILL�STRIRU�TSQ NA
PROSTEJ�IH PRIMERAH�

�� sETKI I SETO�NYE FUNKCII� rASSMOTRIM PROSTEJ�IE PRI�
MERY SETOK�

pUSTX OBLASTX IZMENENIQ ARGUMENTA x ESTX OTREZOK � � x � l� rA�
ZOBXEM �TOT OTREZOK TO�KAMI xi � ih �i � �� �� �� � � � � N � h 
 �� NA N
RAWNYH �ASTEJ DLINY h � l�N KAVDAQ� mNOVESTWO TO�EK xi � ih� i �
� �� �� �� � � � � N � NAZYWAETSQ RAZNOSTNOJ SETKOJ NA OTREZKE � � x � l I
OBOZNA�AETSQ ��h � fxi � ih� i � �� �� � � � � Ng� A �ISLO h 
 RASSTOQNIE
MEVDU TO�KAMI �UZLAMI� SETKI ��h 
 NAZYWAETSQ �AGOM SETKI�

oTREZOK ��� l� MOVNO RAZBITX NA N �ASTEJ� WWEDQ PROIZWOLXNYE
TO�KI � � x� � x� � � � � � xN�� � l� tOGDA POLU�IM SETKU ��h � fxi� i �
� �� �� � � � � N � x� � �� xN � lg S �AGOM hi � xi � xi��� KOTORYJ ZAWISIT
OT NOMERA i UZLA xi� eSLI hi �� hi�� HOTQ BY DLQ ODNOGO NOMERA i� TO SET�
KA ��h � ���h NAZYWAETSQ NERAWNOMERNOJ� eSLI hi � const � h � l�N DLQ
WSEH i � �� �� � � � � N � TO MY POLU�AEM POSTROENNU� WY�E RAWNOMERNU�
SETKU�

fUNKCI� yi � y�xi� DISKRETNOGO ARGUMENTA xi� i � �� �� � � � � N � NA�
ZYWA�T SETO�NOJ FUNKCIEJ� OPREDELENNOJ NA SETKE ��h�

wSQKOJ NEPRERYWNOJ FUNKCII f�x� MOVNO POSTAWITX W SOOTWET�
STWIE SETO�NU� FUNKCI� fhi � POLAGAQ� NAPRIMER� f

h
i � f�xi�� wPRO�EM�

W NEKOTORYH SLU�AQH UDOBNEE USTANAWLIWATX �TO SOOTWETSTWIE DRUGIMI
SPOSOBAMI�

pUSTX OBLASTX IZMENENIQ ARGUMENTOW �x� t� ESTX PRQMOUGOLXNIK
�d � �� � x � �� � � t � T �� pOSTROIM NA OTREZKE � � x � � SETKU ��h �
� fxi � ih� i � �� �� � � � � Ng S �AGOM h � ��N I NA OTREZKE � � t � T
SETKU ��� � ftj � j� � j � �� �� � � � � N�g S �AGOM � � T�N�� mNOVESTWO
UZLOW �xi� tj� S KOORDINATAMI xi � ih I tj � j� NAZOWEM SETKOJ W PRQ�
MOUGOLXNIKE �d I OBOZNA�IM ��h� � f�xi � ih� tj � j��� i � �� �� � � � � N �
j � �� �� � � � � N�g� �TA SETKA RAWNOMERNA PO KAVDOMU IZ PEREMENNYH
x I t� eSLI HOTQ BY ODNA IZ SETOK ��h ILI ��� NERAWNOMERNA� TO SET�
KA ��h� NAZYWAETSQ NERAWNOMERNOJ� sETKA ��h� � O�EWIDNO� SOSTOIT IZ
TO�EK PERESE�ENIQ PRQMYH x � xi� i � �� �� � � � � N � I PRQMYH t � tj �
j � �� �� � � � � N��

pUSTX y 
 SETO�NAQ FUNKCIQ� ZADANNAQ NA ��h� � bUDEM OBOZNA�ATX
yji � y�xi� tj� ZNA�ENIE SETO�NOJ FUNKCII y W UZLE �xi� tj� SETKI ��h� �

HEPRERYWNOJ FUNKCII u�x� t�� GDE �x� t� 
 TO�KA IZ �d� BUDEM STA�

WITX W SOOTWETSTWIE SETO�NU� FUNKCI� uji � uji�h�� � u�xi� tj��
wOZMOVNY I DRUGIE SPOSOBY TAKOGO SOOTWETSTWIQ� NA KOTORYH MY

ZDESX NE OSTANAWLIWAEMSQ�



x �� osnownye ponqtiq ���

�� aPPROKSIMACIQ PROSTEJ�IH DIFFERENCIALXNYH OPERA�
TOROW� oPERATORLh� PREOBRAZU��IJ SETO�NU� FUNKCI� y W SETO�NU�
FUNKCI� Y � Lhy� NAZYWA�T SETO�NYM ILI RAZNOSTNYM OPERATOROM�
dIFFERENCIALXNYJ OPERATOR L� ZADANNYJ W KLASSE FUNKCIJ NEPRE�
RYWNOGO ARGUMENTA� MOVET BYTX PRIBLIVENNO ZAMENEN �APPROKSIMI�
ROWAN� RAZNOSTNYM OPERATOROM Lh� ZADANNYM NA SETO�NYH FUNKCIQH�
dLQ �TOGO KAVDAQ IZ PROIZWODNYH ZAMENQETSQ RAZNOSTNYM OTNO�ENI�
EM �OTS�DA I NAZWANIE �RAZNOSTNYJ OPERATOR��� SODERVA�IM ZNA�ENIQ
SETO�NOJ FUNKCII W NESKOLXKIH UZLAH SETKI� pOSMOTRIM� KAK �TO DELA�
ETSQ DLQ PERWYH I WTORYH PROIZWODNYH FUNKCII ODNOGO PEREMENNOGO�

pUSTX ��h � fxi � ihg 
 SETKA S �AGOM h NA OTREZKE � � x � ��
rASSMOTRIM PERWU� PROIZWODNU� Lv � v� FUNKCII v�x�� zAMENITX EE
RAZNOSTNYM WYRAVENIEM MOVNO BES�ISLENNYM MNOVESTWOM SPOSOBOW�
pROSTEJ�IMI QWLQ�TSQ ZAMENY

Lv � vi � vi��
h

� L�h vi


 LEWAQ RAZNOSTNAQ PROIZWODNAQ� ILI LEWOE RAZNOSTNOE OTNO�ENIE�

Lv � vi�� � vi
h

� L�
h vi


 PRAWAQ RAZNOSTNAQ PROIZWODNAQ�

L�
hvi �

vi�� � vi��
�h


 CENTRALXNAQ RAZNOSTNAQ PROIZWODNAQ� zDESX vi � v�xi�� ZNAK � OZNA�
�AET SOOTWETSTWIE ILI APPROKSIMACI�� pRI ZAMENE Lv � v� RAZNOST�
NYM WYRAVENIEM L�h vi DOPUSKAETSQ POGRE�NOSTX L�h vi � �Lv�i � �hi �
NAZYWAEMAQ POGRE�NOSTX� APPROKSIMACII OPERATORA L RAZNOSTNYM
OPERATOROM Lh� eSTESTWENNO TREBOWATX� �TOBY PRI STREMLENII h K
NUL� �TA POGRE�NOSTX STREMILASX K NUL�� dLQ OCENKI �hi NADO PRED�
POLOVITX� �TO v�x� 
 GLADKAQ FUNKCIQ� bUDEM GOWORITX� �TO v�x� PRI�

NADLEVIT KLASSU �PROSTRANSTWU� C�m���� �� �v�x� � C�m���� ��� FUNKCIJ�
ZADANNYH NA OTREZKE � � x � �� ESLI v�x� IMEET m NEPRERYWNYH NA

OTREZKE � � x � � PROIZWODNYH� pRI m � � POLU�AEM KLASS C������ ��
NEPRERYWNYH PRI � � x � � FUNKCIJ�

pUSTX v�x� � C�m���� ��� GDE m � �� rAZLOVIM v�x� W RQD tEJLORA
W OKRESTNOSTI TO�KI x � xi	

vi�� � vi � hv�i �O�h��

I WY�ISLIM �hi � L�h vi � v�i � O�h�� �hi � L�
h vi � v�i � O�h��

bUDEM GOWORITX� �TO RAZNOSTNYJ OPERATOR Lh	 �� APPROKSIMI�
RUET DIFFERENCIALXNYJ OPERATOR L NA SETKE ��h� ESLI WYRAVENIE
max
��h

j�hi j � max
��h

jLhvi � �Lv�ij �GDE v�x� 
 DOSTATO�NO GLADKAQ FUNK�

CIQ� STREMITSQ K NUL� PRI h 	 �� �� APPROKSIMIRUET L S PORQDKOM
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n 
 �� ESLI max
��h

j�hi j � O�hn� �ILI max
��h

j�hi j �Mhn� GDE M 
 POLOVI�

TELXNAQ POSTOQNNAQ� NE ZAWISQ�AQ OT h��

oBRA�AQSX K FORMULAM DLQ L�h � WIDIM� �TO L
�
h vi I L�

h vi APPROK�

SIMIRU�T Lv � v� S ��M PORQDKOM PRI v � C�m�� GDE m � �� uWELI�ENIE
m NE MENQET PORQDKA APPROKSIMACII�

wYRAVENIE DLQ L�h vi SODERVIT ZNA�ENIQ v W DWUH UZLAH x � xi I

x � xi�� SETKI� gOWORQT� �TO OPERATOR L�h QWLQETSQ DWUHTO�E�NYM� ILI
OPERATOROM ��GO PORQDKA�

mNOVESTWO UZLOW� ZNA�ENIQ SETO�NOJ FUNKCII W KOTORYH WHODQT
W WYRAVENIE Lhvi� NAZYWA�T �ABLONOM OPERATORA Lh W TO�KE xi� o�E�
WIDNO� �TO �ABLON OPERATORA L�h SOSTOIT IZ DWUH UZLOW
 xi I xi��� A
�ABLON L�

h 
 IZ UZLOW xi I xi���
wOZXMEM� NAPRIMER� TREHTO�E�NYJ OPERATOR� OPREDELENNYJ NA �A�

BLONE xi��� xi� xi��	

L
���
h vi � �L�

h vi � ��� ��L�h vi �
�vi�� � ��� ��� vi � ��� �� vi��

h
� ���

GDE � 
 PROIZWOLXNOE �ISLO� w �ASTNOSTI� PRI � � ��� POLU�AEM CEN�

TRALXNU� RAZNOSTNU� PROIZWODNU� L�
hvi �

vi�� � vi��
�h

� KOTORAQ� KAK

NETRUDNO POKAZATX� PRI v�x� � C������ �� APPROKSIMIRUET v��x� SO ��M
PORQDKOM�

w DALXNEJ�EM BUDEM POLXZOWATXSQ OBOZNA�ENIQMI

v�x�i �
vi � vi��

h
� vx�i �

vi�� � vi
h

�

v�
x�i

�
vi�� � vi��

�h
�

�

�
�v�x�i � vx�i��

���

w TEH SLU�AQH� KOGDA NOMER i UZLA NE IMEET ZNA�ENIQ� BUDEM EGO OPUS�
KATX I PISATX v�x� vx� v�

x
�

rASSMOTRIM TEPERX WTORU� PROIZWODNU� Lv � v��� HA DWUHTO�E��
NOM �ABLONE� O�EWIDNO� EE APPROKSIMIROWATX NELXZQ� wYBEREM TREH�
TO�E�NYJ �ABLON� SOSTOQ�IJ IZ UZLOW xi��� xi� xi��� I RASSMOTRIM
RAZNOSTNYJ OPERATOR

Lhvi � v�xx�i �
�

h
�vx�i � v�x�i� �

vi�� � �vi � vi��
h�

� ���

eSLI v � C�m���� ��� m � �� TO MOVNO NAPISATX

vi�� � vi � hv�i �
h�

�
v��i �

h�

�
v���i �

h


��
v
�IV�
i � o�h
�� ���

oTS�DA SLEDUET �INDEKS i OPUSKAEM�� �TO

v�xx � v�� �
h�

��
v�IV� � o�h��� ���
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T� E� v�xx APPROKSIMIRUET v
�� SO ��M PORQDKOM�

dLQ APPROKSIMACII �ETWERTOJ PROIZWODNOJLv � v�IV� WYBEREM PQ�
TITO�E�NYJ �ABLON� SOSTOQ�IJ IZ UZLOW xi � kh �k � �� ��� ���� I
POLOVIM

Lhvi � v�xx�xx�i �
vi�� � �vi�� � �vi � �vi�� � vi��

h

� ���

w �TOM SLU�AE v�xx�xx� v�IV� � O�h�� DLQ v�x� � C���� HA PQTITO�E��
NOM �ABLONE �xi � kh�� k � �� ��� ��� MOVNO DOBITXSQ APPROKSIMACII
O�h
� DLQ v��� ESLI v � C���� w SAMOM DELE� IZ ��� I ��� SLEDUET� �TO
OPERATOR

Lhv � v�xx � h�

��
v�xx�xx � v�� �O�h
� ���

IMEET ��J PORQDOK APPROKSIMACII�
HA PRAKTIKE APPROKSIMACIQ PROIZWODNYH NA MNOGOTO�E�NYH �A�

BLONAH ISPOLXZUETSQ REDKO� TAK KAK PRI UWELI�ENII �ABLONA OBY�NO
UWELI�IWAETSQ OB�EM WY�ISLITELXNOJ RABOTY I UHUD�A�TSQ KA�ESTWA
POLU�A��IHSQ RAZNOSTNYH OPERATOROW �W SMYSLE USTOJ�IWOSTI��

e�E RAZ OTMETIM� �TO PORQDOK APPROKSIMACII RAZNOSTNOGO OPERA�
TORA Lh ZAWISIT OT PORQDKAm DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCII v�x��mY
WEZDE FAKTI�ESKI GOWORILI O MAKSIMALXNOM PORQDKE APPROKSIMACII�

KOTORYJ NE MENQETSQ PRI UWELI�ENII NOMERA m KLASSA C�m�� S�ITAQ�

�TO v�x� 
 L�BAQ FUNKCIQ IZ C�m�� o�EWIDNO� �TO PRI SPECIALXNOM
WYBORE v�x� PORQDOK APPROKSIMACII MOVET POWYSITXSQ� eSLI� NAPRI�

MER� v�x� � u�x� ESTX RE�ENIE URAWNENIQ u�� � x� TO u�IV� � � I u�xx � u���
T� E� v�xx APPROKSIMIRUET v

�� TO�NO PRI v � u�
rASSMOTRIM BOLEE SLOVNYJ OPERATOR

Lu �
u

t
� �u

x�
� ���

GDE u � u�x� t� 
 FUNKCIQ DWUH ARGUMENTOW x I t� MENQ��IHSQ W OBLA�

STI �d � �� � x � �� � � t � T �� wWEDEM SETKU

��h� � f�xi � ih� tj � j��� i � �� �� � � � � N� j � �� �� � � � � N�g
S �AGAMI h � ��N I � � T�N��

pROIZWEDEM ZAMENU�
u

t

�j��

i

� uj��
i � uji

�
� uj��

�t�i �

�
�u

x�

�j

i

� uji�� � �uji � uji��

h�
� uj�xx�i�

w REZULXTATE POLU�IM RAZNOSTNYJ OPERATOR

Lh�u
j��
i �

uj��
i � uji

�
� uji�� � �uji � uji��

h�
� ����



��� dopolnenie I� metod kone�nyh raznostej

KOTORYJ MOVNO ZAPISATX W WIDE Lh�u � u�t � +u�xx� GDE +u � uji � u � uj��
i �

�TOT OPERATOR OPREDELEN NA �ABLONE� SOSTOQ�EM IZ �ETYREH TO�EK	
�xi� tj���� �xi� tj�� �xi��� tj�� �xi��� tj� �RIS� ��� W�� oPERATOR Lh� OPRE�
DELEN NE WO WSEH UZLAH ��h� � A TOLXKO PRI � � i � N I j 
 �� T� E� W
TEH UZLAH� W KOTORYH �ABLON SOSTOIT TOLXKO IZ UZLOW SETKI ��h� � uZ�
LY �xi� tj�� � � i � N� j 
 �� NAZOWEM WNUTRENNIMI I OBOZNA�IM �h� �
� f�xi� tj�� � � i � N � � � j � N�g MNOVESTWO WSEH WNUTRENNIH UZLOW�
tAKIM OBRAZOM� OPERATOR Lh� OPREDELEN NA �h� � T� E� WO WNUTRENNIH
UZLAH� w OSTALXNYH UZLAH� NAZYWAEMYH GRANI�NYMI� DOLVNY BYTX ZA�

rIS� ��

DANY KRAEWYE I NA�ALXNYE USLOWIQ� oPERATOR Lh� IMEET ��J PORQDOK
APPROKSIMACII PO � I ��J PO h	

max
�h�

jLh�uji � �Lu�ji j � O�h� � ��� ����

TAK KAK u�xx � u�� �O�h��� u�t � +�u�O��� �+�u � �u�t�j�� zDESX �TRIHI
OZNA�A�T DIFFERENCIROWANIE PO x� TO�KA
 DIFFERENCIROWANIE PO t�

rASSMOTRIM OPERATOR

Lh�u
j��
i �

uj��
i � uji

�
� uj��

i�� � �uj��
i � uj��

i��

h�
� ILI Lh�u � u�t � u�xx�

����
OPREDELENNYJ NA �ETYREHTO�E�NOM �ABLONE �xi��� tj���� �xi� tj����
�xi��� tj���� �xi� tj� �RIS� ��� B�� oN APPROKSIMIRUET Lu S TEM VE PO�
RQDKOM� �TO I OPERATOR �����

w x � BUDET RASSMOTRENO ODNOPARAMETRI�ESKOE SEMEJSTWO RAZNOST�
NYH OPERATOROW� APPROKSIMIRU��IH OPERATOR ���� �TO SEMEJSTWO SO�
DERVIT OPERATORY ���� I �����

dO SIH POR MY OCENIWALI WELI�INU POGRE�NOSTI APPROKSIMACII

� � Lhv �Lv DLQ OPERATORA Lh �ILI Lh� � KAK max
�h

j�j� T� E� PO NORME��

�� kAVDOJ SETO�NOJ FUNKCII y STAWITSQ W SOOTWETSTWIE NEKOTOROE NEOT�
RICATELXNOE �ISLO kyk� NAZYWAEMOE NORMOJ I PREDSTAWLQ��EE SOBOJ ANALOG
RASSTOQNIQ OT NA�ALA KOORDINAT W OBY�NOJ GEOMETRII� nORMA UDOWLETWORQET
TREBOWANIQM� �� kyk � � TOLXKO PRI y�x� � �� �� kcyk � jcj � kyk� c � const� ��
ky � zk � kyk� kzk �NERAWENSTWO TREUGOLXNIKA� �SM�� kANTO RO W I � l� w��
aKILO W g� p� fUNKCIONALXNYJ ANALIZ W NORMIROWANNYH PROSTRANSTWAH�
m�� �����



x �� osnownye ponqtiq ���

��W NORME��

k�k� � max
x
�h

j��x�j� ����

dLQ OCENKI WELI�INY SETO�NOJ FUNKCII � MOVNO ISPOLXZOWATX I
DRUGIE NORMY� NAPRIMER

k�k� �

N��X
i��

h��
i

����

� k�k� �
N��X
i��

h j�ij I T� D� ����

pUSTX k�k 
 NEKOTORAQ NORMA DLQ FUNKCIJ �� ZADANNYH NA SETKE
�h� w DALXNEJ�EM BUDEM GOWORITX� �TO RAZNOSTNYJ OPERATOR Lh	 ��
APPROKSIMIRUET DIFFERENCIALXNYJ OPERATOR L PO NORME k � k� ESLI
k�k � kLhv � Lvk 	 � PRI h 	 �� �� APPROKSIMIRUET L S PORQDKOM
n 
 � �Lh IMEET n�J PORQDOK APPROKSIMACII�� ESLI k�k � O�hn�� ILI
k�k �Mhn� GDE M � const 
 � NE ZAWISIT OT h�

eSLI v 
 DOSTATO�NO GLADKAQ FUNKCIQ� A ��h 
 RAWNOMERNAQ SETKA�
TO WSE RASSMOTRENNYE WY�E RAZNOSTNYE OPERATORY IME�T ODIN I TOT
VE PORQDOK APPROKSIMACII W L�BOJ IZ NORM ����� �����

iNA�E OBSTOIT DELO W SLU�AE NERAWNOMERNOJ SETKI�
pUSTX ��h � fxi� i � �� �� � � � � N � x� � �� xN � �g
 NERAWNOMERNAQ

SETKA S �AGAMI hi � xi � xi��� i � �� �� � � � � N � NA OTREZKE � � x � ��
rASSMOTRIM OPERATOR Lv � v��� eMU POSTAWIM W SOOTWETSTWIE RAZNOST�
NYJ OPERATOR

Lhvi �
�

�hi

�
vi�� � vi
hi��

� vi � vi��
hi

�
� ����

GDE �hi � �hi � hi������ OPREDELENNYJ NA TREHTO�E�NOM �ABLONE
�xi��� xi� xi����

wY�ISLIM POGRE�NOSTX APPROKSIMACII �i � Lhvi � Lvi� pREDPO�

LAGAQ� �TO v�x� � C�
���� �� I POLXZUQSX RAZLOVENIQMI

vi�� � vi � hi��v
�
i �

h�i��

�
v��i �

�

�
h�i��v

���
i �O�h
i����

vi�� � vi � hiv
�
i �

�

�
h�i v

��
i �

�

�
h�i v

���
i �O�h
i ��

NAHODIM

�i �
hi�� � hi

�
v���i �O�h�i � h�i����

oTS�DA WIDNO� �TO k�ks � O�h��� h� � maxhi� GDE k � ks PRI s �
� �� �� � 
 L�BAQ IZ NORM ����� ����� oTS�DA SLEDUET� �TO Lh IMEET
��J PORQDOK APPROKSIMACII W NORMAH k � k�� k � k�� k � k��
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pOKAVEM� �TO PRI NADLEVA�EM WYBORE NORMY� A IMENNO

k�k� �
��N��X
i��

hi


iX

k��

�hk�k

��
�����

�

OPERATOR ���� IMEET W �TOJ NORME ��J PORQDOK APPROKSIMACII	

k�k� � kLhv � Lvk� � O�h����

tAK KAK v���i � v���i�� � O�hi���� TO �hi�� � hi� v
���
i �

h�i�� � h�i
hi � hi��

v���i �

�
�

��hi
�h�i��v

���
i�� � h�i v

���
i � �O�h�i��� I PO�TOMU �i PREDSTAWITSQ W WIDE

�i �
�
�i � ��i � ��i � O�h�i � h�i����

�
�i �

�

�hi
��i�� � �i�� �i �

�

�
h�i v

���
i � O�h�i ��

wY�ISLQQ
Pi

k�� �hk
�
�k �

Pi
k�� ��k�� � �k� � �i�� � �� I U�ITYWAQ�

�TO j�j � O�h���� POLU�AEM k
�
�k� � O�h��� I� SLEDOWATELXNO�

k�k� � k
�
�k� � k��k� �Mh���

GDE M � const 
 � NE ZAWISIT OT SETKI� T� E� ���� IMEET ��J PORQDOK
APPROKSIMACII W NORME k � k� NA L�BOJ NERAWNOMERNOJ SETKE ��h� �TOT
REZULXTAT SOHRANQET SILU I DLQ NORM

k�k�� �

��N��X
i��

hi


N��X
k�i

�hk�k

��
�����

� k�k�� �

N��X
i��

hi

�����
iX

k��

�hk�k

����� �
oTMETIM� �TO k�k� � k�ks� s � �� �� ��

w DALXNEJ�EM BUDEM POLXZOWATXSQ OBOZNA�ENIQMI

v�x�i �
vi � vi��

hi
� vx�i �

vi�� � vi
hi��

� v�x�i �
vi�� � vi

�hi
�

v�x�x�i �
�

�hi
�vx�i � v�x�i� �

�

�hi

�
vi�� � vi
hi��

� vi � vi��
hi

�
�

����

eSLI SETKA �h NERAWNOMERNA� TO PRI APPROKSIMACII OPERATORA ��� IS�
POLXZUETSQ OPERATOR ����� TAK �TO WMESTO ���� I ���� BUDEM IMETX RAZ�
NOSTNYE OPERATORY Lh�u � u�t � +u�x�x� Lh�u � u�t � u�x�x� w �TOM SLU�AE
WMESTO ���� POLU�IM OCENKU

max
��

kLh�u� Luk� � O�h�� � ��� ����

GDE MAKSIMUM BERETSQ PO j � �� �� � � � � N��
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sETKA ��� TAKVE MOVET BYTX NERAWNOMERNOJ S �AGOM �j � tj �

� tj��� j � �� �� � � � � N�� pRI �TOM

�
u

t

�j��

� uj�� � uj

�j��
�

�
u

t

�j��

�

�O��j���� TOGDA W ���� � � max
��j�N�

�j �

�� rAZNOSTNAQ ZADA�A� dO SIH POR MY ZANIMALISX APPROKSI�
MACIEJ PROSTEJ�IH DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW RAZNOSTNYMI OPE�
RATORAMI� oBY�NO TREBUETSQ RE�ITX DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE
Lu � �f S NEKOTORYMI DOPOLNITELXNYMI �NA�ALXNYMI� KRAEWYMI�
USLOWIQMI� pO�TOMU KROME POSTROENIQ RAZNOSTNOGO OPERATORA NUV�
NO APPROKSIMIROWATX NA SETKE PRAWU� �ASTX I DOPOLNITELXNYE USLO�
WIQ� POSLE �EGO MOVNO POSTAWITX RAZNOSTNU� ZADA�U� T� E� NAPISATX
RAZNOSTNYE �ALGEBRAI�ESKIE� URAWNENIQ I DOPOLNITELXNYE USLOWIQ NA
SETKE� pOLU�A��U�SQ TAKIM OBRAZOM SISTEMU RAZNOSTNYH URAWNENIJ
I DOPOLNITELXNYH USLOWIJ NAZYWA�T R A Z N O STN O J S H EM OJ�

rASSMOTRIM NESKOLXKO PRIMEROW POSTANOWKI RAZNOSTNOJ ZADA�I�
pRIM E R �� zADA�E kO�I DLQ URAWNENIQ ��GO PORQDKA

u��x� � f�x�� x 
 �� u��� � u�� ����

NA RAWNOMERNOJ SETKE SOOTWETSTWUET RAZNOSTNAQ KRAEWAQ ZADA�A

yi�� � yi � h�i� y� � u� ��i � f
�h�
i � f�xi���

POLU�AEMAQ PRI ZAMENE OPERATORA u� RAZNOSTNYM OPERATOROM
Lhu � u�x�

pRIM E R �� kRAEWOJ ZADA�E DLQ URAWNENIQ ��GO PORQDKA

u�� � �f�x�� � � x � �� u��� � ��� u��� � ��� ����

NA RAWNOMERNOJ SETKE SOOTWETSTWUET KRAEWAQ ZADA�A

yi�� � �yi � yi�� � �h��i� y� � ��� yN � �� ��i � f�xi���

POLU�AEMAQ PRI ZAMENE OPERATORA u�� RAZNOSTNYM OPERATOROM u�xx�
pRIM E R �� kRAEWOJ ZADA�E DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI

u

t
�

�u

x�
� f�x� t�� � � x � �� � � t � T�

u�x� �� � u��x�� � � x � ��

u��� t� � ���t�� u��� t� � ���t�� � � t � T�

����

����

����

NA RAWNOMERNOJ SETKE ��h� � fxi � ih� tj � j� �i � �� �� � � � � N � j �
� �� �� � � � � N��g SOOTWETSTWUET RAZNOSTNAQ KRAEWAQ ZADA�A
yj��
i � yji � � �yji�� � �yji � yji��� � ��j��

i � � � i � N� j � ��
� �

�

h�
� �j��

i � f�xi� tj�
�
� y�i � u��xi��

����

yj� � ���tj�� yjN � ���tj�� ����

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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POLU�AEMAQ PRI ZAMENE OPERATORA TEPLOPROWODNOSTI RAZNOSTNYM OPE�

RATOROM ����� oPREDELIM yj��
i 	

yj��
i � ��� ��� yji � � �yji�� � yji��� � ��j��

i � ����

eSLI yji IZWESTNO� TO PO �TOJ FORMULE MOVNO OPREDELITX y
j��
i WO

WSEH UZLAH i � �� �� � � � � N � � �NA SLOE j � ��� tAK KAK PRI j � � ZADANO
NA�ALXNOE USLOWIE y�i � u�xi�� TO FORMULA ���� POZWOLQET OPREDELITX

OT SLOQ K SLO� ZNA�ENIQ yj��
i WO WSEH UZLAH SETKI �h� � ISPOLXZUQ PRI

�TOM KRAEWYE USLOWIQ ����� sHEMA ���� NAZYWAETSQ QWNOJ�
pUSTX Lh� OPREDELQETSQ FORMULOJ ����� tOGDA URAWNENIE PRINI�

MAET WID

y�t � y�xx �� ILI
yj��
i � yji

�
�
yj��
i�� � �yj��

i � yj��
i��

h�
��j��

i � ����

dLQ OPREDELENIQ yj��
i NA NOWOM SLOE j � � POLU�AEM SISTEMU ALGEBRA�

I�ESKIH URAWNENIJ

�yj��
i�� � �� � ��� yj��

i � �yj��
i�� � �yji � ��j��

i � � � i � N� ����

tAKAQ SHEMA NAZYWAETSQ NEQWNOJ ILI SHEMOJ S OPEREVENIEM�
�� uSTOJ�IWOSTX� pOSLE TOGO KAK RAZNOSTNAQ SHEMA NAPISANA�

T� E� SFORMULIROWANY RAZNOSTNOE URAWNENIE I WSE DOPOLNITELXNYE
USLOWIQ� WOZNIKAET PREVDE WSEGO WOPROS O RAZRE�IMOSTI POLU�ENNOJ
ALGEBRAI�ESKOJ SISTEMY URAWNENIJ� eSLI �TA SISTEMA NERAZRE�IMA�
TO TAKU� SHEMU SLEDUET PRIZNATX NEPRIGODNOJ�

pUSTX RAZNOSTNAQ ZADA�A RAZRE�IMA� tOGDA ESTESTWENNO TREBO�
WATX� �TOBY PRI NEOGRANI�ENNOM SGU�ENII SETKI RE�ENIE RAZNOSTNOJ
ZADA�I STREMILOSX K RE�ENI� ISHODNOJ ZADA�I DLQ DIFFERENCIALX�
NOGO URAWNENIQ �SHEMA SHODILASX�� w �TIH RASSUVDENIQH MY PRED�
POLAGAEM� �TO RAZNOSTNAQ ZADA�A RE�AETSQ TO�NO I RE�ENIE MOVET
BYTX NAJDENO S L�BYM �ISLOM ZNAKOW� pRAKTI�ESKI VE WSE WY�ISLE�
NIQ WEDUTSQ S KONE�NYM �ISLOM ZNAKOW I NA KAVDOM �TAPE WY�ISLENIJ
DOPUSKA�TSQ O�IBKI OKRUGLENIQ� eSLI MALYE O�IBKI OKRUGLENIQ� DO�
PUSKAEMYE NA PROMEVUTO�NYH �TAPAH WY�ISLITELXNOGO PROCESSA� PRI
SGU�ENII SETKI PRIWODQT K BOLX�IM ISKAVENIQM RE�ENIQ� TO TAKU�
SHEMU NAZYWA�T NEUSTOJ�IWOJ� oNA NEPRIGODNA DLQ PRAKTIKI�

o�IBKI WY�ISLENIJ MOVNO RASSMATRIWATX KAK WOZMU�ENIE NA�
�ALXNYH DANNYH ILI PRAWOJ �ASTI URAWNENIQ� oTS�DA SLEDUET� �TO
OT SHEMY NADO TREBOWATX� �TOBY RE�ENIE RAZNOSTNOJ ZADA�I MALO ME�
NQLOSX PRI MALOM IZMENENII WHODNYH DANNYH ZADA�I �PRAWOJ �ASTI�
KRAEWYH I NA�ALXNYH USLOWIJ�� ILI� INYMI SLOWAMI� �TOBY RE�ENIE
NEPRERYWNO ZAWISELO OT WHODNYH DANNYH PRI SGU�ENII SETKI� eSLI
�TO TREBOWANIE WYPOLNQETSQ� TO SHEMA NAZYWAETSQ USTOJ�IWOJ� W PRO�
TIWNOM SLU�AE SHEMA NEUSTOJ�IWA� HIVE PRIWODQTSQ PRIMERY NEUSTOJ�
�IWYH I USTOJ�IWYH SHEM�



x �� osnownye ponqtiq ���

pRIM E R �� uSTOJ�IWAQ SHEMA� rASSMOTRIM ZADA�U kO�I DLQ
URAWNENIQ

u� � ��u� x 
 �� u��� � u�� � 
 �� ����

IME��U� RE�ENIEM u�x� � u�e
��x� I ZAMENIM EE RAZNOSTNOJ SHEMOJ

yi � yi��
h

� ��yi� i � �� �� � � � � y� � u��

iZ RAZNOSTNYH URAWNENIJ POLU�AEM yi �� � �h� � yi�� ILI yi � syi�� �

� siy�� GDE s �
�

� � �h
� �� pREOBRAZUEM WYRAVENIE DLQ s	

ln s � � ln�� � �h� � ��h�O�h�� � �h ���O�h���

ILI s � e�h ���O�h���

rASSMOTRIM KAKU��LIBO TO�KU �x� dLQ PROSTOTY BUDEM PREDPOLA�
GATX� �TO �TA TO�KA QWLQETSQ UZLOM POSLEDOWATELXNOSTI SETOK ��h PRI
h 	 �� nOMERA i� SOOTWETSTWU��IE �TOJ TO�KE DLQ SETKI ��h� RAWNY
i � �x�h� o�EWIDNO� �TO

yi � siy� � y�e
�h ���O�h�� �x�h � y�e

���x�O�h� � y� �e
���x �O�h���

OTKUDA I SLEDUET SHODIMOSTX RAZNOSTNOJ SHEMY�
oTS�DA WIDNO� �TO PRI MALOM IZMENENII NA�ALXNOGO ZNA�ENIQ y�

RE�ENIE yi RAZNOSTNOJ ZADA�I TAKVE MENQETSQ MALO �NEPRERYWNO ZAWI�
SIT OT y���

pRIM E R �� nEUSTOJ�IWAQ SHEMA� rASSMOTRIM TU VE ZADA�U �����
�TO I W PRIMERE ��

aPPROKSIMIRUEM URAWNENIE u� � ��u RAZNOSTNOJ SHEMOJ

�
yi � yi��

h
� ��� ��

yi�� � yi
h

� �yi � �� i � �� �� � � � � ����

GDE � 
 PROIZWOLXNYJ PARAMETR� NE RAWNYJ EDINICE�
tAK KAK SHEMA TREHTO�E�NAQ�TO NA�ALXNYE ZNA�ENIQ NADO ZADAWATX

NE TOLXKO W TO�KE x � �� NO I W TO�KE x� � h	 y� � u�� y� � �u�� iZ ����
SLEDUET

�� � �� yi�� � ���� � �� � �h� yi � �yi�� � �� ����

bUDEM ISKATX �ASTNYE RE�ENIQ �TOGO URAWNENIQ W WIDE yi � si� dLQ s
IZ ���� POLU�IM KWADRATNOE URAWNENIE

�� � �� s� � ��� � � � �h� s� � � �� ����

DISKRIMINANT KOTOROGO RAWEN

� � ��� � � � �h�� � �� �� � �� � � � � ��� � ���h� ��h��

���
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TAK �TO
p
�� �� ���� ���h�O�h��� oTS�DA NAHODIM WYRAVENIQ DLQ

KORNEJ s� I s� URAWNENIQ ����	

s� �
�

� � �
�� � �h�O�h���� s� � �� �h�O�h���

oB�EE RE�ENIE URAWNENIQ ���� IMEET WID

yi � Asi� �Bsi�� ����

GDE POSTOQNNYE A I B OPREDELQ�TSQ IZ NA�ALXNYH USLOWIJ PRI i � �
I i � �� u�ITYWAQ� �TO ln��� �h�O�h��� � �h ���O�h��� NAHODIM

s� �
�

� � �
eh ���O�h��� s� � e�h ���O�h���

pUSTX �x 
 FIKSIROWANNAQ TO�KA� QWLQ��AQSQ UZLOM SETKI �h� TAK
�TO �x � ih� iZ ���� SLEDUET

yi � A

�
�

� � �

��x�h

e�x ���O�h�� �Be��x ���O�h���

oTS�DA WIDNO� �TO POWEDENIE RE�ENIQ ZAWISIT OT ZNA�ENIQ PA�

RAMETRA �� eSLI � 
 �� TO
�

� � �

 � I PERWOE SLAGAEMOE PRI L�BOM

ZNA�ENII A �� � NEOGRANI�ENNO WOZRASTAET PRI h	 ��
kO�FFICIENT A ZAWISIT OT y�� y�� eSLI PRI NEKOTOROM WYBORE

NA�ALXNYH ZNA�ENIJ A � �� TO PRI SKOLX UGODNO MALOM WOZMU�ENII
NA�ALXNYH DANNYH� HOTQ BY ZA S�ET O�IBKI OKRUGLENIQ� MY POLU�IM
A �� � I SOOTWETSTWU��EE RE�ENIE BUDET NEOGRANI�ENNO WOZRASTATX
PRI h	 ��

tAKIM OBRAZOM� PRI � 
 � SHEMA ���� NEUSTOJ�IWA I NEPRIGODNA

DLQ WY�ISLENIJ���
pRIWEDENNYE WY�E PRIMERY POKAZYWA�T� �TO ESLI SHEMA USTOJ�

�IWA� TO MALYE IZMENENIQ NA�ALXNYH DANNYH ILI PRAWOJ �ASTI URAW�
NENIQ PRIWODQT K MALYM IZMENENIQM RE�ENIQ RAZNOSTNOJ ZADA�I� ESLI
VE SHEMA NEUSTOJ�IWA� TO MALYE IZMENENIQ NA�ALXNYH DANNYH I PRA�
WOJ �ASTI MOGUT PRIWODITX NA DOSTATO�NO MELKOJ SETKE K SKOLX UGODNO
BOLX�IM IZMENENIQM RE�ENIQ� pO�TOMU NEUSTOJ�IWAQ SHEMA RASHODIT�
SQ�

pUSTX I�ETSQ RE�ENIE yh NEKOTOROJ RAZNOSTNOJ ZADA�I S �AGOM
h NA SETKE �h� UDOWLETWORQ��EE RAZNOSTNOMU URAWNENI� S ZADANNOJ
PRAWOJ �ASTX� � I DOPOLNITELXNYMI SOOTNO�ENIQMI �NAPRIMER� NA�
�ALXNYM� KRAEWYM USLOWIQMI�� ZADANNYMI W GRANI�NYH UZLAH SETKI�
pRAWU� �ASTX URAWNENIQ I IZWESTNYE FUNKCII� SODERVA�IESQ W DO�
POLNITELXNYH USLOWIQH� NAZYWA�T WHODNYMI DANNYMI� rE�ENIE RAZ�
NOSTNOJ ZADA�I ZAWISIT OT WHODNYH DANNYH I OT PARAMETRA h 
 �AGA
SETKI� mENQQ h� MY POLU�AEM POSLEDOWATELXNOSTX fyhg RE�ENIJ RAZ�
NOSTNOJ ZADA�I�

�� pRI � � ��� SHEMA ���� TAKVE NEUSTOJ�IWA�



x �� shemy dlq urawneniq teploprowodnosti ���

gOWORQT� �TO RAZNOSTNAQ ZADA�A P O S T A W L E N A K OR R E K TN O
�RAZNOSTNAQ SHEMA KORREKTNA�� ESLI EE RE�ENIE yh PRI L�BOM DOSTA�
TO�NO MALOM h � h�

�� SU�ESTWUET DLQ PROIZWOLXNYH WHODNYH DANNYH�
�� NEPRERYWNO ZAWISIT OT WHODNYH DANNYH� PRI�EM �TA ZAWISI�

MOSTX RAWNOMERNA OTNOSITELXNO �AGA h�
sWOJSTWO NEPRERYWNOJ ZAWISIMOSTI RE�ENIQ RAZNOSTNOJ ZADA�I

OT WHODNYH DANNYH NAZYWAETSQ TAKVE U S T OJ � I W O ST X� RAZNOSTNOJ
ZADA�I �SHEMY��

rE�ENIE RAZNOSTNOJ ZADA�I yh RASSMATRIWAETSQ NE PRI ODNOM FIK�
SIROWANNOM ZNA�ENII h� A PRI L�BYH h � h�� T� E� NA L�BYH POSLEDOWA�
TELXNOSTQH DOSTATO�NO MELKIH SETOK� rAWNOMERNAQ PO h NEPRERYWNAQ
ZAWISIMOSTX yh OT WHODNYH DANNYH OZNA�AET� �TO SWOJSTWO NEPRERYW�
NOJ ZAWISIMOSTI SOHRANQETSQ PRI h	 �� iNYMI SLOWAMI� ESLI RE�E�
NIE OCENIWATX PO NORME k � k���� A WHODNYE DANNYE� NAPRIMER PRAWU�
�ASTX �� PO NORME k � k���� TO USTOJ�IWOSTX �RAWNOMERNAQ PO h� SHEMY
PO PRAWOJ �ASTI OZNA�AET SU�ESTWOWANIE TAKOJ POSTOQNNOJM 
 �� NE
ZAWISQ�EJ OT h� �TO

kyhk��� �M k�k��� PRI L�BYH h � h��

dANNOE WY�E OPREDELENIE KORREKTNOSTI RAZNOSTNOJ SHEMY ANA�
LOGI�NO OPREDELENI� KORREKTNOSTI ZADA�I DLQ DIFFERENCIALXNOGO
URAWNENIQ� S KOTORYM MY NEODNOKRATNO WSTRE�ALISX W KURSE� rAZLI�IE
MEVDU �TIMI OPREDELENIQMI SOSTOIT W TREBOWANII RAWNOMERNOJ PO h
USTOJ�IWOSTI RE�ENIQ RAZNOSTNOJ ZADA�I�

xxxxxxxxx �� rAZNOSTNYE SHEMY DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI

�� sHEMY DLQ URAWNENIQ S POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI�
rASSMOTRIM PERWU� KRAEWU� ZADA�U DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI�

nAJTI NEPRERYWNU� W PRQMOUGOLXNIKE �d �� � x � �� � � t � T �
FUNKCI� u � u�x� t�� UDOWLETWORQ��U� USLOWIQM

u

t
�

�u

x�
� f�x� t�� � � x � �� � � t � T�

u�x� �� � u��x�� u��� t� � u��t�� u��� t� � u��t��

����� ���

wWEDEM W �d OPISANNU� W x � SETKU ��h� � ��h � ��� � f�xi � ih� tj �
� j��� i � �� �� � � � � N � j � �� �� � � � � N�g S �AGAMI h � ��N � � � T�N��
pROWEDQ ZAMENU�

�u

x�

�
i

� �u�xx�i �
ui�� � �ui � ui��

h�
�

�
u

t

�j��

� uj�� � uj

�
� uj��

�t � f � �
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I WWEDQ PROIZWOLXNYJ WE�ESTWENNYJ PARAMETR � �WES WERHNEGO SLOQ
t � tj���� POLU�IM ODNOPARAMETRI�ESKOE SEMEJSTWO SHEM

yj��
i � yji

�
� *��yj��

i � ��� �� yji � � �j��
i �

j � �� �� � � � � N� � �� i � �� �� � � � � N � ��

���

GDE *yh � y�xx�i�
sHEMA ��� OPREDELENA NA �ESTITO�E�NOM �ABLONE� SOSTOQ�EM IZ

UZLOW �xi�s� tj�k� �s � ��� �� �� k � �� ��� RASPOLOVENNYH NA DWUH SLOQH
t � tj I t � tj�� �SM� RIS� ��� A�� pO�TOMU SHEMU ��� �ASTO NAZYWA�T
DWUHSLOJNOJ �ESTITO�E�NOJ SHEMOJ ILI SHEMOJ S WESAMI�

pOSKOLXKU W ��� WHODIT PROIZWOLXNYJ PARAMETR �� TO FAKTI�ESKI
MY RASSMATRIWAEM NE ODNU SHEMU� A ODNOPARAMETRI�ESKOE SEMEJSTWO
SHEM� w DALXNEJ�EM BUDET POKAZANO� �TO S POMO�X� PARAMETRA � MOV�
NO UPRAWLQTX USTOJ�IWOSTX� I TO�NOSTX� SHEMY ���� tAK KAK SHEMA
��� PI�ETSQ ODINAKOWO WO WSEH WNUTRENNIH �PRI � � i � N � j 
 �� UZ�
LAH �xi� tj� SETKI ��h� � TO INDEKSY i� j MOVNO OPUSTITX I POLXZOWATXSQ
BEZYNDEKSNYMI OBOZNA�ENIQMI� POLAGAQ

y � yj��
i � +y � yji � y�t �

y � +y

�
� � � �j��

i �

w �TIH OBOZNA�ENIQH SHEMU ��� PEREPI�EM W WIDE

y�t � *��y � ��� �� +y� � �� �x� t� � �h� � ���

pRISOEDINQQ S�DA NA�ALXNYE I KRAEWYE USLOWIQ

y�x� �� � u��x�� x � ��h�

y��� t� � u��t�� y��� t� � u��t�� t � ��� �
���

POLU�AEM RAZNOSTNU� ZADA�U ��� 
 ���� SOOTWETSTWU��U� ZADA�E
���� tREBUETSQ NAJTI SETO�NU� FUNKCI� y�x� t�� OPREDELENNU� DLQ
�x� t� � ��h� I UDOWLETWORQ��U� URAWNENI� ��� WO WNUTRENNIH UZLAH
�h� � f�xi� tj�� � � i � N � � � j � N�g I USLOWIQM ��� W GRANI�NYH UZ�
LAH �h� � f�xi� tj�� i� �� �� j �N�� i�N � �� j �N�� j � �� �� i �Ng
SETKI ��h� �

dLQ OPREDELENIQ y � yj�� IZ ��� I ��� POLU�AEM ZADA�U

��yi�� � �� � ���� yi � ��yi�� � �Fi� � � i � N�

y� � u�� yN � u��

Fi � ��� �� ��� ��� +yi � ��� �� � �+yi�� � +yi��� � ��i� � �
�

h�
�

zNA�ENIQ +y � yji I� SLEDOWATELXNO� Fi NA NIVNEM SLOE �PRI t �
� tj� IZWESTNY� s�ET IDET OT SLOQ j K SLO� j � �� NA�INAQ c j � �� PRI

KOTOROM ZADANO y� � u��x��



x �� shemy dlq urawneniq teploprowodnosti ���

pRI � � � POLU�AEM QWNU� SHEMU �SM� x �� P� ��� dLQ NEE yi � Fi�
T� E� ZNA�ENIQ y OPREDELQ�TSQ NEZAWISIMO W KAVDOM UZLE SETKI �h� pRI
� �� � DLQ OPREDELENIQ y POLU�AEM SISTEMU ALGEBRAI�ESKIH URAWNENIJ
PORQDKA N � � �TAKIE SHEMY NAZYWA�TSQ NEQWNYMI�� mETOD RE�ENIQ
�TOJ SISTEMY� U�ITYWA��IJ SPECIALXNYJ WID �TREHDIAGONALXNOSTX
EE MATRICY� U KOTOROJ OTLI�NY OT NULQ TOLXKO �LEMENTY� STOQ�IE
WDOLX GLAWNOJ DIAGONALI I DWUH SOSEDNIH S NEJ DIAGONALEJ�� UKAZAN W
P� ���

�� pOGRE�NOSTX APPROKSIMACII� pUSTX y � y�x� t� 
 RE�ENIE
ZADA�I ��� 
 ���� u � u�x� t� 
 RE�ENIE ISHODNOJ ZADA�I ���� rASSMO�

TRIM RAZNOSTX zj��
i � yj��

i � u�xi� tj���� ILI z � y � u� I PODSTAWIM
y � z � u W URAWNENIE ���� pREDPOLAGAQ u � u�x� t� ZADANNOJ FUNKCIEJ�
NAJDEM

z�t � *��z � ��� �� +z� � �� �x� t� � �h� �

z�x� �� � �� z��� t� � z��� t� � ��

�
���

GDE

� � *��u� ��� �� +u� � �� u�t ���

PREDSTAWLQET SOBOJ POGRE�NOSTX� S KOTOROJ RE�ENIE u � u�x� t� URAW�
NENIQ ��� UDOWLETWORQET RAZNOSTNOMU URAWNENI� ���� sETO�NAQ FUNK�
CIQ � � ��x� t� u� h� �� ��� OPREDELQEMAQ FORMULOJ ���� NAZYWAETSQ
P O G R E�N O S T X� AP P R OK S IM AC I I DIFFERENCIALXNOGO URAWNE�
NIQ ��� RAZNOSTNYM URAWNENIEM ��� W KLASSE RE�ENIJ u � u�x� t� URAW�
NENIQ ��� �ILI �POGRE�NOSTX� APPROKSIMACII DLQ SHEMY ��� NA RE�E�
NII URAWNENIQ ������

dLQ OCENKI WELI�INY FUNKCII � MY BUDEM POLXZOWATXSQ RAZLI��
NYMI NORMAMI �PRI FIKSIROWANNOM t � �� �� NAPRIMER

k�k� � max
��i�N

j�ij� ���

k�k� �

N��X
i��

h��
i

����

� ���

A TAKVE NORMAMI

max
��
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�� uSTOJ�IWOSTX� kAK BYLO UKAZANO W x �� P� �� USTOJ�IWOSTX
SHEMY OZNA�AET NEPRERYWNU� ZAWISIMOSTX RE�ENIQ RAZNOSTNOJ ZADA�
�I OT WHODNYH DANNYH �OT NA�ALXNYH DANNYH� OT PRAWOJ �ASTI I OT
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wYQSNIM� PRI KAKIH ZNA�ENIQH PARAMETRA � SHEMA ��� USTOJ�I�
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 PO NORME k�k���
�NAPRIMER� k�k��� � k�k�� k�k��� � k�k���

bUDEM GOWORITX� �TO SHEMA ���� �ILI ��� 
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WY�E USTOJ�IWOSTX SHEMY ����

	TOBY WYQSNITX WOPROS OB USTOJ�IWOSTI PO NA�ALXNYM DANNYM�
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tOVDESTWO ���� PRI � � � IMEET WID
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pUSTX � � ���� tOGDA WYRAVENIE W KWADRATNYH SKOBKAH NEOTRICA�
TELXNO I

kz�x��� � k+z�x���� ILI kzj�x�� � kzj���x �� � kz��x���
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pUSTX � � ���� TAK �TO � � ��� � �� oBOZNA�AQ z�t � v I POLXZUQSX �����
NAHODIM

kvk� � �� � ���� � kv�x��� � kvk� � ����� �� � � �

h�
kvk� �

�

�
�� ����� �� � � �

h�

�
kvk� � �

PRI

�� ����� �� � � �

h�
� ��

T� E� PRI � � �� � ���� h������� pRI �TOM USLOWII WYRAVENIE W KWA�
DRATNYH SKOBKAH W ���� NEOTRICATELXNO I MY SNOWA PRIHODIM K �����
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 PROIZWOLXNAQ
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rAZNOSTNAQ SHEMA ���� USTOJ�IWA PO NA�ALXNYM DANNYM I PO PRA�
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�� ��� z�t� � c�� kz�tk� �
�

c�
k�k�� ����

eSLI � � ���� TO MY POLU�AEM IZ ���� NERAWENSTWO

�� kz�tk� � kz�x��� � k+z�x��� � c�� kz�tk� �
�

c�
k�k��

wYBIRAQ ZATEM c� � �� BUDEM IMETX

kz�x��� � k+z�x��� � �

�
� k�k��

oTS�DA SRAZU SLEDUET

kzj�x��� � kz��x��� �
�

�

jX
k��

� k�kk��

tAK KAK a� � b� � �a � b�� PRI a � �� b � �� TO TEM SAMYM TEOREMA
DOKAZANA�

zAM E � A N I E� nESKOLXKO IZMENQQ RASSUVDENIQ� MOVNO POKAZATX� �TO

TEOREMA WERNA PRI � � �� �
�

�
� �� �

�
h�� GDE � 	 �� �� W ��� SLEDUET WMESTO

p
� NAPISATX

p
��� sRAWNENIE S ���� POKAZYWAET� �TO kzk��� � kz�x��� k�k��� �

� k�k� M� � �� M� �
p
T������

nETRUDNO POLU�ITX OCENKU ���� S kzk��� � kzk� k�k��� � k�k PRI � � ����

oGRANI�IMSQ DOKAZATELXSTWOM USTOJ�IWOSTI PO NA�ALXNYM DANNYM�

pOLOVIM W URAWNENII ���� � � �� UMNOVIM EGO NA ��z
���
i h I PROSUM�

MIRUEM PO i � �� �� � � � � N � �� pOLXZUQSX FORMULOJ gRINA ���� I TO�

VDESTWOM �� �z���� z�t� � �z � *z� z � *z� � �� �� � ���� kz�tk� � kzk� � k*zk� �

� �� �� � ���� kz�tk�� POLU�IM kzk� � ��� �� � ���� kz�tk� � �� kz����x ��� � k*zk��

oTS�DA PRI � � ��� SLEDUET kzk� � k*zk� I kzjk � kz�k�
�TA OCENKA SPRAWEDLIWA I PRI � � ���oDNAKO MY NE IMEEM WOZMOVNOSTI

OSTANAWLIWATXSQ NA DOKAZATELXSTWE �TOGO FAKTA�
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mY DOKAZALI USTOJ�IWOSTX SHEMY ���� W NORMAH kz�x�� I kzk� QWLQ��
�IHSQ RAZNOSTNYMI ANALOGAMI NORM

�R �

�
�u�x�� dx

����
I
�R �

�
u� dx

����
�

pOLXZUQSX RAZNOSTNYM ANALOGOM PRINCIPA MAKSIMUMA� MOVNO UBE�
DITXSQ W TOM� �TO �ISTO NEQWNAQ SHEMA USTOJ�IWA W RAWNOMERNOJ ME�
TRIKE� T� E�

kzk� � kz�k� PRI � � � �� � ��� ����

oKAZYWAETSQ� �TO DLQ RASSMATRIWAEMOJ ODNOMERNOJ PARABOLI�ESKOJ
ZADA�I SIMMETRI�NAQ �ESTITO�E�NAQ SHEMA S � � ��� TAKVE RAWNOMER�
NO USTOJ�IWA PRI L�BYH h I � 	

kzk� �M kz�k� PRI � � ���� ����

rASSMOTRIM QWNU� SHEMU �� � ��� zAPI�EM EE W WIDE

yi � ��� ��� +yi � � �+yi�� � +yi��� � ��i�

eSLI � � ���� TO jyij � ��� ��� j+yij� � �j+yi��j� j+yi��j� � � j�ij � k+yk� �
� � k�k�� TAK KAK �� �� � �� oTS�DA SLEDUET kyk� � k+yk� � � k�k� PRI
� � ��� I

kyjk� � ky�k� �
jX

j���

� k�j�k�� ����

GDE� NAPOMNIM� kyk� � max
��h

jyj� tAKIM OBRAZOM� QWNAQ SHEMA USTOJ�IWA

W RAWNOMERNOJ NORME PO NA�ALXNYM DANNYM I PO PRAWOJ �ASTI� ESLI
WYPOLNENO USLOWIE � � ����

�� sHODIMOSTX I TO�NOSTX� bUDEM GOWORITX� �TO	
�� RE�ENIE ZADA�I ��� 
 ��� SHODITSQ K RE�ENI� u� u�x� t� ZADA�I

��� �SHEMA ��� 
 ��� SHODITSQ� PRI h 	 � I � 	 �� ESLI max
��tj�T

kyj �
� ujk��� 	 � PRI h	 � I � 	 ��

�� SHEMA ��� 
 ��� SHODITSQ SO SKOROSTX�O�hm � �n��m
 �� n 
 ��
ILI IMEET TO�NOSTX O�hm � �n� �PORQDKA m PO h I PORQDKA n PO ���
ESLI PRI DOSTATO�NO MALYH h � h� I � � ��

max
��tj�T

kyj � ujk��� �M �hm � �n��

GDE M � SOnst 
 � NE ZAWISIT OT h I � �
hARAKTERISTIKOJ TO�NOSTI SHEMY ��� 
 ��� QWLQETSQ kzk��� � ky�

� uk���� GDE k � k��� 
 ODNA IZ WWEDENNYH WY�E NORM� fUNKCIQ z �

� z�xi� tj��� QWLQETSQ RE�ENIEM ZADA�I ���� tAK KAK z�x� �� � �� TO IZ
���� DLQ z SLEDUET OCENKA

kzj�x�� �
�p
�


jX

k��

� k�kk�
����

PRI � �
�

�
� ����
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u�ITYWAQ NERAWENSTWO ����� POLU�AEM

kzjk� �
p
T

�
p
�
max
���

k�kk �M�max
���

k�kk� ����

oTS�DA SLEDUET TEOREMA�
iZ USTOJ�IWOSTI PO PRAWOJ �ASTI I APPROKSIMACII SHEMY ���

SLEDUET EE RAWNOMERNAQ SHODIMOSTX� PRI�EM PORQDOK EE TO�NOSTI

SOWPADAET S PORQDKOM APPROKSIMACII���
iNYMI SLOWAMI� ESLI SHEMA ��� USTOJ�IWA PO PRAWOJ �ASTI�

T� E� � � ���� I WYPOLNENY USLOWIQ� PRI KOTORYH SHEMA ��� IME�
ET MAKSIMALXNYJ PORQDOK APPROKSIMACII NA RE�ENII u � u�x� t�
�SM� ����� ������ TO ONA IMEET TO�NOSTX O��m � h��� GDE m � � PRI
� � ���� m � � PRI � �� ���	

kyj � ujk� �M �h� � �m� PRI � �� ��� ����

GDE M � const 
 � NE ZAWISIT OT h I � �

iZ P� � SLEDUET� �TO OCENKA ���� IMEET MESTO� ESLI u � C�
���� � � f

PRI � �� ���� u � C�
���� � � �f � f j�
��� PRI � � ����

iZ NERAWENSTWA ���� SLEDUET� �TO DLQ QWNOJ SHEMY kyj � ujk� �
�M �h� � ��� ESLI u � C�
����

zAM E � AN I E� w SILU ZAME�ANIQ K TEOREME W P� � SHEMA ��� PRI � �

� ���� h������� IMEET DLQ u � C������ f � C����� TO�NOSTX O�h
 � ����
ESLI � OPREDELQETSQ PO FORMULE �����

	� rAZNOSTNYE SHEMY DLQ URAWNENIJ S PEREMENNYMI KO�
�FFICIENTAMI� pEREJDEM TEPERX K IZU�ENI� RAZNOSTNYH SHEM DLQ
�ISLENNOGO RE�ENIQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI �DIFFUZII� S PERE�
MENNYMI KO�FFICIENTAMI

c
u

t
�



x

�
k
u

x

�
� qu� f� k 
 �� c 
 �� ����

GDE c � c�x� t�� k � k�x� t�� q � q�x� t�� f � f�x� t� 
 ZADANNYE FUNKCII x
I t� eSLI� NAPRIMER� KO�FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI k � k�x� t� u� ZAWI�
SIT OT TEMPERATURY u� TO URAWNENIE ���� NAZYWAETSQ KWAZILINEJNYM�
kWAZILINEJNYE URAWNENIQ DOPUSKA�T ANALITI�ESKIE RE�ENIQ TOLX�
KO W ISKL��ITELXNYH SLU�AQH� rAZWITIE WY�ISLITELXNOJ TEHNIKI I
PRIMENENIE METODA KONE�NYH RAZNOSTEJ SDELALI WOZMOVNYM RE�ENIE
LINEJNYH I KWAZILINEJNYH URAWNENIJ S PEREMENNYMI KO�FFICIENTA�
MI� pRI �TOM WYQWILASX NEOBHODIMOSTX RAZWIWATX METODY� PRIGODNYE
DLQ RE�ENIQ PO ODNIM I TEM VE PROGRAMMAM URAWNENIJ KAK S NEPRE�
RYWNYMI� TAK I S RAZRYWNYMI KO�FFICIENTAMI�

zADA�I S RAZRYWNYMI KO�FFICIENTAMI WSTRE�A�TSQ O�ENX �ASTO
W FIZIKE I TEHNIKE� dOSTATO�NO� NAPRIMER� UKAZATX ZADA�I O DIFFUZII

�� sM�� r Q B E N X KIJ w� s�� fILIPPO W a� f� oB USTOJ�IWOSTI RAZNOST�
NYH URAWNENIJ� m�� �����

�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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NEJTRONOW I O TERMI�ESKOM REVIME W GETEROGENNOM REAKTORE� SOSTOQ�
�EM IZ BOLX�OGO �ISLA ZON S RAZNYMI FIZI�ESKIMI SWOJSTWAMI� ZADA�I
O DWIVENII GRANIC FAZOWYH PEREHODOW �SM� pRILOVENIE IV K GL� III��
I T� D� dLQ RE�ENIQ ZADA� S RAZRYWNYMI KO�FFICIENTAMI PRIMENQ�T
SHEMY �SKWOZNOGO� S�ETA� NE ISPOLXZU��IE INFORMACII O POLOVENII
TO�EK RAZRYWA� pRI �TOM WO WSEH UZLAH SETKI I DLQ L�BYH KO�FFI�
CIENTOW PI�UTSQ ODNI I TE VE FORMULY �BEZ KAKOGO�LIBO IZMENENIQ
FORMUL W OKRESTNOSTI RAZRYWOW��

tREBOWANIQ SHODIMOSTI I TO�NOSTI SHEM SKWOZNOGO S�ETA NAKLA�
DYWA�T OGRANI�ENIQ NA WID �TIH SHEM� sHEMY� SHODQ�IESQ W SLU�AE
RAZRYWNYH KO�FFICIENTOW� MOVNO POLU�ITX PRI POMO�I METODA BA�
LANSA� ILI INTEGROINTERPOLQCIONNOGO METODA�


�mETOD BALANSA� kONSERWATIWNYE SHEMY� fIZI�ESKIE PRO�
CESSY� S KOTORYMI MY POZNAKOMILISX W KURSE� HARAKTERIZU�TSQ IN�
TEGRALXNYMI URAWNENIQMI SOHRANENIQ �KOLI�ESTWA TEPLA� KOLI�ESTWA
DWIVENIQ� �NERGII I T� D��� tAK� NAPRIMER� ZAKON SOHRANENIQ TEPLA
�URAWNENIE BALANSA� NA OTREZKE �x�� x�� ZA WREMQ �t � t� � t� IMEET WID

x�Z
x�

c �u�x� t���u�x� t��� dx�

t�Z
t�

�W �x�� t��W �x�� t�� dt�

x�Z
x�

t�Z
t�

f�x� t� dx dt�

GDE u�x� t� 
 TEMPERATURA� c
 TEPLOEMKOSTX EDINICY DLINY� f�x� t� 


PLOTNOSTX ISTO�NIKOW TEPLA� W �x� t� � �k�x� t� u
x

�x� t� 
 TEPLOWOJ

POTOK �k�x� t� 
 KO�FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI�� eSLI SU�ESTWU�T

NEPRERYWNYE PROIZWODNYE
u

t
I



x

�
k
u

x

�
� TO IZ URAWNENIQ BALANSA

SLEDUET DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI

c
u

t
�



x

�
k�x� t�

u

x

�
� f�x� t��

eSTESTWENNO PRI NAPISANII RAZNOSTNYH URAWNENIJ� PRIBLIVENNO
OPISYWA��IH TOT ILI INOJ PROCESS� ISHODITX IZ URAWNENIQ BALANSA�
pUSTX DANA SETKA �xi � ih� tj � j��� dLQ KAVDOJ �LEMENTARNOJ Q�EJ�
KI �PRQMOUGOLXNIKA� �TOJ SETKI PI�ETSQ URAWNENIE BALANSA� KOTOROE
SODERVIT INTEGRALY OT FUNKCII I EE PROIZWODNYH �POTOKI W SLU�AE
URAWNENIQ BALANSA TEPLA� WDOLX GRANICY Q�EJKI� dLQ IH WY�ISLENIQ
NEOBHODIMY PREDPOLOVENIQ O PROFILE FUNKCIJ� w ZAWISIMOSTI OT WY�
BORA LOKALXNOJ INTERPOLQCII KAK PO x� TAK I PO t MY POLU�IM RAZ�
LI�NYE SHEMY� wOPROS O WYBORE INTERPOLQCIJ POD�INEN TREBOWANIQM
USTOJ�IWOSTI� TO�NOSTI I PROSTOTY REALIZACII �W �ASTNOSTI� TREBO�
WANI� MINIMUMA ARIFMETI�ESKIH OPERACIJ� KOTORYE NADO PROIZWESTI
DLQ POLU�ENIQ RE�ENIQ��

pROILL�STRIRUEM M E TOD B A L AN S A �I N T E G R OI N T E R P OL Q �
C I ON NYJ M E TO D� PRIMERAMI�
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sNA�ALA RASSMOTRIM STACIONARNOE URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI

d

dx

�
k�x�

du

dx

�
� q�x�u � �f�x�� � � x � �� k 
 �� q � ��

����
ZDESX q�x�u 
 MO�NOSTX STOKOW TEPLA �PRI q � � 
 ISTO�NIKOW�� PRO�
PORCIONALXNAQ TEMPERATURE u�x��

wYBEREM NA OTREZKE � � x � � SETKU ��h � fxi � ih� i � �� �� � � � � Ng
S �AGOM h� nAPI�EM URAWNENIE BALANSA TEPLA NA OTREZKE xi����

� x �

� xi����
� xi����

� �xi�� � xi��� � xi�� � h��	

Wi����
�Wi����

�
x
i����Z

x
i����

q�x�u�x� dx �

x
i����Z

x
i����

f�x� dx � �� ����

GDE W �x� � �k�x� du�dx 
 POTOK TEPLA� 	TOBY POLU�ITX SHEMU� ZA�
MENIM PERWYJ INTEGRAL I W RAZNOSTNYMI WYRAVENIQMI� wOZXMEM
PROSTEJ�U� APPROKSIMACI� �u � const � ui PRI xi����

� x � xi����
�	

x
i����Z

x
i����

q�x�u�x� dx  hdiui� di �
�

h

x
i����Z

x
i����

q�x� dx� ����

pROINTEGRIRUEM RAWENSTWO du�dx � �W�k NA OTREZKE xi�� � x � xi	

ui�� � ui �

xiZ
xi��

W

k
dx�

tAK KAK W WHODIT W ���� W POLUCELYH TO�KAH xi����
TO� POLAGAQ W �

� const � Wi����
PRI xi�� � x � xi� BUDEM IMETX

ui�� � ui � Wi����

xiZ
xi��

dx

k�x�
�

ILI

Wi����
� �ai ui � ui��

h
� �aiu�x�i� ����
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�B� �

h

xiZ
xi��
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k�x�
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oTMETIM� �TO
R xi
xi��

dx�k�x� ESTX TEPLOWOE SOPROTIWLENIE OTREZKA

�xi��� xi�� zAMENQQ INTEGRAL� WHODQ�IJ W ������ PO ODNOJ IZ FORMUL

�

h

xiZ
xi��

dx

k�x�
 �

ki����

�
�

h

xiZ
xi��

dx

k�x�
 �

�

�
�

ki��
�

�

ki

�
�

POLU�AEM ai � ki����
� ai �

�ki��ki
ki�� � ki

I T� D� �TI KO�FFICIENTY OTLI�A�

�TSQ DRUG OT DRUGA NA WELI�INU O�h��� pODSTAWLQQ W ���� WYRAVENIQ
���� I ���� I OBOZNA�AQ ISKOMU� FUNKCI� yi� POLU�AEM RAZNOSTNU� SHE�
MU� WYRAVA��U� ZAKON SOHRANENIQ TEPLA NA SETKE �KONSERWATIWNU�
SHEMU�	

�

h

�
ai�� �yi�� � yi�

h
� ai �yi � yi���

h

�
� diyi � ��i� ����

GDE

di �
�

h

x
i����Z

x
i����

q�x� dx� �i �
�

h

x
i����Z

x
i����

f�x� dx� ����

KOTORU� MOVNO NAPISATX W WIDE

�ay�x�x � dy � ��� �����

mETOD BALANSA� TAKIM OBRAZOM� POZWOLQET POLU�ATX SHEMY� KO�FFICI�
ENTY KOTORYH WO WSEH UZLAH SETKI WY�ISLQ�TSQ PO ODNIM I TEM VE
FORMULAM KAK SREDNIE ZNA�ENIQ KO�FFICIENTOW DIFFERENCIALXNOGO
URAWNENIQ W OKRESTNOSTI UZLA SETKI�

sAMI SHEMY ���� PI�UTSQ ODINAKOWO WO WSEH UZLAH SETKI I DLQ L��
BYH k�x�� q�x�� f�x�� tAKIE SHEMY NAZYWA�TSQ OD N O R OD NYMI� dLQ
PRAKTI�ESKIH CELEJ CELESOOBRAZNO NAHODITX KO�FFICIENTY SHEMY a�
d� � PO BOLEE PROSTYM FORMULAM� ISPOLXZUQ ZNA�ENIQ k� q� f W OTDELX�
NYH TO�KAH� pRI �TOM a� d� � OPREDELQ�TSQ KAK SREDNIE ZNA�ENIQ k� q�
f W ODNOJ ILI NESKOLXKIH TO�KAH� T� E�

a�x� �

n�X
j�n�

cjk�x� sjh�� �� � sj � ��

n�X
j�n�

cj � �� cj � ��

����
I ANALOGI�NO DLQ d� �� sOWOKUPNOSTX TO�EK fsjhg NAZYWAETSQ K O �F�
FICI EN TNYM �AB L ON OM�

oBY�NO ISPOLXZU�T �ABLONY IZ ODNOJ ILI IZ DWUH TO�EK� POLAGAQ�
NAPRIMER�

ai � ki����
� di � qi� �i � fi� ����
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ESLI k� q� f NEPRERYWNY� eSLI k� q� f RAZRYWNY� TO W �TIH FORMULAH

SLEDUET BRATX POLUSUMMU PREDELXNYH ZNA�ENIJ SLEWA I SPRAWA���
sHEMA ���� IMEET ��J PORQDOK APPROKSIMACII� ESLI

ai � ai��

�
� ki �O�h���

ai�� � ai
h

� k�i �O�h���

di � qi �O�h��� �i � fi �O�h���

����

w SAMOM DELE� POGRE�NOSTX APPROKSIMACII DLQ SHEMY ���� NA RE�ENII
u � u�x� URAWNENIQ ���� RAWNA

�i � �*u� du� ��i �
�

h�
�ai�� �ui�� � ui�� ai �ui � ui����� diui � �i�

pODSTAWLQQ S�DA

ui�� � ui � hu�i �
h�

�
u��i �

h�

�
u���i �O�h
�

I U�ITYWAQ� �TO ��ku��� � qu� f�i � �� POLU�AEM

�i �

�
ai�� � ai

�
� ki

�
u��i �

�
ai�� � ai

h
� k�i

�
u�i � �di � qi�ui � ��i � fi��

oTS�DA WIDNO� �TO � � O�h��� ESLI WYPOLNENY USLOWIQ ����� nETRUDNO
UBEDITXSQ W TOM� �TO KO�FFICIENTY a� d� �� NAPISANNYE WY�E� UDOWLE�
TWORQ�T �TIM USLOWIQM�

tAKIM OBRAZOM� METOD BALANSA PRIWODIT K ODNORODNYM SHEMAM
��GO PORQDKA APPROKSIMACII� �TI SHEMY SHODQTSQ W KLASSE KUSO�NO�
NEPRERYWNYH KO�FFICIENTOW I IME�T PO KRAJNEJ MERE ��J PORQDOK
TO�NOSTI �SHEMA ���� S KO�FFICIENTAMI ������ ���� 
 ��J PORQDOK��

rAZNOSTNYE SHEMY DLQ URAWNENIQ ���� MOVNO PISATX� ISHODQ IZ
TREBOWANIQ ��GO PORQDKA APPROKSIMACII� oDNAKO INOGDA OKAZYWAETSQ�
�TO SHEMA PORQDKA O�h�� RASHODITSQ W KLASSE RAZRYWNYH KO�FFICIEN�
TOW� pRIMEROM MOVET SLUVITX SHEMA

*yi � ki
yi�� � �yi � yi��

h�
�
ki�� � ki��

�h

yi�� � yi��
�h

� qiyi � �fi� ����

SOOTWETSTWU��AQ URAWNENI� �ku��� � qu � ku�� � k�u� � qu � �f � iME�
ETSQ PRIMER�� �PRI q � �� f � �� u��� � �� u��� � ��� POKAZYWA��IJ�
�TO RE�ENIE URAWNENIQ ���� PRI h 	 � STREMITSQ K FUNKCII �u�x��
NE QWLQ��EJSQ RE�ENIEM ISHODNOJ ZADA�I� eSLI WOPROS O SHODIMO�

�� tIHO N O W a� H�� s AMA R S K IJ a� a� oB ODNORODNYH RAZNOSTNYH SHE�
MAH �� vwm I mf� ����� t� �� � �� s� �%���

�� sM� TAM VE�



��� dopolnenie I� metod kone�nyh raznostej

STI SHEMY WYQSNQTX PUTEM SGU�ENIQ SETOK ��TO �ASTO DELAETSQ NA

rIS� ��

PRAKTIKE�� TO MOVNO PRIJTI K O�I�
BO�NOMU WYWODU O EE SHODIMOSTI �ONA
�SHODITSQ�� NO NE K RE�ENI� ISHOD�
NOJ ZADA�I��

�� dWUHSLOJNYE SHEMY DLQ
URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI S
PEREMENNYMI KO�FFICIENTAMI�
oBRATIMSQ TEPERX K NESTACIONARNO�

MU URAWNENI� TEPLOPROWODNOSTI ����� dLQ PROSTOTY POLOVIM c � ��
q � �� nAPI�EM URAWNENIE BALANSA DLQ PRQMOUGOLXNIKA �xi����

� x �

� xi����
� tj � t � tj��� �RIS� ���	

x
i����Z

x
i����

�u�x� tj���� u�x� tj�� dx �

�

tj��Z
tj

�W �xi����
� t��W �xi����

� t�� dt�

x
i����Z

x
i����

tj��Z
tj

f�x� t� dx dt� ����

GDE W � �k u�x� wOZXMEM PROSTEJ�IE FORMULY	
x
i����Z

x
i����

�u�x� tj���� u�x� tj�� dx  h �u�xi� tj���� u�xi� tj��� ����

tj��Z
tj

�W �xi����
� t��W �xi����

� t�� dt 

 ��
h
W j��

i����
�W j��

i����

i
� � ��� ��

h
W j

i����
�W j

i����

i
� ����

GDE � 
 PROIZWOLXNOE �ISLO� pOLXZUQSX DLQ Wi����
FORMULOJ ���� I

PODSTAWLQQ ����� ���� W ����� POLU�AEM DWUHSLOJNU� KONSERWATIWNU�
SHEMU

yj�� � yj

�
� � �*y�j��

i � ��� �� �*y�ji � �j��
i � *y � �ay�x�x� ����

�j��
i �

�

h�

tj��Z
tj

x
i����Z

x
i����

f�x� t� dx dt� ����
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GDE a WY�ISLQETSQ �PRI FIKSIROWANNOM t� PO FORMULAM PREDYDU�EGO

PUNKTA� TAK �TO *u�


x

�
k
u

x

�
�O�h��� dLQ � MOVNO POLXZOWATXSQ I

DRUGIMI FORMULAMI� �KWIWALENTNYMI ���� S TO�NOSTX� DO O�h� � ����

eSLI f 
 NEPRERYWNAQ FUNKCIQ� TO POLAGAEM �j��
i � f

j����
i �

pO ANALOGII S P� � UBEVDAEMSQ W TOM� �TO SHEMA ���� IMEET AP�

PROKSIMACI� O�h� � �� � ���� � � ���� eSLI ZAMENITX � �*y�j��
i � ���

� �� �*y�ji WYRAVENIEM

*j�
��� ��yj�� � ��� �� yj� � �aj�

��� ��yj��
�x � ��� �� yj�x��x�

TO POLU�IM SHEMU TOGO VE PORQDKA TO�NOSTI	

yj�� � yj

�
� *j�

��� ��yj�� � ��� �� yj� � �j���

ILI

y�t � *��y � ��� �� +y� � �� ����

tAK KAK URAWNENIE BALANSA MOVET BYTX NAPISANO DLQ L�BOJ OBLA�
STI G NA PLOSKOSTI �x� t�� OGRANI�ENNOJ KRIWOJ '	Z

�

�cu dx�W dt� �

Z Z
G

f�x� t� dx dt�

TO EGO MOVNO ISPOLXZOWATX DLQ POLU�ENIQ KONSERWATIWNYH RAZNOSTNYH
SHEM W SLU�AE TEPLOWYH ZADA� S PODWIVNYMI WNUTRENNIMI I WNE�NIMI
GRANICAMI NA PROIZWOLXNYH NERAWNOMERNYH SETKAH�

aNALOGI�NO MOVNO POLU�ITX KONSERWATIWNYE SHEMY DLQ URAWNE�
NIJ GAZODINAMIKI� UPRUGOSTI I T� D� wO WSEH SLU�AQH NEOBHODIMO U PO�
LU�ENNYH RAZNOSTNYH SHEM PROWERQTX PORQDOK APPROKSIMACII� USTOJ�
�IWOSTX� SHODIMOSTX I DRUGIE SWOJSTWA� TAK KAK �TI KA�ESTWA SHEMY
NE SLEDU�T IZ EE KONSERWATIWNOSTI�

mETOD BALANSA� ILI INTEGROINTERPOLQCIONNYJ METOD �SM� SSYLKU

NA S� ������IROKO PRIMENQETSQ NA PRAKTIKE��� pOLU�A��IESQ PRI �TOM
SHEMY SKWOZNOGO S�ETA SHODQTSQ W KLASSE RAZRYWNYH KO�FFICIENTOW�

rASSMOTRIM TEPERX PERWU� KRAEWU� ZADA�U DLQ URAWNENIQ TEPLO�
PROWODNOSTI W OBLASTI �� � x � �� � � t � T �	

u

t
� Lu� f�x� t�� � � x � �� t 
 �� Lu �



x

�
k
u

x

�
�

u��� t� � ���t�� u��� t� � ���t�� u�x� �� � u��x��

� � c� � k�x� t� � c��

�������������
����

�� sM�� NAPRIMER� sAMA R S KIJ a� a�� pO PO W 
� p� rAZNOSTNYE METO�
DY RE�ENIQ ZADA� GAZOWOJ DINAMIKI� m�� ����� mAR�U K g� i� �ISLENNYE
METODY RAS�ETA QDERNYH REAKTOROW� m�� �����
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GDE c�� c� 
 POSTOQNNYE�
dLQ EE RE�ENIQ NA SETKE ��h� �SM� x �� P� �� WOSPOLXZUEMSQ DWUH�

SLOJNOJ SHEMOJ ����� POLU�ENNOJ METODOM BALANSA	

y�t � *��y � ��� �� +y� � �� � � x � ih � �� t � j� 
 ��

y��� t� � ���t�� y��� t� � ���t�� t � ��� �

y�x� �� � u��x�� x � ��h�

������� ����

GDE *y � �a �x� tj����
� y�x�x ESTX OPERATOR ��GO PORQDKA APPROKSIMACII

PO h�
dLQ OPREDELENIQ y � yj��

i IZ ���� POLU�AEM KRAEWU� ZADA�U

Ai��yi�� � Ciyi �Aiyi�� � �Fi� � � i � N�

y� � ��� yN � ���

�
����

GDE Ai � ���h� � ai� Ci � Ai �Ai�� � �� A Fi WYRAVAETSQ �EREZ y
j �

oCENIM POGRE�NOSTX APPROKSIMACII SHEMY ����� pUSTX y�x� t� 

RE�ENIE ZADA�I ����� A u � u�x� t� 
 RE�ENIE ISHODNOJ ZADA�I �����

pODSTAWLQQ W ���� yj � zj � uj � POLU�IM DLQ RAZNOSTI z � y�u USLOWIQ

z�t � *��z � ��� �� +z� � �� z� � zN � �� z�x� �� � �� ����

GDE � � *��u� ��� �� +u� � �� u�t 
 POGRE�NOSTX APPROKSIMACII DLQ
SHEMY ���� NA RE�ENII u � u�x� t� URAWNENIQ ����� u�ITYWAQ� �TO *u �

� Lu�O�h��� �� f j�
���� u�t � �u�t�j�

��� �O����� �u������ +u� �u�

���� ���� � �u�j�
��� �O����� POLU�AEM � � ��� ���� � �L �u�j�

��� �O��� �

� h��� ESLI u�x� t� I k�x� t� 
 DOSTATO�NO GLADKIE FUNKCII �u � C�
����

k � C�������
oTS�DA WIDNO� �TO SIMMETRI�NAQ SHEMA �� � ���� IMEET ��J PORQ�

DOK APPROKSIMACII PO h I � �
pEREJDEM K ISSLEDOWANI� USTOJ�IWOSTI SHEMY ���� PO NA�ALXNYM

DANNYM I PO PRAWOJ �ASTI� tAK KAK �z � ��� �� +z � ��� �z � +z� � �� �
� ���� �z�t� TO ���� MOVNO ZAPISATX W WIDE

z�t � �� � ���� �*z�t � ���* �z � +z� � �� z� � zN � �� ����

bUDEM PREDPOLAGATX� �TO

z�x� �� � z��x�� ����

� � c� � a � c�� ja�tj � c�� ILI ja� +aj � �c�� ����

dEJSTWUQ TAK VE� KAK W P� �� NAPI�EM �NERGETI�ESKOE TOVDESTWO
DLQ ZADA�I ���� 
 ����� ANALOGI�NOE TOVDESTWU ����	

�� kz�tk� � ��� �� � ���� �*z�t� z�t�� �* �z � +z�� z � +z� � �� ��� z�t�� ����



x �� shemy dlq urawneniq teploprowodnosti ���

w SILU FORMULY gRINA ���� IMEEM ��*v� v� � �a� v��x����* �z � +z�� z � +z� � �a �z�x � +z�x�� z�x � +z�x� � �a� z��x�� �a� +z��x�� pREDSTAWLQQ
ZATEM a W WIDE a � +a� �a� +a� � +a� �a�t I POLXZUQSX USLOWIEM ja�tj � c��
BUDEM IMETX a � �� � �c
� +a� c
 � c��c�� �a� +z

�
�x� � �� � c
�� �+a� +z

�
�x�� pOD�

STAWIM �TU OCENKU W ����	

��
h
kz�tk� � �� � ���� �

%
a� z��x�t

!i
�

%
a� z��x

!
� �� � c
��

%
+a� +z��x

!
� �� ��� z�t��

����
iSSLEDUEM SNA�ALA USTOJ�IWOSTX SHEMY ���� PO NA�ALXNYM DAN�

NYM� dLQ �TOGO POLOVIM W ���� � � �� pOKAVEM� �TO WYRAVENIE W
KWADRATNYH SKOBKAH NEOTRICATELXNO PRI � � ���� h����c���� pRI � �
� ��� �TO O�EWIDNO� pUSTX � � ���� pO ANALOGII S P� � NAHODIM

kvk� � ����� �� � �a� v��x� � kvk� � ����� �� c�� kv�xk� �

�

�
�� ����� ��

�c��

h�

�
kvk� � �

PRI �� ����� �� �c��h
�� � � �ZDESX v � z�t�� pO�TOMU IZ ���� SLEDUET

kzk���� � �� � c
�� k+zk���� �
�
� �

c
�

�

��
k+zk����� GDE kzk���� � �a� z��x��

����

kzjk��� � �� � ��� c
�� kzj��k��� �
�
� �

c
�

�

�j
kz�k��� � e�� c�tj kz�k����

����
tAKIM OBRAZOM DOKAZANA SLEDU��AQ TEOREMA�

rAZNOSTNAQ SHEMA ���� �ILI ����� USTOJ�IWA PO NA�ALXNYM DAN�

NYM W NORME kzk��� �
p
�a� z��x� PRI

� �
�

�
� h�

�c��
� ����

w �TOM SLU�AE DLQ RE�ENIQ ZADA�I ���� 
 ���� PRI � � � SPRAWEDLIWA
OCENKA

kzjk��� �M� kz�k���� GDE M� � e�� c�T � ����

iZ ���� SLEDUET� �TO QWNAQ SHEMA �� � �� z�t � *+z USTOJ�IWA PRI
� � h���c�� T� E� �AG PO WREMENI DLQ USTOJ�IWOSTI QWNOJ SHEMY DOL�
VEN BYTX TEM MENX�E� �EM BOLX�E MAKSIMUM KO�FFICIENTA TEPLO�
PROWODNOSTI� pO�TOMU QWNYE SHEMY NECELESOOBRAZNO ISPOLXZOWATX DLQ
URAWNENIJ S PEREMENNYMI KO�FFICIENTAMI�

dOKAVEM TEOREMU�
dLQ RE�ENIQ RAZNOSTNOJ ZADA�I ���� 
 ���� PRI � � ��� SPRAWED�

LIWA OCENKA

max
���

kzk��� �M� kz�k��� �M�max
���

k�k� ����
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GDE

kzk��� �
q
�a� z��x�� ����

oBRATIMSQ K NERAWENSTWU ����	

�� kz�tk� � �a� z��x� � �� � c
�� �+a� +z
�
�x� � �� ��� z�t� PRI � �

�

�
� ����

pODSTAWLQQ S�DA OCENKU ����� POLU�AEM �PRI c� � ��

�a� z��x� � �� � c
�� �+a� +z
�
�x� �

�

�
k�k��

rE�IW �TO NERAWENSTWO �PO ANALOGII S P� ��	

kzjk���� �M �
�

	
kz�k���� �

�

�

jX
k��

k�kk�


� M �

� � ec�T �

PRIHODIM K OCENKE �����
eSLI U�ESTX� �TO �a� z��x� � c� kz�xk� � �c� kzk��� TO IZ ���� DLQ RE�E�

NIQ ZADA�I ���� POLU�IM

max
���

kzk� �M max
���

k�k� ����

GDE

M �

s
M �

�

�c�
� kzk� � max

�h
jzj�

tEM SAMYM DOKAZANA SLEDU��AQ TEOREMA�
eSLI SHEMA ���� USTOJ�IWA �PRI � � ���� I APPROKSIMIRUET URAW�

NENIE ����� TO ONA SHODITSQ� PRI�EM PORQDOK EE TO�NOSTI SOWPADAET
S PORQDKOM APPROKSIMACII�

pUSTX SETKA ��h NERAWNOMERNA� ���h � fxi� i � �� �� � � � � Ng� EE �AG hi �
� xi � xi�� ZAWISIT OT i� tOGDA W �
�� WMESTO )y SLEDUET PODSTAWITX WYRA�
VENIE �SR� S ���� IZ x �� P� ��

)yi � �ay�x��x�i �
�

�hi

�
ai��

yi�� � yi
hi��

� ai
yi � yi��

hi

�
� �hi �

�

�
�hi � hi����

��
�
pOGRE�NOSTX APPROKSIMACII DLQ ) MOVET BYTX PREDSTAWLENA W WIDE

�i � )ui � Lui �
�

�hi
��i�� � �i� � O�h�i � h�i����

GDE � � O�h�i �� T� E� k�k� � O�h��� k�k� � O�h��� oDNAKO� KAK BYLO POKAZANO
W P� �� DLQ k�k� WERNA OCENKA

k�k� �

��N��X
i��

hi


iX

k��

�hk�k

��
�����

� O�h���� GDE h� � maxhi�

sHEMA MOVET BYTX POLU�ENA METODOM BALANSA�
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eSLI KO�FFICIENT k�x� t� IMEET RAZRYW ��GO RODA NA LINII x � const
�NEPODWIVNYJ RAZRYW� ILI x � ��t� �DWIVU�IJSQ RAZRYW�� TO SHEMA �
�� PO�
PREVNEMU SHODITSQ� ODNAKO PORQDOK EE TO�NOSTI� WOOB�E GOWORQ� PONIVAETSQ�
w SLU�AE NEPODWIVNOGO RAZRYWA �PRI x � const� CELESOOBRAZNO WYBIRATX SET�
KU TAK� �TOBY TO�KA RAZRYWA x � const BYLA UZLOM SETKI �h� �TO PRIWODIT
K NERAWNOMERNYM SETKAM� oDNAKO PORQDOK TO�NOSTI ���J PO h� SHEMY �
�� NA
TAKOJ SETKE SOHRANQETSQ I W SLU�AE RAZRYWNOGO k�

oCENKA PORQDKA TO�NOSTI W SLU�AE RAZRYWNYH KO�FFICIENTOW I NERAW�
NOMERNOJ SETKI ZNA�ITELXNO USLOVNQETSQ� pRI �TOM SPRAWEDLIWA OCENKA WI�
DA ����� ODNAKO W PRAWOJ �ASTI ���� WMESTO k�k STOIT NORMA SPECIALXNOGO
WIDA k�k�� UKAZANNAQ WY�E�

dO SIH POR MY RASSMATRIWALI KRAEWYE USLOWIQ ��GO RODA�oNI UDO�
WLETWORQ�TSQ NA SETKE ��h TO�NO� I PO�TOMU TO�NOSTX RAZNOSTNOJ SHEMY
OPREDELQETSQ PORQDKOM APPROKSIMACII URAWNENIQ� kRAEWYE USLOWIQ
��GO RODA APPROKSIMIRU�TSQ PRIBLIVENNO� eSTESTWENNO TREBOWATX�
�TOBY PORQDOK IH APPROKSIMACII SOWPADAL S PORQDKOM APPROKSIMA�
CII DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ�

pRIWEDEM RAZNOSTNYE KRAEWYE USLOWIQ ��GO RODA BEZ WYWODA���
rASSMOTRIM SNA�ALA KRAEWU� ZADA�U

�ku��� � qu � �f�x�� � � x � �� k�x� 
 �� q�x� � ��

k���u���� � ��u���� ��� �k���u���� � ��u���� ���
����

GDE �� 
 �� �� 
 �� uRAWNENIE ZAMENQETSQ SHEMOJ ����� A USLOWIQ PRI
x � �� x � � 
 RAZNOSTNYMI KRAEWYMI USLOWIQMI ��GO RODA

a�yx�� � $��y� � $��� �aNy�x�N � $��yN � $��� ����

GDE a� � a�h�� aN � a�xN � � a���� $�� � ������hq���� $�� � �� ����hq����
$�� � �� � ���hf���� $�� � �� � ���hf���� �TI USLOWIQ APPROKSIMIRU�T
USLOWIQ ���� NA RE�ENII u � u�x� ZADA�I ���� S PORQDKOM O�h���

rAZRE�AQ ���� OTNOSITELXNO y� I yN � POLU�AEM DRUGU� ZAPISX KRA�
EWYH USLOWIJ ��GO RODA	

y� � ��y� � ��� yN � ��yN�� � ��� ����

GDE �� � a���a� � h$���� �� � aN��aN � h$���� �� � h$����a� � h$���� �� �

� h$����aN � h$����
oBRATIMSQ TEPERX K TRETXEJ KRAEWOJ ZADA�E DLQ URAWNENIQ TEPLO�

PROWODNOSTI ����� pUSTX PRI x � �� x � � ZADANY USLOWIQ

k
u

x
� ���t�u� ���t� PRI x � ��

�k u
x

� ���t�u� ���t� PRI x � ��

������� ����

�� sM�� sAMA R S KI J a� a� oDNORODNYE RAZNOSTNYE SHEMY DLQ NELINEJ�
NYH URAWNENIJ PARABOLI�ESKOGO TIPA �� vwm I mf� ����� t� �� � �� s� ��%
��� uSLOWIQ ���� I ���� MOGUT BYTX POLU�ENY METODOM BALANSA�
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rAZNOSTNYE KRAEWYE USLOWIQ ��GO RODA W �TOM SLU�AE IME�T WID

a� ��yx�� � ��� �� +yx��� � ���hy�t�� � �� ��y� � ��� �� +y��� $���

$�� � �� � ���hf��� t��

�aN ��y�x�N � ��� �� +y�x�N � � ���hy�t�N � �� ��yN � ��� �� +yN �� $���

$�� � �� � ���hf��� t��

�����������
����

GDE a�� aN � ��� ��� $��� $�� BERUTSQ W MOMENT t � tj���� � 
 PARAMETR�
WHODQ�IJ W URAWNENIE ����� oNI IME�T TOT VE PORQDOK APPROKSIMA�
CII O�h� � �� � ���� � � ��� NA RE�ENII u � u�x� t� �URAWNENIQ ����

S USLOWIQMI ������ �TO I SHEMA ����� u�ITYWAQ� �TO +y � yj IZWESTNY
DLQ WSEH i � �� �� � � � � N � NETRUDNO PRIWESTI ���� K S�ETNOMU WIDU �����
wYRAVENIQ DLQ ��� ��� �� I �� NE WYPISYWAEM�

w REZULXTATE DLQ OPREDELENIQ y � yj�� POLU�IM RAZNOSTNOE URAW�
NENIE ���� S KRAEWYMI USLOWIQMI �����

�� tREHSLOJNYE SHEMY� pOMIMO DWUHSLOJNYH SHEM� RASSMOTRENNYH
W P� �� DLQ �ISLENNOGO RE�ENIQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI �
�� ISPOLX�
ZU�TSQ TREHSLOJNYE SHEMY� SWQZYWA��IE ZNA�ENIQ ISKOMOJ FUNKCII y DLQ

TREH MOMENTOW WREMENI t � tj��� tj � tj�� �NA TREH SLOQH����
�ASTO PRIMENQ�TSQ TREHSLOJNYE SIMMETRI�NYE SHEMY

yj�� � yj��

��
� ) ��yj�� � ��� ��� yj � �yj��� � �j ��j � fj�� ����

GDE )y � �a�x� tj� y�x�x� oNI IME�T POGRE�NOSTX APPROKSIMACII O�h� � ���
PRI L�BOM ��

dLQ TREHSLOJNOJ SHEMY ���� POMIMO y�x� �� NEOBHODIMO ZADAWATX ZNA�
�ENIE y�x� �� PRI t � � � �TO MOVNO SDELATX DWUMQ SPOSOBAMI� �� ISPOLXZUQ

FORMULU u�x� �� � u�x� �� � �
�u

�t
�x� �� � O���� I URAWNENIE �
��� POLU�ITX

y�x� �� � u��x� � � �Lu � f �t�� � u��x� � � ��k�x� ��u���� � f�x� ���� �� ISPOLX�
ZOWATX DLQ OPREDELENIQ y�x� � � DWUHSLOJNU� SHEMU ��GO PORQDKA TO�NOSTI�
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NY NA RIS� ��� wS�DU� KROME NESKOLXKIH BLIVAJ�IH K FRONTU UZLOW�
OTKLONENIE SOS�ITANNOGO RE�ENIQ OT TO�NOGO NE PREWOSHODIT ����� 	I�

��
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SLO ITERACIJ � � � �� � ������ sPLO�NAQ LINIQ NA RIS� �� 
 TO�NOE

RE�ENIE� KRUVKI 
 RAS�ETNYE TO�KI���
oTMETIM� �TO SHEMA ����� NE UDOWLETWORQET PRINCIPU MAKSIMU�

MA �NEMONOTONNA� I PO�TOMU PRI RAS�ETE TEMPERATURNOJ WOLNY DAET
HUD�IE REZULXTATY PO SRAWNENI� S MONOTONNOJ SHEMOJ ������

xxxxxxxxx �� mETOD KONE�NYH RAZNOSTEJ
DLQ RE�ENIQ ZADA�I dIRIHLE

�� rAZNOSTNAQ APPROKSIMACIQ OPERATORA lAPLASA� pUSTX
NA PLOSKOSTI �x�� x�� ZADANA OBLASTX G� OGRANI�ENNAQ ZAMKNUTOJ KRI�
WOJ '� rASSMOTRIM ZADA�U dIRIHLE �SM� GL� IV�

�u �
�u

x��
�
�u

x��
� �f�x� W G� uj� � ��x�� x��� ���

dLQ RE�ENIQ ZADA�I ��� METODOM KONE�NYH RAZNOSTEJ NADO W OBLA�
STI G � ' WWESTI SETKU I APPROKSIMIROWATX NA �TOJ SETKE URAWNENIE
I KRAEWOE USLOWIE�

nA�NEM S APPROKSIMACII OPERATORA lAPLASA� zAMENIM WTORYE
PROIZWODNYE �u�x��� 

�u�x�� RAZNOSTNYMI WYRAVENIQMI	

�u

x��
� u�x� � h�� x��� �u�x�� x�� � u�x� � h�� x��

h��
� u�x�x� � *�u�

�u

x��
� u�x�� x� � h��� �u�x�� x�� � u�x�� x� � h��

h��
� u�x�x� � *�u�

GDE h� 
 �AG PO x�� � � �� ��
oPERATOR lAPLASA �u ZAMENIM RAZNOSTNYM OPERATOROM

*u � u�x�x� � u�x�x� � ���

KOTORYJ OPREDELEN NA PQTITO�E�NOM �ABLONE ��KREST��� SOSTOQ�EM IZ
TO�EK �x�� x��� �x� � h�� x��� �x� � h�� x��� �x�� x� � h��� �x�� x� � h��� oN
IZOBRAVEN NA RIS� ��� A� wY�ISLIM POGRE�NOSTX APPROKSIMACII DLQ
OPERATORA *� tAK KAK �SM� x �� P� ��

u�x	x	 �
�u

x��
�
h��
��


u

x
�
�O�h
��� � � �� ��

TO

*u��u �
h��
��

L�
�u�

h��
��

L�
�u�O�h
� � h
��� L� �

�

x��
�

�� sM�� sAMA R S KI J a� a�� sO B O L X i� m� pRIMERY �ISLENNOGO RAS�ETA
TEMPERATURNYH WOLN �� vwm I mf� ����� t� �� � � s� 
��%
���
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I� SLEDOWATELXNO�

*v ��v � O�jhj���

jhj� � h�� � h���

GDE v 
 L�BAQ FUNKCIQ� IME��AQ NE MENEE �ETYREH PROIZWODNYH PO

rIS� ��

x� I x� �v � C�m�� m � ��� tAKIM OBRAZOM� OPERATOR * APPROKSIMIRUET
OPERATOR lAPLASA SO ��M PORQDKOM�

nETRUDNO UBEDITXSQ W TOM� �TO OPERATOR

*�v � *v �
h�� � h��

��
*�*�v� ���

OPREDELENNYJ NA DEWQTITO�E�NOM�ABLONE ��Q�IK�� �RIS� ��� B�� IMEET
NA RE�ENII u � u�x� URAWNENIQ �u � � ��J PORQDOK APPROKSIMACII

�*�u��u � O�jhj
� PRI u � C�m�� m � �� I ��J PORQDOK �*�u��u �

� O�jhj�� PRI u � C�m�� m � �� NA KWADRATNOJ SETKE� T� E� PRI h� �
� h� � h�

nAPI�EM PODROBNEE WYRAVENIE DLQ * W SLU�AE h� � h� � h �NA
KWADRATNOJ SETKE�	

*y � y�x�x� � y�x�x� �
y� � y� � y� � y
 � �y�

h�
�

rAZRE�AQ URAWNENIE *y � � OTNOSITELXNO y�� POLU�IM

y� �
�

�
�y� � y� � y� � y
��
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zNA�ENIE y W CENTRE �ABLONA ESTX SREDNEE ARIFMETI�ESKOE ZNA�E�

rIS� ��

NIJ W OSTALXNYH UZLAH �ABLONA�
�TA FORMULA QWLQETSQ RAZNOST�
NYM ANALOGOM FORMULY SREDNE�
GO ZNA�ENIQ DLQ GARMONI�ESKOJ
FUNKCII�

uRAWNENIE pUASSONA �u �
� �f�x�� x�� ZAMENQETSQ SHEMOJ

*y � ���x��
��x� � ��x�� x�� � f�x�� x���

���

pEREJDEM TEPERX K POSTRO�
ENI� RAZNOSTNOGO ANALOGA ZADA�
�I dIRIHLE ��� W OBLASTI G �
� '� pROWEDEM DWA SEMEJSTWA PA�
RALLELXNYH PRQMYH x� � i�h��
x� � i�h�� i�� i� � �� ��� � � � �BU�
DEM S�ITATX� �TO NA�ALO KOORDI�
NAT ��� �� LEVIT WNUTRI G�� tO��

KI �i�h�� i�h�� NAZOWEM UZLAMI� uZLY x � �i�h�� i�h�� I x
� � �i��h�� i

�
�h��

NAZOWEM SOSEDNIMI� ESLI ONI LEVAT NA PRQMOJ� PARALLELXNOJ LIBO OSI
x�� LIBO OSI x� I OTSTOQT DRUG OT DRUGA NA RASSTOQNIE �AGA �h� ILI
h��� TAK �TO ji�� � i�j� ji�� � i�j � �� uZEL x � �i�h�� i�h�� NAZYWAETSQ RE�
GULQRNYM� ESLI EGO SOSEDNIE UZLY ��i� � ��h�� i�h��� �i�h�� �i� � ��h���
OBRAZU��IE PQTITO�E�NYJ �ABLON �KREST�� NAHODQTSQ LIBO WNUTRI

rIS� ��

OBLASTI G� LIBO NA EE GRANICE� eSLI HOTQ
BY ODIN IZ �TIH �ETYREH SOSEDNIH UZLOW
NE PRINADLEVIT G� '� TO UZEL x � x� NA�

ZOWEM NEREGULQRNYM� oBOZNA�IM
�
�h MNO�

VESTWO WSEH REGULQRNYH UZLOW� ��h 
 MNO�
VESTWO WSEH NEREGULQRNYH UZLOW� tO�KI
PERESE�ENIQ PRQMYH x� � i�h�� x� � i�h�
S GRANICEJ ' NAZOWEM GRANI�NYMI UZLA�
MI� mNOVESTWO WSEH GRANI�NYH UZLOW NA�
ZOWEM GRANICEJ SETKI I OBOZNA�IM �h� tA�
KIM OBRAZOM� OBLASTI G�' STAWITSQ W SO�
OTWETSTWIE SETKA ��h�G� '�� T� E� MNOVE�

STWO TO�EK x � ��h� GDE ��h �
�
�h � ��h � �h

�RIS� ����
bUDEM PREDPOLAGATX� �TO SETKA OBLA�

DAET SWOJSTWOM SWQZNOSTI� T� E� L�BYE DWA
WNUTRENNIH UZLA MOVNO SOEDINITX LOMANOJ� CELIKOM LEVA�EJ WNUTRI
G I SOSTOQ�EJ IZ ZWENXEW� SOEDINQ��IH UZLY SETKI I PARALLELXNYH
LIBO Ox�� LIBO Ox��
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w REGULQRNYH UZLAH PI�EM RAZNOSTNOE URAWNENIE ���� ISPOLXZUQ
PQTITO�E�NYJ �ABLON �KREST� S �AGAMI h� I h��

w GRANI�NYH UZLAH x � �h ZADAEM ZNA�ENIE ISKOMOJ FUNKCII

y � ��x�� x � �h� ���

w NEREGULQRNYH UZLAH MOGUT BYTX NAPISANY RAZLI�NYE USLOWIQ�
�� iNTERPOLQCIQ NULEWOGO PORQDKA� zNA�ENIE y�x� j��

h
POLAGAETSQ

RAWNYM ���x� W BLIVAJ�EM UZLE �x GRANICY �h	

y�x� � ���x� PRI x � ��h� ���

�� iNTERPOLQCIQ ��GO PORQDKA� zNA�ENIE y�x� j��
h
OPREDELQETSQ PRI

POMO�I LINEJNOJ INTERPOLQCII� nAPRIMER� DLQ SLU�AQ� IZOBRAVENNO�
GO NA RIS� ��� ZNA�ENIE y� W UZLE � OPREDELQETSQ PO FORMULE�

�

h�
�

�

h��

�
y� �

�

h�
y� �

�

h��
y�� ���

KOTORU� MOVNO ZAPISATX W WIDE

*�y � ��

GDE *�y � y�x��x� 
 APPROKSIMACIQ OPERATORA L�u � �u�x�� NA NERAW�
NOMERNOJ SETKE �SM� x �� P� ���

rIS� ��

�iNTERPOLQCIQ ��GO PORQDKA�w UZLE x � ��h PI�ETSQ PQTITO�E�NAQ
SHEMA NA NEREGULQRNOM �ABLONE �NA NERAWNOMERNOJ SETKE�

*�y � y�x��x� � y�x��x� � ��� ���

nEREGULQRNYJ �ABLON IZOBRAVEN NA RIS� ��� A I ��� W� uZEL � QWLQETSQ
GRANI�NYM� �� �� 	
 WNUTRENNIMI� pUSTX h�� 
 RASSTOQNIE MEVDU UZ�

LAMI � I �� tOGDA *�y �
�

�h�

�
y� � y�
h�

� y� � y�
h��

�
� y�x��x� � �h� �

h� � h��
�
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�SM� x �� P� ��� *�y �
�

h��
�y� � �y� � y
� � y�x�x� � *y � *�y � *�y� wTO�

ROJ SLU�AJ IZOBRAVEN NA RIS� ��� B I ��� G� uZLY � I � NAHODQTSQ NA
GRANICE� h�� 
 RASSTOQNIE MEVDU UZLAMI � I �� w �TOM SLU�AE

*�y �
�

�h�

�
y� � y�
h�

� y� � y�
h��

�
� y�x��x� �

*�y �
�

�h�

�
y� � y�
h��

� y� � y

h�

�
� y�x��x� �

GDE �h� � ��� �h� � h���� mY BUDEM RASSMATRIWATX ��J SPOSOB ZADANIQ
USLOWIJ NA ��h� kAK BUDET POKAZANO NIVE� ON QWLQETSQ NAIBOLEE TO�NYM�

sFORMULIRUEM TEPERX RAZNOSTNU� KRAEWU� ZADA�U� SOOTWETSTWU�
��U� ZADA�E ���	

*y � � � �� x � �
�h�

*�y � � � �� x � ��h�

y � �� x � �h�

���

����

����

wOZNIKA�T DWA WOPROSA	 �� O RAZRE�IMOSTI ZADA�I� T� E� O SU�E�
STWOWANII RE�ENIQ SISTEMY ALGEBRAI�ESKIH URAWNENIJ ��� 
 ����� �� O
SHODIMOSTI I TO�NOSTI SHEMY ��� 
 ����� oTWETY NA �TI WOPROSY MY
POLU�IM NIVE PRI POMO�I PRINCIPA MAKSIMUMA�

	TOBY OCENITX POGRE�NOSTX� S KOTOROJ MY OPREDELQEM RE�ENIE
ZADA�I ��� IZ URAWNENIJ ��� 
 ����� NUVNO OCENITX RAZNOSTX y�x� �
� u�x� � z�x�� GDE y�x� 
 RE�ENIE ZADA�I ��� 
 ����� u�x� 
 RE�ENIE
ZADA�I ���� WZQTOE W UZLAH SETKI ��h� pODSTAWLQQ y � z � u W ��� 
 �����
POLU�IM

*z � ��� � � *u� �� x � �
�h�

*�z � ���� �� � *�u� �� x � ��h�

z � �� x � �h�

������� ����

iZ WY�ESKAZANNOGO SLEDUET� �TO � � *u� � � O�jhj��� ESLI � � f�x��
�� � O�jhj� DLQ USLOWIQ ���� �� � O��� DLQ USLOWIQ ���� 	TOBY OCE�
NITX RE�ENIE ZADA�I ��� 
 ���� �EREZ PRAWU� �ASTX� NAM PONADOBITSQ
PRINCIP MAKSIMUMA�

�� pRINCIP MAKSIMUMA� rASSMOTRIM ZADA�U ��� 
 ����� rAZRE�
�IM URAWNENIE ��� OTNOSITELXNO y� �SM� RIS� ��� A�	

�

�
�

h��
�

�

h��

�
y� �

�

h��
�y� � y�� �

�

h��
�y� � y
� � ��� x � �h� ����
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pUSTX � 
 NEREGULQRNYJ UZEL �SM� RIS� ��� W�� tOGDA IZ URAWNENIQ
*�y � � � � SLEDUET

�

�h�

�
y� � y�
h�

� y� � y�
h��

�
�

�

h�

�
y� � y�
h�

� y� � y

h�

�
� ����

�

�
�

h�h��
�

�

h��

�
y� �

�

�h�h�
y� �

�

h��
�y� � y
� � $��� ����

GDE $�� � �� �
�

�h�h��
����� h�� 
 RASSTOQNIE MEVDU UZLOM � I GRANI��

NYM UZLOM �� �h� � ��� �h��� h��� iZ ���� I ���� WIDNO� �TO OBE FORMULY
MOGUT BYTX ZAPISANY W WIDE A�x� y�x� �

P
�
	��x�B�x� �� y��� � F �x�

DLQ WSEH x � �h �
�
�h � ��h� GDE SUMMIROWANIE PROWODITSQ PO WSEM UZ�

LAM �ABLONA S CENTROM W UZLE x� ISKL��AQ SAM UZEL x� kO�FFICIENTY
A�x� I B�x� �� UDOWLETWORQ�T USLOWIQM A�x� 
 �� B�x� �� 
 ��X

�
	��x�

B�x� �� � A�x� PRI x � �
�h�

eSLI y j
h � �� TO PO KRAJNEJ MERE ODIN IZ KO�FFICIENTOW B�x� ��
W POGRANI�NOJ ZONE ��h MOVNO FORMALXNO POLOVITX RAWNYM NUL��
TAK �TO

P
� B�x� �� � A�x� �D�x�� D�x� 
 �� eSLI� NAPRIMER� UZEL �

�SM� RIS� ��� A� NAHODITSQ NA �h� TOD�x� �D��� �
�

�h�h��
�

�

h��
� TAK KAK

�h� � ��� �h�� � h�� � h�� eSLI VE DWA UZLA � I � �SM� RIS� ��� B� QWLQ�
�TSQ GRANI�NYMI� TO D�x� �D��� � ��h�� � ��h��� B��� �� � B��� �� � ��
tAKIM OBRAZOM� PRI y j
h � � W ��h WSEGDA WYPOLNENO USLOWIE

D�x� �
�

h�
� GDE h � max�h�� h��� ����

iTAK� RASSMOTRIM ZADA�U	 TREBUETSQ NAJTI FUNKCI� y�x�� OPRE�
DELENNU� NA ��h � �h � �h I UDOWLETWORQ��U� W �h URAWNENI�

A�x� y�x� �
X

�
	��x�

B�x� �� y��� � F �x�� x � �h�

A�x� 
 �� B�x� �� 
 ��
X

�
	��x�

B�x� �� � A�x��

����������� ����

sPRAWEDLIWA SLEDU��AQ TEOREMA �P R I N C I P M AK S IM UM A��
eSLI F �x� � � WS�DU W �h� TO RE�ENIE ZADA�I ���� �NE RAWNOE PO�

STOQNNOJ� NE MOVET PRINIMATX NAIBOLX�EGO POLOVITELXNOGO ZNA�
�ENIQ WO WNUTRENNIH UZLAH SETKI �h� eSLI VE y�x� �� const I F �x� � �
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W �h� TO y�x� NE MOVET PRINIMATX WNUTRI �h NAIMENX�EGO OTRICA�
TELXNOGO ZNA�ENIQ�

dOK A Z A T E L X S TW O� pUSTX F �x� � � WO WSEH WNUTRENNIH UZLAH�
dOPUSTIM� �TO y�x� PRINIMAET POLOVITELXNOE MAKSIMALXNOE ZNA�ENIE
W NEKOTOROM WNUTRENNEM UZLE� tAK KAK y�x� �� const� TO SU�ESTWUET
TAKAQ TO�KA �x � �h� W KOTOROJ y��x� � max y�x� �M� 
 �� A W SOSEDNEM

UZLE �� �����x� IMEEM y���� � M�� uRAWNENIE ���� W UZLE �x PEREPI�EM W
WIDE��A��x��X

�

B��x� ��

�� y��x� �
X
�

B��x� �� �y��x�� y���� � F ��x�� ����

tAK KAK
P

� B��x� �� �y��x� � y���� � B��x� ��� �y��x� � y����� 
 �� TO IZ ����

I ���� SLEDUET F ��x� 
 �� �TO PROTIWORE�IT USLOWI� F �x� � �� pERWAQ
�ASTX TEOREMY DOKAZANA�

wTORAQ �ASTX DOKAZYWAETSQ ANALOGI�NO�
sLE D S T WI E �� eSLI F �x� � �� x � �h I y j
h � �� TO RE�ENIE ZA�

DA�I ���� NEOTRICATELXNO	 y�x� � � WS�DU W ��h� w SAMOM DELE� PUSTX
HOTQ BY W ODNOM UZLE �x � �h FUNKCIQ y�x� OTRICATELXNA� TOGDA ONA
DOLVNA PRINIMATX OTRICATELXNOE NAIMENX�EE ZNA�ENIE WO WNUTREN�
NEM UZLE� �TO NEWOZMOVNO W SILU PRINCIPA MAKSIMUMA �ESLI TOLXKO
y�x� �� const��

sLE D S T WI E �� eSLI F �x� � �� x � �h I y j
h � �� TO y�x� � � DLQ
WSEH x � ��h�

sLE D S T WI E �� oDNORODNOE URAWNENIE

A�x� y�x� �
X

�
	��x�

B�x� �� y��� ����

PRI ODNORODNOM GRANI�NOM USLOWII y j
h � � IMEET TOLXKO TRIWIALXNOE
RE�ENIE�

w SAMOM DELE� PRI F � � SLEDSTWIQ � I � DA�T SOOTWETSTWENNO
y�x� � �� y�x� � �� T� E� y�x� � ��

tAKIM OBRAZOM� RAZNOSTNAQ ZADA�A ���� IMEET EDINSTWENNOE RE�E�
NIE�

sLE D S T WI E �� dLQ RE�ENIQ ODNORODNOGO URAWNENIQ ���� WERNA
OCENKA

kyk� � kyk��
� ����

GDE kyk� � max
x
��h

jy�x�j� kyk��
 �max
x

h

jy�x�j �RE�ENIE URAWNENIQ ���� PRI�
NIMAET NAIBOLX�EE I NAIMENX�EE ZNA�ENIQ NA GRANICE �h��

iMEET MESTO SLEDU��AQ T E OR EM A S R A WN E N I Q�
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pUSTX y�x� � RE�ENIE URAWNENIQ ����� A �y�x� � RE�ENIE TOGO VE

URAWNENIQ S PRAWOJ �ASTX� �F �x� � � I GRANI�NYM ZNA�ENIEM �y j
h �
� �� eSLI WYPOLNENY USLOWIQ jF �x�j � �F �x� PRI x � �h� jy�x�j � �y�x�
PRI x � �h� TO jy�x�j � �y�x� DLQ WSEH x � ��h�

sLEDSTWIE � SRAZU DAET �y�x� � � WS�DU W ��h� fUNKCII u� �y� y� v �

� �y� y UDOWLETWORQ�T URAWNENI� ���� S PRAWYMI �ASTQMI Fu � �F �F �

Fv � �F �F I GRANI�NYMI ZNA�ENIQMI u� �y� y j
 � v � �y� y j
 � tAK KAK
PO USLOWI� Fu � �� u j
 � � I Fv � �� v j
 � �� TO W SILU SLEDSTWIQ �
u � � ILI y � ��y� v � � ILI y � �y� T� E� jyj � �y PRI x � �h�

�� oCENKA RE�ENIQ NEODNORODNOGO URAWNENIQ� rASSMOTRIM
NEODNORODNOE URAWNENIE

A�x� y�x� �
X
�

B�x� �� y��� � F �x�� x � �h� ����

S ODNORODNYM GRANI�NYM USLOWIEM

y j
 � ��

pUSTX WYPOLNENY USLOWIQ

B�x� �� 
 ��
X
�

B�x� �� � A�x��D�x�� D�x� � 	 
 � ����

DLQ WSEH x � �h�

tOGDA DLQ RE�ENIQ ZADA�I ����� ���� WERNA OCENKA

kyk� � kFk�
	

� ����

w SILU TEOREMY SRAWNENIQ jyj � �y� GDE �y 
 RE�ENIE ZADA�I ���� S

PRAWOJ �ASTX� �F � jF j� pUSTX �y�x� PRINIMAET NAIBOLX�EE ZNA�ENIE W
UZLE �x� tAK KAK �y��x� 
 �� TO

A��x� �y��x� �
X
�

B��x� �� �y��� � jF ��x�j � �A��x��D��x�� �y��x� � jF ��x�j�

�y��x� �
jF ��x�j
D��x�

�

((((FD
((((
�

�k�k� � max
��h

j�j��

u�ITYWAQ� �TO kyk� � �y��x� I D � 	� POLU�AEM ����� zAMETIM� �TO FAK�
TI�ESKI NAMI POLU�ENA OCENKA

kyk� �
((((F �x�

D�x�

((((
�

�

pREDPOLOVIM� �TO

D�x� � 	 
 � PRI x � ��h� D�x� � � PRI x � �
�h�

F �x� � � PRI x � �
�h� F �x� � F � PRI x � ��h�

����

����
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tOGDA DLQ RE�ENIQ ZADA�I ����� ����� ���� WERNA OCENKA

kyk� � �

	
kF �k�� ����

w SAMOM DELE� �y�x� � � W SILU PRINCIPA MAKSIMUMA I NE MOVET

IMETX NAIBOLX�EGO ZNA�ENIQ W UZLAH x � �
�h� W KOTORYH F �x� � ��

pREDPOLAGAQ� �TO �x � ��h ESTX TO�KA� W KOTOROJ DOSTIGAETSQ MAKSIMUM�
POLU�IM OCENKU �����

nAIBOLX�IE TRUDNOSTI PRI OCENKE RE�ENIQ ZADA�I ���� WOZNIKA�
�T W SLU�AE D�x� � � PRI x � �h� tOGDA STROITSQ MAVORANTNAQ FUNK�
CIQ �y�x� � kyk�� UDOWLETWORQ��AQ URAWNENI� ���� S PRAWOJ �ASTX�
�F �x� � jF �x�j�

iTAK� ESLI WYPOLNENO USLOWIE D�x� � 	 
 �� x � �h� TO DLQ RE�E�
NIQ ZADA�I ���� 
 ���� WERNA OCENKA

kyk� � kyk��
 � kFk�
	

� ����

WYRAVA��AQ NEPRERYWNU� ZAWISIMOSTX RE�ENIQ OT GRANI�NYH DAN�
NYH I OT PRAWOJ �ASTI�

�� sHODIMOSTX RE�ENIQ RAZNOSTNOJ ZADA�I dIRIHLE� 	TO�
BY USTANOWITX SHODIMOSTX I PORQDOK TO�NOSTI SHEMY ��� 
 ����� MY
DOLVNY OCENITX RE�ENIE ZADA�I �����

pOGRE�NOSTX APPROKSIMACII W REGULQRNYH UZLAH � � �*u� ���
� �Lu� f� � O�jhj��� ESLI u � C�
�� I W NEREGULQRNYH UZLAH � � �� �
� O�jhj��

tAK KAK k��k� � O�jhj�� TO DLQ OCENKI z SLEDUET RASSMOTRETX OT�
DELXNO WKLAD W z POGRE�NOSTI APPROKSIMACII W NEREGULQRNYH UZLAH�

pREDSTAWIM z W WIDE SUMMY z �
�
z � z�� GDE

�
z I z� 
 RE�ENIQ ZADA�

*
�
z � �

�
�� x � �h�

�
z j
h � ��

�
� �

�
�� x � �

�h�

�� x � ��h�

*z� � ���� x � �h� z� j
h � �� �� �

�
�� x � �

�h�

�� x � ��h�

����

����

tAK KAK z j
h � �� TO D�x� � ��h� � 	 
 � PRI x � ��h I D�x� � � PRI

x � �
�h�
pOLXZUQSX ����� POLU�AEM

kz�k� � h� k��k�� ����

dLQ OCENKI
�
z WOSPOLXZUEMSQ TEOREMOJ SRAWNENIQ� pOSTROIM MAVO�

RANTNU� FUNKCI�

U�x� � K�R� � r��� r� � x�� � x���



x �� metod kone�nyh raznostej dlq zada�i dirihle ���

GDE R 
 RADIUS KRUGA S CENTROM W TO�KE ��� �� � G� SODERVA�EGO
OBLASTX G� K � const 
 �� wY�ISLIM RAZNOSTNYE PROIZWODNYE

*�r
� � �r���x�x� � �x����x�x� �

�x� � h��
� � �x�� � �x� � h��

�

h��
� ��

*�r
� � � PRI x � �

�h� w NEREGULQRNYH UZLAH TAKVE IMEEM *�r
� � ��

tAKIM OBRAZOM�

*U � �K *r� � ��K PRI x � �h �
�
�h � ��h�

wYBEREM K TAK� �TOBY k
�
�k� � �K� dLQ �TOGO DOSTATO�NO POLOVITX

K � k
�
�k���� u�ITYWAQ� �TO U � � PRI x � �h� U � KR� � R� k

�
�k����

I POLXZUQSX TEOREMOJ SRAWNENIQ� NAHODIM

k�zk� � kUk� � �

�
R� k

�
�k� ����

oB�EDINQQ NERAWENSTWA ���� I ���� I U�ITYWAQ� �TO kzk� � k�zk�� kz�k��
POLU�AEM

kzk� � h� k��k� � �

�
R� k

�
�k�� ����

tEM SAMYM DOKAZANA SLEDU��AQ TEOREMA�
dLQ RE�ENIQ ZADA�I ���� IMEET MESTO OCENKA �����

iZ ���� WIDNO� �TO ESLI u � C���� �G�� T� E� RE�ENIE ZADA�I IMEET

NEPRERYWNYE W ZAMKNUTOJ OBLASTI �G �G�' WTORYE PROIZWODNYE� TAK

�TO k
�
�k� � ��jhj�� k��k� � ��jhj�� GDE ��jhj� 	 � PRI jhj 	 �� TO SHEMA

��� 
 ���� SHODITSQ	

kzk� � ky � uk� � ��jhj�� ����

eSLI u � C�
��G�� TO SPRAWEDLIWY OCENKI

k
�
�k� � M


��
jhj�� k��k� � �

�
M�h� GDE Ms � max

�� �G

���� suxs�

���� ����

�� � �� �� s � �� ��� pRIMENQQ NERAWENSTWO ����� WIDIM� �TO DLQ RE�E�
NIQ ZADA�I ���� WERNA OCENKA

kzk� � ky � uk� � �

�
M�h

� �
M
R

�

��
jhj��

T� E� SHEMA ��� 
 ���� RAWNOMERNO SHODITSQ SO SKOROSTX�O�jhj�� �IMEET
��J PORQDOK TO�NOSTI��

zAMETIM� �TO ESLI y NA ��h ZADAWATX PRI POMO�I LINEJNOJ INTER�
POLQCII �SM� ����� TO �� � O��� I OCENKA ���� DAET

ky � uk� � O�jhj��� ����
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T� E� I W �TOM SLU�AE SHEMA ��� IMEET ��J PORQDOK TO�NOSTI�
dLQ OPREDELENIQ RE�ENIQ RAZNOSTNOJ ZADA�I dIRIHLE ��� 
 ����

MY POLU�AEM SISTEMU LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH URAWNENIJ BOLX�OGO
PORQDKA� RAWNOGO �ISLU WNUTRENNIH UZLOW SETKI� pRI TO�NOM RE�E�
NII �TOJ SISTEMY IZWESTNYMI METODAMI LINEJNOJ ALGEBRY TREBUETSQ
BOLX�OE �ISLO ARIFMETI�ESKIH DEJSTWIJ I BOLX�OJ OB�EM OPERATIW�
NOJ PAMQTI MA�INY� pO�TOMU SISTEMU URAWNENIJ RE�A�T ITERACI�
ONNYMI METODAMI� U�ITYWA��IMI SPECIALXNYJ WID MATRICY SISTE�
MY� nIVE �W x �� IZLAGA�TSQ ITERACIONNYE METODY RE�ENIQ SETO�NYH
URAWNENIJ�

xxxxxxxxx �� rAZNOSTNYE METODY RE�ENIQ ZADA�
S NESKOLXKIMI PROSTRANSTWENNYMI PEREMENNYMI

�� mNOGOMERNYE SHEMY� w x � MY RASSMATRIWALI RAZNOSTNYE
SHEMY DLQ RE�ENIQ ZADA�I dIRIHLE W SLU�AE DWUH IZMERENIJ �x�� x���
pRI NAPISANII RAZNOSTNYH SHEM DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI

u

t
� �u� f ���

PERWYM �AGOM QWLQETSQ APPROKSIMACIQ OPERATORA lAPLASA� pUSTX

*y � *�y �*�y� *�y � y�x	x	 � � � �� �� ���


 PQTITO�E�NYJ OPERATOR NA �h S �AGAMI h� I h��
kAK W x �� P� �� DWUHSLOJNYE SHEMY DLQ ��� WOZXMEM W WIDE

yj�� � yj

�
� *��yj�� � ��� �� yj� � �� ���

yj�� � yj��
i��i�

� y�i�h�� i�h�� tj����

pUSTX �G 
 OBLASTX NA PLOSKOSTI �x�� x��� OGRANI�ENNAQ KRIWOJ '�

wWEDEM W �G � G� ' SETKU ��h� OPISANNU� W x �� bUDEM RASSMATRIWATX
ZADA�U

u

t
� �u� f�x� t�� x � G� � � t � T�

u�x� �� � u��x�� u j� � ��x� t��

��� ���

eJ POSTAWIM W SOOTWETSTWIE RAZNOSTNU� SHEMU ��� S KRAEWYMI USLOWI�
QMI

y j
h � �� y�x� �� � u��x�� ���

pO ANALOGII S x � USTANAWLIWAETSQ� �TO SHEMA ��� USTOJ�IWA PRI

� �
�

�
� h�

��
�ESLI h� � h� � h��



x � raznostnye metody re	eniq mnogomernyh zada� ���

oTS�DA SLEDUET� �TO QWNAQ SHEMA �� � ��

yj�� � yj

�
� *yj � �j��� ILI yj�� � yj � � �*yj � �j���� ���

USLOWNO USTOJ�IWA PRI � � �h��� �W ODNOMERNOM SLU�AE PRI � � h����
SM� x ��� nEQWNYE SHEMY BEZUSLOWNO USTOJ�IWY PRI � � ���� w SLU�AE
TREH IZMERENIJ� KOGDA x � �x�� x�� x��� W ��� NUVNO PODSTAWITX

*y � *�y �*�y �*�y� *�y � y�x	x	 � � � �� �� ��

uSLOWIE USTOJ�IWOSTI IMEET WID

� �
�

�
� h�

���
�PRI h� � h� � h� � h��

qWNAQ SHEMA �� � �� USTOJ�IWA PRI � � h���� pORQDOK APPROKSIMACII

� � �*u� � � u�t� � �Lu� f � u�t�j�
��� ZAWISIT OT �	 � � O�jhj� �

� ��� PRI � � ���� � � O�jhj� � �� PRI � �� ��� �jhj� � Pp
��� h

�
�� p � �� ��

DLQ L�BOGO �ISLA IZMERENIJ�
kRAEWYE USLOWIQ NA �h STAWQTSQ TAK VE� KAK I W x � DLQ ZADA�I

dIRIHLE� w NEREGULQRNYH UZLAH ��h OPERATOR * �* � �� PI�ETSQ NA
NERAWNOMERNOJ SETKE� dLQ SHEMY S OPEREVENIEM �� � �� SPRAWEDLIW
PRINCIP MAKSIMUMA� oNA RAWNOMERNO SHODITSQ SO SKOROSTX� O�jhj� �
� ���

HE SOSTAWLQET TRUDA NAPISANIE �PO ANALOGII S x � I �� SHEM PO�
WY�ENNOGO PORQDKA O�jhj
 � ��� APPROKSIMACII� NAPRIMER� PRI p � �
�x � �x�� x��� SHEMA O�jhj
 � ��� IMEET WID

y�t � *� ���y � ��� ��� +y� � *� ���y � ��� ��� +y� �f � ���

�� �
�

�
� h��

���
� � � �� � �G 
 PRQMOUGOLXNIK��

w SLU�AE URAWNENIJ S PEREMENNYMI KO�FFICIENTAMI DLQ POLU�E�
NIQ SHEM MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ METODOM BALANSA NA SETKE �h� pUSTX�
NAPRIMER� DANO URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI

u

t
� Lu� f�x� t�� x � �x�� � � � � xp�� L � L� � L� � � � �� Lp�

L�u �


x�

�
k��x� t�

u

x�

�
� � � �� �� � � � � p�

��������� ���

pUSTX p� �� wOZXMEM OB�EM ��i�� ����h� � x� � �i� �����h�� �i��
� ����h� � x� � �i� � ����h�� tj � t � tj��� I NAPI�EM DLQ NEGO URAW�
NENIE BALANSA TEPLAZ Z
g

�uj�� � uj� dx� dx� �
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�

tj��Z
tj

Z
C

�W� dx� �W� dx�� �

Z Z
g

tj��Z
tj

f�x� t� dx� dx��

GDE g � ��i� � ����h� � x� � �i� � ����h�� �i� � ����h� � x� � �i� �
� ����h�� 
 PRQMOUGOLXNIK� C 
 EGO GRANICA� W� � �k� u�x� 

TEPLOWOJ POTOK PO NAPRAWLENI� OSI Ox�� zAMENQQ INTEGRALY I POTOKI
RAZNOSTNYMI WYRAVENIQMI� TAK VE KAK W x �� P� �� PRIHODIM K SHEME
WIDA

ILI

yj�� � yj

�
� *�tj�

���� ��yj�� � ��� �� yj� � �j���

yj�� � yj

�
� � �*y�j�� � ��� �� �*y�j � �j���

���

���

GDE

* � *� �*�� *�y � �a�y�x	�x	 � ����

T� E� *� ESTX ANALOG RAZNOSTNOGO OPERATORA *y � �ay�x�x� APPROKSIMI�
RU��EGO Lu � �ku��� �SM� x �� P� ��� kO�FFICIENT a� OPREDELQETSQ IZ
WYRAVENIJ WIDA ���� IZ x �� NAPRIMER

a� � �a��i��i� � k�

��
i� � �

�

�
h�� i�h�� t

�
�

a� � �a��i��i� � k�

�
i�h��

�
i� � �

�

�
h�� t

�
I T� D�

dLQ � � �j�� MOVNO WZQTX FORMULU �j�� � f�i�h�� i�h�� tj����
��

eSLI KO�FFICIENTY k� IME�T RAZRYWY PRI x� � const� � � �� �� TO
PROSTEJ�EE WYRAVENIE DLQ a� ZAPI�ETSQ W WIDE

a� �
�

�
�k� �i�h� � �� i�h� � �� t� � k� �i�h� � �� i�h� � �� t� �

� k� �i�h� � �� i�h� � �� t� � k� �i�h� � �� i�h� � �� t��

I ANALOGI�NO DLQ a��
dLQ POLU�ENNYH SHEM ��� SPRAWEDLIWY REZULXTATY x �� P� ��
�� �KONOMI�NYE SHEMY� pRI RE�ENII METODOM SETOK MNOGO�

MERNYH URAWNENIJ BOLX�OE ZNA�ENIE IMEET OB�EM WY�ISLITELXNOJ
RABOTY� T� E� �ISLO ARIFMETI�ESKIH DEJSTWIJ DLQ RE�ENIQ ZADA�I
S TREBUEMOJ TO�NOSTX�� pOSMOTRIM S �TOJ TO�KI ZRENIQ NA SHEMY�
POLU�ENNYE W PREDYDU�EM PUNKTE�

pUSTX G 
 KWADRAT �� � x� � �� � � x� � ��� �h � f�i�h� i�h�� i��
i� � �� �� � � � � Ng 
 SETKA S �AGOM h� oNA IMEET �N � ��� � O���h��
WNUTRENNIH UZLOW� rASSMOTRIM QWNU� SHEMU ��� I NEQWNU� SHEMU ���



x � raznostnye metody re	eniq mnogomernyh zada� ���

PRI � � �� oBE SHEMY IME�T ODIN I TOT VE PORQDOK TO�NOSTI� 	ISLO Q
DEJSTWIJ DLQ OPREDELENIQ yj�� WO WSEH UZLAH �h NA NOWOM SLOE t � tj��

PO SHEME ��� PROPORCIONALXNO �ISLU �N � ��� UZLOW SETKI �h� T� E�

Q � O

�
�

h�

�
�

w SLU�AE NEQWNOJ SHEMY ��� PRI � � � DLQ OPREDELENIQ yj�� NUVNO
RE�ITX SISTEMU �N � ��� URAWNENIJ� dLQ �TOGO TREBUETSQ ZNA�ITELXNO
BOLX�E WY�ISLITELXNOJ RABOTY� �EM DLQ QWNOJ SHEMY�

s DRUGOJ STORONY� NEQWNAQ SHEMA �� � �� USTOJ�IWA PRI L�BYH �
I h� A QWNAQ SHEMA USTOJ�IWA LI�X PRI � � h����

wOZNIKAET WOPROS	 NELXZQ LI NAJTI TAKIE SHEMY� KOTORYE SO�ETA�
LI BY LU��IE KA�ESTWA QWNOJ �OB�EM RABOTY Q � O���h��� I NEQWNOJ
�BEZUSLOWNAQ USTOJ�IWOSTX� SHEM�

tAKIE SHEMY NAZYWA�T �KONOMI�NYMI�
bYLO PREDLOVENO MNOGO �KONOMI�NYH SHEM DLQ RAZLI�NYH ZADA�

MATEMATI�ESKOJ FIZIKI��� �KONOMI�NYE SHEMY POZWOLILI NAJTI �I�
SLENNOE RE�ENIE RQDA SLOVNEJ�IH ZADA� FIZIKI I TEHNIKI� W OTNO�E�
NII KOTORYH E�E NESKOLXKO LET NAZAD BYLI SOMNENIQ W WOZMOVNOSTI IH
PRIBLIVENNOGO RE�ENIQ DAVE S ISPOLXZOWANIEM SAMYH SOWER�ENNYH
BYSTRODEJSTWU��IH WY�ISLITELXNYH MA�IN�

w SLU�AE ODNOGO PROSTRANSTWENNOGO PEREMENNOGO NEQWNYE SHEMY
PRIWODQT� KAK MY WIDELI W x �� K SISTEME URAWNENIJ ������ KOTORYE RE�

�A�TSQ METODOM PROGONKI� pRI �TOM DLQ NAHOVDENIQ yj�� TREBUETSQ
O���h� OPERACIJ� rASSMOTRIM SETKU ��h S �AGOM h � ��N W KWADRATE
G �� � x� � �� � � x� � ��� sETKU MOVNO PREDSTAWITX KAK SOWOKUP�
NOSTX UZLOW� RASPOLOVENNYH NA �STROKAH� i� � �� �� �� � � � � N � ILI KAK
SOWOKUPNOSTX UZLOW� RASPOLOVENNYH NA �STOLBCAH� i� � �� �� �� � � � � N �
wSEGO IMEETSQ �N � �� STROK I �N � �� STOLBCOW� 	ISLO UZLOW W KAVDOJ
STROKE �STOLBCE� RAWNO N � ��

eSLI NA KAVDOJ STROKE �STOLBCE� RE�ATX ZADA�U WIDA ����� IZ x �
METODOM PROGONKI PRI FIKSIROWANNOM i� �i��� TO DLQ NAHOVDENIQ RE�E�
NIQ NA WSEH STROKAH �STOLBCAH�� T� E� WO WSEH UZLAH SETKI� POTREBUETSQ
�ISLO DEJSTWIJ O���h��� PROPORCIONALXNOE �ISLU UZLOW ��h� oSNOWNAQ
IDEQ �KONOMI�NYH METODOW I SOSTOIT W POSLEDOWATELXNOM RE�ENII OD�
NOMERNYH ZADA� WIDA ����� IZ x � WDOLX STROK I WDOLX STOLBCOW�

�� P e a c e m a n D� W�� R a c h f o r d H� H� The numerical solution of parabolic
and elliptic di+erential equations �� SIAM J� ����� Vol� �� � �� P� ��%��
D o u g l a s J� On numerical integration of uxx � uyy � ut implicit methods ��
Ibid� P� �%��� qNE N K O H� H� oB ODNOM RAZNOSTNOM METODE S�ETA MNOGOMER�
NOGO URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI �� dan sssr� ����� t� ���� � �� s� ���
%
����� dX Q K O N O W e� g� rAZNOSTNYE SHEMY S RAS�EPLQ��IMSQ OPERATOROM
DLQ MNOGOMERNYH NESTACIONARNYH ZADA� �� vwm I mf� ����� t� �� � �
s� ��%���� sAMA R S KI J a� a� oB ODNOM �KONOMI�NOM RAZNOSTNOM METODE
RE�ENIQ MNOGOMERNOGO PARABOLI�ESKOGO URAWNENIQ W PROIZWOLXNOJ OBLASTI
�� tAM VE� � �� s� 
�
%����

� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ



��� dopolnenie I� metod kone�nyh raznostej

nAIBOLEE �ETKO WYRAVAET �TU IDE� PRODOLXNO�POPERE�NAQ SHEMA
�NEQWNYJ METOD PEREMENNYH NAPRAWLENIJ�	

yj�
��� � yj

��� �
� *�y

j���� �*�y
j � f j�

���� ����

yj�� � yj�
���

��� �
� *�y

j�� �*�y
j���� � f j�

���� ����

pEREHOD OT SLOQ j K SLO� j �� SOWER�AETSQ W DWA �TAPA S �AGAMI ��� � 	
SNA�ALA RE�AETSQ URAWNENIE ����� NEQWNOE PO NAPRAWLENI� x� I QWNOE
PO x�� ZATEM URAWNENIE ����� QWNOE PO x� I NEQWNOE PO x�� zNA�ENIE

yj�
��� QWLQETSQ PROMEVUTO�NYM�
sFORMULIRUEM KRAEWYE I NA�ALXNYE USLOWIQ DLQ SHEMY ���� 


���� W SLU�AE� KOGDA G � f� � x�� x� � �g 
 KWADRAT� ��h �
� f�i�h�� i�h��g
 SETKA S �AGAMI h�� h�� eSLI KRAEWYE USLOWIQ W ��� NE

ZAWISQT OT t� T� E� � � ��x�� TO POLAGAEM yj�
��� j
h � yj�� j
h � ��x� j
h �

eSLI VE �� ��x� t� ZAWISIT OT t� TO DLQ PROMEVUTO�NOGO ZNA�ENIQ yj�
���

KRAEWYE USLOWIQ PRI i� � �� N� ZADA�TSQ PO FORMULE

yj�
��� �

�

�
��j�� � �j�� �

�
�*� ��

j�� � �j� � �� PRI i� � �� N�� ����

A DLQ yj�� STAWQTSQ OBY�NYE USLOWIQ

yj�� � �j�� PRI i� � �� N�� ����

pRISOEDINQQ S�DA NA�ALXNOE USLOWIE

y� � u��x� PRI j � �� ����

POLU�AEM RAZNOSTNU� ZADA�U ���� 
 ����� SOOTWETSTWU��U� ZADA�E
����

pRODOLXNO�POPERE�NAQ SHEMA ���� 
 ���� BEZUSLOWNO USTOJ�IWA
�PRI L�BYH � I h� I IMEET TO�NOSTX O��� � h���

pODSTAWIM W ���� 
 ���� WMESTO *�y I *�y IH WYRAVENIQ

*�y � �*�y�i�i� �
�

h��
�yi��� � �yi� � yi�����

*�y � �*�y�i�i� �
�

h��
�yi��� � �yi� � yi����
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�PI�EM TOLXKO TOT INDEKS �i� ILI i��� KOTORYJ MENQETSQ�� tOGDA DLQ

yj�
��� � �y I yj�� � y POLU�IM KRAEWYE ZADA�I

��� ��y
j����
i��� � �� � ��� y

j����
i�

� ��� ��y
j����
i��� � �F j����

i�
�

i� � �� �� � � � � N� � � �� � i� � N���

y
j����
��i�

� �� jx���� y
j����
N��i�

� �� jx���� �� � ��h�� �

F
j����
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� ��� �� �y
j
i��� � yji���� � ��� ��� y

j
i�
� ��� �f j�

���
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����

I

��� ��y
j��
i��� � �� � ��� y

j��
i�

� ��� ��y
j��
i��� � �F j��

i�
�

i� � �� �� � � � � N� � � �� � i� � N���

yj��
i���

� �j�� jx���� yj��
i��N�

� �j�� jx���� �� � ��h���

F j�� � ��� �� �y
j����
i��� � y

j����
i��� � � ��� ��� y

j����
i�

� ��� �f j�
����

���������������
����

zDESX �� OPREDELQETSQ PO FORMULE ����� pUSTX yj I� SLEDOWATELXNO�

F j���� IZWESTNY� fIKSIRUEM i� � � I NA �TOJ STROKE PO FORMULAM PRO�
GONKI RE�AEM KRAEWU� ZADA�U ����� pOLAGAQ ZATEM i� � �� � � � � N� � ��

POSLEDOWATELXNO NAHODIM yj�
��� WO WSEH UZLAH �h� pOSLE �TOGO WY�I�

SLQEM F j���� I WDOLX STOLBCOW i� � �� �� � � � � N� � � RE�AEM KRAEWYE
ZADA�I ����� w REZULXTATE POLU�AEM ZNA�ENIE yj�� NA NOWOM SLOE� pRI
PEREHODE OT SLOQ j � � K SLO� j � � PROCEDURA S�ETA POWTORQETSQ�

iZ SKAZANNOGO WY�E QSNO� �TO PRI PEREHODE OT SLOQ j K SLO� j �
�� ZATRA�IWAETSQO���h�� ARIFMETI�ESKIH DEJSTWIJ�	TOBY NAJTI yj�

PRI t� � j�� PO NA�ALXNYM DANNYM� TREBUETSQ� O�EWIDNO� O���h�� j� �
� O����h���� OPERACIJ� T� E� �ISLO OPERACIJ PROPORCIONALXNO �I�
SLU ISPOLXZOWANNYH UZLOW PROSTRANSTWENNO�WREMENNOJ SETKI �h� �
� f�i�h�� i�h�� j��g�

w SLU�AE URAWNENIQ ��� S PEREMENNYMI KO�FFICIENTAMI W ���� 

���� SLEDUET PODSTAWITX� SOGLASNO ���� IZ x �� WYRAVENIQ *�y �
� �a��x� tj���� y�x	�x	 � � � �� �� L�u � *�u � O�h���� oPERATORY *�

I *� DEJSTWU�T TOLXKO WDOLX STROK I STOLBCOW SOOTWETSTWENNO� pO�
�TOMU SHEMOJ ���� 
 ���� MOVNO POLXZOWATXSQ I DLQ PROIZWOLXNOJ

OBLASTI� POLAGAQ� NAPRIMER� �� � ��� ��j � �j���� eSLI G 
 OBLASTX�
SOSTAWLENNAQ IZ PRQMOUGOLXNIKOW� TO PRI

�� � ��� ��j � �j���� ���� �L� ��
j�� � �j�

PRODOLXNO�POPERE�NAQ SHEMA IMEET TO�NOSTX O��� � jhj���
sHEMU ���� 
 ���� MOVNO FORMALXNO OBOB�ITX NA SLU�AJ TREH

PROSTRANSTWENNYH PEREMENNYH x�� x�� x�� NO TAK POSTROENNAQ SHEMA
BUDET� WOOB�E GOWORQ� NEUSTOJ�IWA�

��



��� dopolnenie I� metod kone�nyh raznostej

uNIWERSALXNYM METODOM� PRIGODNYM DLQ RE�ENIQ URAWNENIQ TE�
PLOPROWODNOSTI S PEREMENNYMI I DAVE RAZRYWNYMI KO�FFICIENTAMI W
PROIZWOLXNOJ OBLASTI G L�BOGO �ISLA IZMERENIJ� QWLQETSQ LOKALXNO�
ODNOMERNYJ METOD� w OSNOWE EGO LEVIT PONQTIE SUMMARNOJ APPROKSI�
MACII SHEMY� pUSTX DANO URAWNENIE ���� bUDEM ISKATX EGO PRIBLIVEN�

NOE RE�ENIE vj�� PRI t � tj��� POSLEDOWATELXNO �PRI � � �� �� � � � � p�
RE�AQ ODNOMERNYE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI

v���

t
� L�v��� � f�� tj � t � tj���

pX
���

f� � f� � � �� �� � � � � p�

����

S USLOWIQMI vj��� � vj��
������ � � �� � � � � p� vj��� � vj I ESTESTWENNYMI KRAE�

WYMI USLOWIQMI� rE�ENIEM �TOJ ZADA�I� KOTORU� MY USLOWNO ZAPI�EM

W WIDE L� 	 L� 	 � � �	 Lp� QWLQETSQ v
j�� � vj��

�p� � zNAQ v� � u��x�� NA�

HODIM vj���
kAVDOE IZ URAWNENIJ NOMERA � ZAMENIM DWUHSLOJNOJ �ESTITO�E��

NOJ SHEMOJ S WESOM �� �PRI �TOM v����t  �vj��
��� � vj������ � L� � *��

f� � ��� WIDA

vj��
��� � vj���

�
� *�

h
��v

j��
��� � ��� ��� v

j
���

i
� ���

u�ITYWAQ� �TO vj��� � vj��
������ ZAMENQQ v NA y I OPUSKAQ INDEKS j �

� �� POLU�AEM POSLEDOWATELXNOSTX SHEM DLQ ODNOMERNYH URAWNENIJ
TEPLOPROWODNOSTI �ODNOMERNYH SHEM�� KOTORU� MY NAZOWEM LOKALXNO�

ODNOMERNOJ SHEMOJ I USLOWNO ZAPI�EM W WIDE *
����
� 	 *

����
� 	 � � � 	

	 *
��p�
p � nAPI�EM LOKALXNO�ODNOMERNU� SHEMU DLQ SLU�AQ �� � �

�*
���
� 	 *

���
� 	 � � �	 *

���
p �	

y��� � y�����
�

� *�y��� � ��� �x� t� � �h� �

� � �� �� � � � � p� y��� � yj � y�p� � yj���

����

zDESX *�y � �a��x� t
�� y�x	�x	 � �� � ���x� t

��� GDE t� 
 L�BOE ZNA�ENIE
t NA OTREZKE tj � t � tj��� NAPRIMER t

� � tj��� pRAWYE �ASTI �� WYBI�

RA�TSQ TAK� �TO �� � �� � � � � � �p � f�x� t�� � O�jhj� � ��� NAPRIMER
�� � �� � � � � � �p�� � �� �p � f �

sFORMULIRUEM KRAEWYE USLOWIQ DLQ y���� pUSTX G 
 p�MERNAQ

OBLASTX W PROSTRANSTWE x � �x�� � � � � xp�� ' 
 EE GRANICA� pOSTROIM PO

ANALOGII S x �� P� � W G � ' SETKU ��h� wOZXMEM L�BU� TO�KU x � �
�h I

PROWEDEM �EREZ NEE PRQMU� C�� PARALLELXNU� OSI Ox�� rASSMOTRIM
TOT PROSTEJ�IJ SLU�AJ� KOGDA C� PERESEKAET ' W DWUH TO�KAH	 P�� I
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P�
� �mNOVESTWO WSEH TO�EK P�� I P�

� OBOZNA�IM ��h � �� �� �� � � � � p� eSLI
G � G� � f� � x� � l�� � � �� �g 
 PRQMOUGOLXNIK� TO ��h SOSTOIT IZ
UZLOW �i�h�� i�h��� LEVA�IH NA STORONAH x� � � �i� � �� I x� � l� �i� �
� N��� � � �� �� kRAEWYE USLOWIQ DLQ y���� O�EWIDNO� ZADA�TSQ TOLXKO
NA ��h 	

y��� � ��x� t�� PRI x � ��h � � � �� �� � � � � p� ����

w NA�ALXNYJ MOMENT t � � ZADANO USLOWIE

y�x� �� � u��x�� ����

uSLOWIQ ���� 
 ���� ODNOZNA�NO OPREDELQ�T yj PRI WSEH j �
� �� �� � � � I x � �h� dLQ NAHOVDENIQ y��� MY POLU�AEM URAWNENIE

y��� � �*�y��� � F� � y����� � ��� S KRAEWYMI USLOWIQMI ����� �TA
RAZNOSTNAQ ZADA�A RE�AETSQ METODOM PROGONKI PO PEREMENNYM x� I
x��

sHEMA ���� APPROKSIMIRUET URAWNENIE ��� W SUMMARNOM SMYSLE	
POGRE�NOSTX APPROKSIMACII � DLQ LOKALXNO�ODNOMERNOJ SHEMY ESTX
SUMMA POGRE�NOSTEJ APPROKSIMACII �� NA RE�ENII u � u�x� t� DLQ
ODNOMERNYH SHEM ���� NOMERA �	

� �

pX
���

�� � O�jhj� � ��� HOTQ WSE �� � O���� ����

sHEMA ���� BEZUSLOWNO USTOJ�IWA I RAWNOMERNO SHODITSQ	

max
�h

jyj � uj j � O�jhj� � ��� ����

w SLU�AE DWUH IZMERENIJ �p � �� SHEMA ���� IMEET WID

�

�
�y��� � yj� � *�y��� � ���

�

�
�yj�� � y���� � *�y

j�� � ���

TAK KAK y��� � yj � y��� � yj���

w SHEME ���� NE WSE NAPRAWLENIQ RAWNOPRAWNY� sIMMETRIZOWANNAQ
LOKALXNO�ODNOMERNAQ SHEMA

���*
���
� 	 ���*

���
� 	 � � �	 ���*���

p 	 ���*���
p 	 � � �	 ���*

���
� 	 ���*

���
� �

KAK POKAZYWA�T �ISLENNYE �KSPERIMENTY� OBLADAET BOLX�EJ TO�NO�
STX� PO SRAWNENI� SO SHEMOJ ���� S �AGOM ��� � �

mOVNO POSTROITX RQD SIMMETRI�NYH SHEM� IME��IH WTOROJ PORQ�
DOK TO�NOSTI PO � � oKAZYWAETSQ� �TO SHEMA ���� 
 ���� TAKVE QWLQETSQ
SIMMETRI�NOJ LOKALXNO�ODNOMERNOJ SHEMOJ WIDA

���*
���
� 	 ���*

���
� 	 ���*

���
� 	 ���*

���
�

S �� � �� �� � ��� �f � �� � ��� �f � �
 � �� w �TOM MOVNO UBEDITXSQ�
ESLI ISKL��ITX y��� I y��� �SLOVIW ��E I ��E� ��E I ��E URAWNENIQ� I

OBOZNA�ITX y��� � yj�
����
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nAPI�EM ODNU IZ SIMMETRI�NYH LOKALXNO�ODNOMERNYH SHEM S � �
� O�jhj� � ��� DLQ TREH IZMERENIJ �p � �� x � �x�� x�� x���	

���*
���
� 	 ���*

����
� 	 *

����
� 	 ���*

����
� 	 ���*

���
� � ����

�TA SHEMA� IZU�ENNAQ i� w� fRQZINOWYM� QWLQETSQ OBOB�ENIEM SHEMY
���� 
 ���� NA TREHMERNYJ SLU�AJ�

nETRUDNO NAPISATX LOKALXNO�ODNOMERNU� SHEMU DLQ KWAZILINEJ�
NOGO URAWNENIQ

u

t
�

pX
���



x�

�
k��u�

u

x�

�
� f�u�� ����

dOSTATO�NO ZAMENITX KAVDU� IZ ODNOMERNYH SHEM ���� L�BOJ IZ SHEM�
RASSMOTRENNYH W x �� P� ��� DLQ ODNOMERNYH URAWNENIJ	

u

t
�



x�

�
k��u�

u

x�

�
� f��u��

pX
���

f��u� � f�u�� ����

tAK� NAPRIMER� DLQ DWUMERNOGO SLU�AQ p � � DOSTATO�NO W ���� ZAME�

NITX *�y��� I *�y
j�� �yj�� � y��� PRI p � �� WYRAVENIQMI

*�y��� � �a��y���� y��� �x���x� � *�y
j�� � �a��y

j��� yj��
�x�

��x� �

a��y� � k�

�
yi��� � y

�

�
� a��y� � k�

�
yi��� � y

�

� ����

I POLOVITX �� � �� �� � f�y�����

HA RAWNOMERNOJ SETKE *�y �� � �� ��� O�EWIDNO� IMEET WID

*�y �
�

h��
��a��y��i	�� �yi	�� � y�� a��y� �y � yi	���� � ����

dLQ OPREDELENIQ y��� I yj�� POLU�AEM NELINEJNYE TREHTO�E�NYE
ZADA�I� KOTORYE RE�A�TSQ PO ANALOGII S x �� P� �� METODOM ITERA�
CIJ S ISPOLXZOWANIEM FORMUL PROGONKI DLQ KAVDOJ ITERACII� eSLI W
���� POLOVITX a� � a��y

j� I a� � a��y����� TO POLU�IM DLQ OPREDELENIQ

y��� I yj�� LINEJNYE KRAEWYE ZADA�I� KOTORYE RE�A�TSQ SRAZU PUTEM
PROGONKI PO PEREMENNYM x� I x� SOOTWETSTWENNO�

pRIWEDEM DWA PRIMERA�
pRIM E R �� rAS�ET DWUMERNOJ TEMPERATURNOJ WOLNY� rASSMO�

TRIM DWUMERNOE URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI

u

t
�
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�
k��u�

u

x�

�
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�
k��u�
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x�

�
� k��u� � ��u
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S PARAMETRAMI �� � �� �� � �� �� � �� �� � ���� I DLQ RAS�ETA ISPOLX�
ZUEM TO�NOE RE�ENIE

u�x�� x�� t� �

�������
���

q
�� �

p
� � �� �t� x� � �x�� PRI t � x� � �x��

� PRI t � x� � �x��

����
sETKA GRUBAQ	 h� � h� � �� �ISLO UZLOWN� �N� � �� � �� � ����iZ TO�NO�
GO RE�ENIQ WZQTY NA�ALXNYE ZNA�ENIQ� T� E� u�x�� x�� �� � �� I KRAEWYE
USLOWIQ NA PRQMYH x� � �� x� � ��� x� � � I x� � ���

rIS� ��

rAS�ETY PROWODILISX PO LOKALXNO�ODNOMERNOJ SHEME ���� S OPERA�
TORAMI *� I *�� OPREDELQEMYMI FORMULAMI ����� S �AGOM PO WREMENI	
A� � � ���� B� � � ���� W� � � ���� nEKOTORYE REZULXTATY PRI t � �� NA�
NESENY NA RIS� ��� GDE KRESTIKAMI OBOZNA�ENY REZULXTATY WARIANTA
�W�� TO�KAMI
 WARIANTA �A�� SPLO�NYE LINII 
 �TO ANALITI�ESKOE

RE�ENIE���
pRIM E R �� rAS�ET ZADA�I O FAZOWOM PEREHODE �ZADA�I sTEFANA��

pREDPOLOVIM� �TO IMEETSQ DWE FAZY �� � S KO�FFICIENTAMI TEPLOEM�
KOSTI c��u�� c��u� I TEPLOPROWODNOSTI k��u�� k��u�� w KAVDOJ IZ FAZ
TEMPERATURA u�x� t� UDOWLETWORQET URAWNENI� TEPLOPROWODNOSTI

cs�u�
u

t
�

pX
���



x�

�
ks�u�

u

x�

�
� f�x� t�� s � �� �� ����

x � �x�� � � � � xp�� p � �� �� ��

�� sM� SSYLKU NA S� ����
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GDE f�x� t� 
 PLOTNOSTX TEPLOWYH ISTO�NIKOW� HA GRANICE RAZDELA FAZ
TEMPERATURA u�x� t� POSTOQNNA I RAWNA TEMPERATURE u� IH FAZOWOGO PE�
REHODA� TEPLOWYE POTOKI RAZRYWNY I IH RAZNOSTX RAWNA �v� GDE � 

TEPLOTA FAZOWOGO PEREHODA� v 
 SKOROSTX FRONTA GRANICY FAZ� w OD�
NOMERNOM SLU�AE USLOWIQ NA GRANICE x � ��t� RAZDELA FAZ IME�T WID

u�� � �� t� � u�� � �� t� � u�� k�
u

x

����
x����

� k�
u

x

����
x����

� �
d�

dt
�

����
ESLI u � u� W FAZE � I u 
 u� W FAZE ��

wWODQ 	�FUNKCI� dIRAKA� ZAPI�EM URAWNENIE ���� W WIDE

�c�u� � �	�u� u���
u

t
�

pX
���



x�

�
k�u�

u

x�

�
� f� ����

c�u� �

�
c�� u � u��
c�� u 
 u��

k�u� �

�
k�� u � u��
k�� u 
 u��

uSLOWIQ NA GRANICE FAZ �W �ASTNOSTI� USLOWIQ ���� PRI p � �� SLEDU�T
IZ URAWNENIQ �����

dLQ RE�ENIQ ZADA�I sTEFANA PRIMENQETSQ METOD SGLAVIWANIQ	 	�
FUNKCIQ PRIBLIVENNO ZAMENQETSQ 	�OBRAZNOJ FUNKCIEJ 	�u � u�����
OTLI�NOJ OT NULQ TOLXKO NA INTERWALE �u� ��� u� ��� I UDOWLETWO�
RQ��EJ USLOWI� NORMIROWKI

u���Z
u���

	�u� u���� du � ��

wWODQ �FFEKTIWNU� TEPLOEMKOSTX

$c�u� � c�u� � �	�u� u����

I �FFEKTIWNYJ KO�FFICIENT $k�u�� SOWPADA��IJ S k��u� PRI u � u���
I S k��u� PRI u 
 u� ��� MY POLU�AEM DLQ OPREDELENIQ u KWAZILINEJ�
NOE URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI

$c�u�
u

t
�

pX
���



x�

�
$k�u�

u

x�

�
� f ����

S SOOTWETSTWU��IMI KRAEWYMI USLOWIQMI NA GRANICE ' OBLASTI G� W
KOTOROJ I�ETSQ RE�ENIE�

oTMETIM� �TO 	�u� u���� WYBIRAETSQ TAKIM OBRAZOM� �TOBY $c�u�
WBLIZI u � u� IMELO NAIBOLEE PROSTOJ WID	 �STUPENXKI�� PARABOLY I
T� D�



x �� iteracionnye metody ���

tAK KAK �RAZMAZYWANIE� PROWODITSQ PO TEMPERATURE� TO ONO PRI�
MENIMO DLQ L�BOGO �ISLA IZMERENIJ I L�BOGO �ISLA FAZ� dLQ RE�ENIQ
URAWNENIQ ���� PRIMENQETSQ LOKALXNO�ODNOMERNAQ SHEMA ����� �����

rIS� �� rIS� �

bYLI POLU�ENY �ISLENNYE RE�ENIQ SLEDU��IH ZADA�� IME��IH

TO�NYE ANALITI�ESKIE RE�ENIQ��	
�� ZADA�I S KOSYM PLOSKIM FRONTOM �RIS� ����
�� OSESIMMETRI�ESKOJ ZADA�I� W KOTOROJ GRANICA FAZ ESTX OKRUV�

NOSTX �RIS� ����
rE�ENIE �TIH ZADA� PROWODILOSX W PRQMOUGOLXNOJ SISTEME KOORDI�

NAT� rEZULXTATY RAS�ETA POKAZANY NA RIS� �� I ��� sPLO�NYE LINII

GRANICY RAZDELA FAZ� KRESTIKI
 RAS�ETNYE TO�KI� W KOTORYH u � u��

xxxxxxxxx �� iTERACIONNYE METODY RE�ENIQ SETO�NYH URAWNENIJ

�� mODELXNAQ ZADA�A� kRATKO OBSUDIM WOZMOVNOSTI NAHOVDE�

NIQ PRIBLIVENNOGO RE�ENIQ SETO�NYH �LLIPTI�ESKIH ZADA��� ITERA�
CIONNYMI METODAMI� w KA�ESTWE MODELXNOJ RASSMATRIWAETSQ ZADA�A

�� sAMA R S K IJ a� a�� mOIS E E NK O b� d� �KONOMI�NAQ SHEMA SKWOZ�
NOGO S�ETA DLQ MNOGOMERNOJ ZADA�I sTEFANA �� vwm I mf� �����
t� �� � �� s� ���%��
� sM� TAKVE� bUDA K b� m�� sOL O W X E W A e� H��
uSP E N S KI J a� b� rAZNOSTNYJ METOD SO SGLAVIWANIEM KO�FFICIENTOW DLQ
RE�ENIQ ZADA� sTEFANA �� tAM VE� s� ���%���

�� bOLEE POLNOE I WSESTORONNEE OBSUVDENIE PROBLEM RE�ENIQ SETO�NYH
URAWNENIJ PROWODITSQ W KNIGE� sAMA R S K IJ a� a�� nIK O LA E W e� s� mE�
TODY RE�ENIQ SETO�NYH URAWNENIJ� m�� ��
��
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dIRIHLE DLQ URAWNENIQ pUASSONA W PRQMOUGOLXNIKE G � fx j x �
� �x�� x��� � � x� � l�� � � �� �g	

�u �
�u

x��
�
�u

x��
� ���x� W G� u�x�j� � ��x�� ���

w OBLASTI G WWEDEM RAWNOMERNU� PRQMOUGOLXNU� SETKU S �AGAMI h�
I h�� I PUSTX �SM� x �� �h 
 MNOVESTWO WNUTRENNIH� A �h 
 MNOVESTWO
GRANI�NYH UZLOW�

dIFFERENCIALXNOJ ZADA�E ��� STAWITSQ W SOOTWETSTWIE RAZNOSTNAQ
ZADA�A

*y � ���x�� x � �h� ���

y�x� � ��x�� x � �h� ���

GDE

*y �

�X
���

*�y� *�y � y�x	x	 � ���

iSSLEDOWANIE SHODIMOSTI ITERACIONNYH PROCESSOW PROWODITSQ W
PROSTRANSTWE SETO�NYH FUNKCIJ H � ZADANNYH NA ��h � �h � �h I RAW�
NYH NUL� NA �h� dLQ �TOGO W RAZNOSTNOJ ZADA�E ��� 
 ��� ISKL��A�TSQ
S U�ETOM ��� GRANI�NYE UZLY�

dLQ TOGO �TOBY ZAPISATX RAZNOSTNU� ZADA�U ��� 
 ��� W WIDE OPE�
RATORNOGO URAWNENIQ ��GO RODA

Ay � f� ���

OBOZNA�IM

Ay � �*y� y � H� ���

w PRIWEDENNOJ ZAPISI UVE y�x� � �� x � �h� T� E� W GRANI�NYH UZLAH
�TA SETO�NAQ FUNKCIQ NE SOWPADAET S RAZNOSTNYM RE�ENIEM� nEODNO�
RODNOSTX GRANI�NOGO USLOWIQ U�ITYWAETSQ DOPOLNITELXNOJ NEODNOROD�
NOSTX� PRAWOJ �ASTI RAZNOSTNOGO URAWNENIQ ���� pRAWAQ �ASTX URAW�
NENIQ ��� OTLI�NA OT PRAWOJ �ASTI RAZNOSTNOGO URAWNENIQ ��� LI�X W

PRIGRANI�NYH UZLAH� nETRUDNO UBEDITXSQ� �TO f � ����h
��
� ���h

��
� �

GDE

���x� �

�������
���� x��� x� � h��

�� �h� � x� � l� � �h��

��l�� x��� x� � l� � h��

���x� �

�������
��x�� ��� x� � h��

�� �h� � x� � l� � �h��

��x�� l��� x� � l� � h��
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aNALOGI�NAQ PROCEDURA PRIMENQETSQ I DLQ RAZNOSTNYH ZADA� S DRUGI�
MI TIPAMI NEODNORODNYH GRANI�NYH USLOWIJ�

nA OSNOWE REZULXTATOW x � USTANAWLIWAETSQ SAMOSOPRQVENNOSTX I
POLOVITELXNOSTX OPERATORA A ��Ay� v� � �y�Av�� �Ay� y� 
 �� W SETO��
NOM GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H � W KOTOROM

�y� v� �
X
x
�h

y�x� v�x�h�h�� kyk �
p
�y� y��

nA OSNOWANII RASSMOTRENIQ ODNOMERNYH OPERATOROW �SM� x �� P� �� IME�
EM OCENKI RAZNOSTNOGO OPERATORA A SNIZU I SWERHU SLEDU��EGO WIDA	

��E � A � ��E� ���

GDE �SR� S ���� I ���� W x ��

�� �
�

l��
�

�

l��
� �� �

�

h��
�

�

h��
� ���

A E 
 TOVDESTWENNYJ OPERATOR�
�� iTERACIONNYE METODY LINEJNOJ ALGEBRY� bUDEM RASSMA�

TRIWATX WOPROSY ITERACIONNOGO RE�ENIQ SISTEMY LINEJNYH URAWNE�
NIJ ���� KOGDA A
 LINEJNYJ OPERATOR� DEJSTWU��IJ W KONE�NOMERNOM
GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H � f 
 ZADANNYJ �LEMENT H � A y NEOBHO�
DIMO NAJTI�

iTERACIONNYJ METOD OSNOWAN NA TOM� �TO� NA�INAQ S NEKOTOROGO
NA�ALXNOGO PRIBLIVENIQ y� � H � POSLEDOWATELXNO OPREDELQ�TSQ PRI�
BLIVENNYE RE�ENIQ URAWNENIQ ��� y�� y�� � � � � yk� � � � � GDE k 
 NO�
MER ITERACII� zNA�ENIQ yk�� OPREDELQ�TSQ PO RANEE NAJDENNYM yk�
yk��� � � � eSLI PRI WY�ISLENII yk�� ISPOLXZU�TSQ TOLXKO ZNA�ENIQ
NA PREDYDU�EJ ITERACII yk� TO ITERACIONNYJ METOD NAZYWAETSQ OD�
NO�AGOWYM �DWUHSLOJNYM�� sOOTWETSTWENNO PRI ISPOLXZOWANII yk I
yk�� ITERACIONNYJ METOD NAZYWAETSQ DWUH�AGOWYM �TREHSLOJNYM��

l�BOJ ODNO�AGOWYJ ITERACIONNYJ METOD MOVNO ZAPISATX W WIDE

Bkyk�� � Ckyk � �k��f� ���

GDE Bk� Ck 
 LINEJNYE OPERATORY� A �k�� 
 �ISLOWYE PARAMETRY�
rE�ENIE URAWNENIQ ��� DOLVNO UDOWLETWORQTX ���� T� E� Bky � Cky �
� �k��f � s U�ETOM URAWNENIQ ��� MOVNO POLOVITX Bk � Ck � �k��A�
wYRAVAQ Ck �EREZ A I Bk� ZAPI�EM ��� W WIDE

Bk
yk�� � yk
�k��

�Ayk � f� k � �� �� � � � ����

�TO ESTX KANONI�ESKAQ FORMA DWUHSLOJNOGO ITERACIONNOGO METODA�
pRI ZADANNOM y� WSE POSLEDU��IE PRIBLIVENIQ NAHODQT PO �����

dLQ HARAKTERISTIKI TO�NOSTI PRIBLIVENNOGO RE�ENIQ ESTESTWEN�
NO WWESTI POGRE�NOSTX zk � yk � y� iTERACIONNYJ METOD SHODITSQ W
�NERGETI�ESKOM PROSTRANSTWE HD� POROVDENNOM SAMOSOPRQVENNYM I
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POLOVITELXNO OPREDELENNYM W H OPERATOROM D �SKALQRNOE PROIZWEDE�
NIE WHD ESTX �y� v�D � �Dy� v��� ESLI kzkkD 	 � PRI k	
� w KA�ESTWE
MERY SHODIMOSTI ITERACIJ PRINIMA�T OTNOSITELXNU� POGRE�NOSTX ��
TAK �TO

kyn � ykD � � ky� � ykD� ����

w SILU TOGO �TO SAMO TO�NOE RE�ENIE y NEIZWESTNO� OCENKA TO�NOSTI
PRIBLIVENNOGO RE�ENIQ PROWODITSQ PO NEWQZKE rk � Ayk � f � Ayk �
�Ay� KOTORAQ MOVET BYTX WY�ISLENA NEPOSREDSTWENNO�nAPRIMER� ITE�
RACIONNYJ PROCESS PROWODITSQ DO WYPOLNENIQ OCENKI

krnk � � kr�k� ����

iSPOLXZOWANIE KRITERIQ SHODIMOSTI ���� SOOTWETSTWUET WYBORU D �
� A�A W �����mINIMALXNOE �ISLO ITERACIJ� KOTOROE GARANTIRUET TO��
NOSTX � �WYPOLNENIE ���� ILI ������ OBOZNA�IM n�����

pRI POSTROENII ITERACIONNOGO METODA MY DOLVNY STREMITXSQ
K MINIMIZACII WY�ISLITELXNOJ RABOTY PO NAHOVDENI� PRIBLIVEN�
NOGO RE�ENIQ ZADA�I ��� S ZADANNOJ TO�NOSTX�� pUSTX Qk 
 �ISLO
ARIFMETI�ESKIH DEJSTWIJ DLQ NAHOVDENIQ PRIBLIVENIQ yk I PUSTX
DELAETSQ n � n���� ITERACIJ� tOGDA OB�IE ZATRATY OCENIWA�TSQ WE�
LI�INOJ Q��� �

Pn
k��Qk� pRIMENITELXNO K DWUHSLOJNOMU ITERACION�

NOMU METODU ���� MINIMIZACIQ Q��� MOVET DOSTIGATXSQ ZA S�ET WYBORA
OPERATOROW Bk I ITERACIONNYH PARAMETROW �k��� oBY�NO OPERATORY
Bk ZADA�TSQ IZ KAKIH�LIBO SOOBRAVENIJ� A OPTIMIZACIQ ITERACIONNO�
GO METODA ���� OSU�ESTWLQETSQ ZA S�ET WYBORA ITERACIONNYH PARAME�
TROW�

�� wYBOR ITERACIONNYH PARAMETROW� w TEORII ITERACION�
NYH METODOW DLQ WYBORA ITERACIONNYH PARAMETROW POLU�ILI RAS�
PROSTRANENIE DWA PODHODA� pERWYJ IZ NIH SWQZAN S ISPOLXZOWANIEM
APRIORNOJ INFORMACII OB OPERATORAH ITERACIONNOJ SHEMY �Bk I A W
������ pRI WTOROM PODHODE �ITERACIONNYE METODY WARIACIONNOGO TI�
PA� ITERACIONNYE PARAMETRY OPREDELQ�TSQ NA KAVDOJ ITERACII IZ
MINIMUMA NEKOTORYH FUNKCIONALOW I QWNO NE ISPOLXZUETSQ APRIORNAQ
INFORMACIQ OB OPERATORAH�

bUDEM RASSMATRIWATX W KA�ESTWE OSNOWNOJ ZADA�U ���� KOGDA OPE�
RATOR A SAMOSOPRQVEN I POLOVITELXNO OPREDELEN �A � A� 
 �� W KO�
NE�NOMERNOM GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H � rASSMATRIWAETSQ ITERA�
CIONNYJ PROCESS

B
yk�� � yk
�k��

�Ayk � f� k � �� �� � � � � ����

T� E� W OTLI�IE OT OB�EGO SLU�AQ ���� OPERATOR Bk S�ITAETSQ POSTOQN�
NYM �NE IZMENQETSQ W PROCESSE ITERACIJ��

mETOD PROSTOJ ITERACII SOOTWETSTWUET ISPOLXZOWANI� W ���� PO�
STOQNNOGO ITERACIONNOGO PARAMETRA �k � � � T� E� RASSMATRIWAETSQ ITE�
RACIONNYJ PROCESS

B
yk�� � yk

�
�Ayk � f� k � �� �� � � � � ����
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W PREDPOLOVENII� �TO

A � A� 
 �� B � B� 
 �� ����

iTERACIONNYJ METOD ���� NAZYWAETSQ STACIONARNYM�
pUSTX APRIORNAQ INFORMACIQ OB OPERATORAH B I A ZADANA W WIDE

DWUHSTORONNEGO OPERATORNOGO NERAWENSTWA

��B � A � ��B� �� 
 �� ����

T� E� OPERATORY B I A �NERGETI�ESKI �KWIWALENTNY� iMEET MESTO SLE�
DU��EE UTWERVDENIE�

iTERACIONNYJ METOD ���� 
 ���� SHODITSQ W HD� D � A� B
PRI �� � � ����� oPTIMALXNYM ZNA�ENIEM ITERACIONNOGO PARAMETRA
QWLQETSQ � � �� � ����� � ���� A DLQ �ISLA ITERACIJ n� NEOBHODIMYH
DLQ DOSTIVENIQ TO�NOSTI �� SPRAWEDLIWA OCENKA

n � n���� �
ln �

ln ��
� ����

GDE

�� �
�� �

� � �
� � �

��
��

�

zAMETIM� �TO W ���� n����� WOOB�E GOWORQ� NECELOE I n 
 MINI�
MALXNOE CELOE� PRI KOTOROM WYPOLNENO n � n����� sFORMULIROWANNOE
UTWERVDENIE UKAZYWAET PUTX OPTIMIZACII SHODIMOSTI ITERACIONNO�
GO PROCESSA ���� 
 ���� ZA S�ET WYBORA OPERATORA B W SOOTWETSTWII
S ����� T� E� OPERATOR B DOLVEN BYTX BLIZOK OPERATORU A PO �NER�
GII� w �TOM SMYSLE NAIBOLEE BLAGOPRIQTNAQ SITUACIQ SOOTWETSTWUET�
KONE�NO� WYBORU B � A I �� � �� n � � �PRQMOJ METOD��

oPTIMALXNYJ NABOR ITERACIONNYH PARAMETROW W ���� SWQZAN S
KORNQMI POLINOMOW 	EBY� EWA� PO�TOMU TAKOJ ITERACIONNYJ METOD
NAZYWAETSQ �EBY� EWSKIM ITERACIONNYM METODOM �ILI METODOM rI�
�ARDSONA�� oPREDELIM MNOVESTWOMn SLEDU��IM OBRAZOM	

Mn �

�
� cos

�
�i� �

�n
�

�
� i � �� �� � � � � n

�
� ����

dLQ ITERACIONNYH PARAMETROW �k ISPOLXZUETSQ FORMULA

�k �
��

� � ���k
� �k �Mn� k � �� �� � � � � n� ����

	EBY� EWSKIJ ITERACIONNYJ METOD ����� ����� ����� ����� ���� SHO�
DITSQ W HD� D � A� B� I DLQ �ISLA ITERACIJ n� NEOBHODIMYH DLQ
DOSTIVENIQ TO�NOSTI �� SPRAWEDLIWA OCENKA

n � n���� � ln������� ln����� �� ����

GDE

�� �
�� �

���

� � ����
� � �

��
��

�
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zAMETIM� �TO W �EBY� EWSKOM METODE �SM� ����� ����� RAS�ET ITERA�
CIONNYH PARAMETROW OSU�ESTWLQETSQ PO ZADANNOMU OB�EMU �ISLU ITE�
RACIJ n� eSTESTWENNO� �TO WYROVDENNYJ SLU�AJ n � � SOOTWETSTWUET
RASSMOTRENNOMU WY�E METODU PROSTOJ ITERACII�

pRAKTI�ESKAQ REALIZACIQ �EBY� EWSKOGO ITERACIONNOGO METODA
SWQZANA S PROBLEMOJ WY�ISLITELXNOJ USTOJ�IWOSTI� KOTORAQ POROVDE�
NA TEM� �TO NORMA OPERATORA PEREHODA NA OTDELXNYH ITERACIQH BOLX�E
EDINICY I MOVET PROISHODITX ROST LOKALXNOJ POGRE�NOSTI DO AWOSTA�
pROBLEMA WY�ISLITELXNOJ USTOJ�IWOSTI RE�AETSQ SPECIALXNYM UPO�
RQDO�IWANIEM ITERACIONNYH PARAMETROW �WYBOROM �k IZ MNOVESTWA
Mn�� dLQ WY�ISLENIQ OPTIMALXNYH POSLEDOWATELXNOSTEJ ITERACION�
NYH PARAMETROW �k PO ZADANNOMU �ISLU ITERACIJ n PREDLOVENY RAZ�
LI�NYE ALGORITMY�

�� iTERACIONNYE METODY WARIACIONNOGO TIPA� wY�E RAS�
SMATRIWALISX ITERACIONNYE METODY RE�ENIQ ZADA�I ��� W USLOWIQH�
KOGDA ZADANA APRIORNAQ INFORMACIQ OB OPERATORAH B I A W WIDE KON�
STANT �SM� ����� �NERGETI�ESKOJ �KWIWALENTNOSTI �� I ��� 	EREZ �TI
POSTOQNNYE OPREDELQ�TSQ OPTIMALXNYE ZNA�ENIQ ITERACIONNYH PARA�
METROW� pOLU�ENIE �TIH POSTOQNNYH MOVET OKAZATXSQ SLOVNOJ ZADA�
�EJ� PO�TOMU ESTX SMYSL PYTATXSQ STROITX ITERACIONNYE METODY� DLQ
KOTORYH ITERACIONNYE PARAMETRY WY�ISLQ�TSQ BEZ TAKOJ APRIORNOJ
INFORMACII� �TOT KLASS METODOW IZWESTEN KAK ITERACIONNYE METODY
WARIACIONNOGO TIPA� nA�NEM S RASSMOTRENIQ DWUHSLOJNOGO ITERACION�
NOGO METODA ���� W PREDPOLOVENIQH �����

oBOZNA�AQ NEWQZKU rk � Ayk � f I POPRAWKU wk � B��rk� RAS�ET�
NU� FORMULU DLQ ITERACIONNYH PARAMETROW MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

�k�� �
�Dwk� zk�

�Dwk � wk�
� ����

iTERACIONNYJ PROCESS ���� ZAPI�ETSQ SLEDU��IM OBRAZOM	

yk�� � yk � �k��wk� k � �� �� � � �

kONKRETIZACIQ ITERACIONNOGO METODA DOSTIGAETSQ ZA S�ET WYBORA
D � D� 
 �� �TOT WYBOR DOLVEN BYTX POD�INEN� W �ASTNOSTI� USLOWI�
WOZMOVNOSTI WY�ISLENIQ ITERACIONNYH PARAMETROW� w FORMULU ����
WHODIT NEWY�ISLQEMAQ WELI�INA zk� I PO�TOMU WYBOR D � B ZDESX NE
PROHODIT� wTORAQ OTME�ENNAQ WY�E WOZMOVNOSTX 
 D � A 
 PRIWO�
DIT NAS K METODU SKOREJ�EGO SPUSKA� KOGDA

�k�� �
�wk� rk�

�Awk� wk�
� ����

sREDI DRUGIH WOZMOVNOSTEJ WYBORA D OTMETIM D � AB��A 
 METOD
MINIMALXNYH POPRAWOK�

dWUHSLOJNYJ ITERACIONNYJ METOD WARIACIONNOGO TIPA SHODITSQ
NE MEDLENNEE METODA PROSTOJ ITERACII� sFORMULIRUEM SOOTWETSTWU�
��IJ REZULXTAT PRIMENITELXNO K METODU SKOREJ�EGO SPUSKA W WIDE
SLEDU��EJ TEOREMY�
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iTERACIONNYJ METOD ����� ����� ����� ���� SHODITSQ W HA� I DLQ
�ISLA ITERACIJ n� NEOBHODIMYH DLQ DOSTIVENIQ TO�NOSTI �� SPRA�
WEDLIWA OCENKA �����

w WY�ISLITELXNOJ PRAKTIKE NAIBOLX�EE RASPROSTRANENIE POLU�
�ILI TREHSLOJNYE ITERACIONNYE METODY WARIACIONNOGO TIPA� pO SKO�
ROSTI SHODIMOSTI ONI NE HUVE ITERACIONNOGO METODA S �EBY� EWSKIM
NABOROM ITERACIONNYH PARAMETROW� w TREHSLOJNOM �DWUH�AGOWOM�
ITERACIONNOM METODE NOWOE PRIBLIVENIE NAHODITSQ PO DWUM PREDY�
DU�IM� dLQ REALIZACII METODA TREBU�TSQ DWA NA�ALXNYH PRIBLIVE�
NIQ y�� y�� oBY�NO y� ZADAETSQ PROIZWOLXNO� A y� NAHODITSQ PO DWUH�
SLOJNOMU ITERACIONNOMU METODU� tREHSLOJNYJ METOD ZAPISYWAETSQ W
SLEDU��EJ KANONI�ESKOJ FORME TREHSLOJNOGO ITERACIONNOGO METODA	

Byk�� � �k�� �B � �k��A� yk � ��� �k���Byk�� � �k���k��f�

k � �� �� � � � �
����

By� � �B � ��A� y� � ��f�

GDE �k�� I �k�� 
 ITERACIONNYE PARAMETRY�
wY�ISLENIQ PO ���� OSNOWANY NA PREDSTAWLENII

yk�� � �k��yk � ��� �k��� yk�� � �k���k��wk� ����

GDE wk � B��rk � rEALIZACIQ TREHSLOJNOGO ITERACIONNOGO METODA �ASTO
SWQZANA S ISPOLXZOWANIEM PREDSTAWLENIQ

yk�� � yk � �kpk� k � �� �� � � � �

p� � w�� pk � wk � �kpk��� k � �� �� � � �
����

sOPOSTAWLQQ ���� I ����� USTANAWLIWAEM SWQZX PARAMETROW �k I �k S
PARAMETRAMI �k I �k 	

�k � ��k���k��� �k � ��k�� � ��
�k�k

�k���k��
�

s ISPOLXZOWANIEM WWEDENNYH OBOZNA�ENIJ RAS�ETNYE FORMULY
ITERACIONNOGO METODA SOPRQVENNYH NAPRAWLENIJ DA�T

�k�� �
�Dwk� zk�

�Dwk � wk�
� k � �� �� � � � �

�k�� �

�
�� �k��

�k

�Dwk � zk�

�Dwk��� zk���
�

�k

���
� k � �� �� � � � � �� � ��

����
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w SLU�AE D � A� KAK SLEDUET IZ ����� ITERACIONNYE PARAMETRY
RASS�ITYWA�TSQ PO FORMULAM

�k�� �
�wk� rk�

�Awk � wk�
� k � �� �� � � � �

�k�� �

�
�� �k��

�k

�wk� rk�

�wk��� rk���
�

�k

���
� k � �� �� � � � � �� � ��

����

rAS�ET ITERACIONNYH PARAMETROW TREHSLOJNOGO ITERACIONNOGO METODA
���� W SOOTWETSTWII S ���� OPREDELQET METOD SOPRQVENNYH GRADIENTOW�
KOTORYJ NAIBOLEE �IROKO ISPOLXZUETSQ W WY�ISLITELXNOJ PRAKTIKE�
mETOD SOPRQVENNYH GRADIENTOW ����� ���� PRI WYPOLNENII ����� ����
SHODITSQ W HA� I DLQ �ISLA ITERACIJ n� NEOBHODIMYH DLQ DOSTIVENIQ
TO�NOSTI �� SPRAWEDLIWA OCENKA �����

�� dIAGONALXNYJ OPERATOR BBBBBBBBB� pROSTEJ�IJ KLASS ITERACION�
NYH METODOW SWQZAN S WYBOROM DIAGONALXNOGO OPERATORA B� w �TOM
SLU�AE

B � b�x�E ����

I RAS�ET NOWOGO ITERACIONNOGO PRIBLIVENIQ PROWODITSQ PO QWNYM
FORMULAM� k �TOMU KLASSU METODOW PRINADLEVIT I ITERACIONNYJ ME�
TOD qKOBI� KOTORYJ SOOTWETSTWUET WYBORU W KA�ESTWE B DIAGONALXNOJ
�ASTI OPERATORA A I �k � � � ��

zADA�A OPTIMALXNOGO WYBORA B W KLASSE OPERATOROW ���� RE�ENA�
oTNO�ENIE � � ����� W DWUHSTORONNEM OPERATORNOM NERAWENSTWE ����
DLQ A � A� 
 � BUDET MAKSIMALXNYM� ESLI W KA�ESTWE B WYBRATX DIA�
GONALXNU� �ASTX OPERATORA A� i W �TOM SMYSLE METOD qKOBI QWLQETSQ
OPTIMALXNYM�

pRI

b�x� � � �h��� � h��� � ����

S U�ETOM ���� ��� IMEEM

� �
��
��

� O�jhj��� jhj� � h�� � h���

dLQ �ISLA ITERACIJ METODA PROSTOJ ITERACII S OPTIMALXNYM ZNA�
�ENIEM � � �� � ����� � ��� I METODA SKOREJ�EGO SPUSKA PRI WYBORE B
SOGLASNO ����� ���� SPRAWEDLIWA OCENKA

n���� � O

�
�

jhj� ln
�

�

�
� ����

tEM SAMYM� �ISLO ITERACIJ PROPORCIONALXNO OB�EMU �ISLU UZLOW �NE�
IZWESTNYH��
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dLQ �EBY� EWSKOGO ITERACIONNOGO METODA I METODA SOPRQVENNYH
GRADIENTOW WMESTO ���� IMEEM SLEDU��U� OCENKU	

n���� � O

�
�

jhj ln
�

�

�
� ����

pO SRAWNENI� S METODOM PROSTOJ ITERACII METOD S �EBY� EWSKIM NA�
BOROM ITERACIONNYH PARAMETROW SHODITSQ ZNA�ITELXNO BYSTREE�

	� pOPEREMENNO�TREUGOLXNYJ ITERACIONNYJ METOD� rAS�
SMOTRIM ZADA�U ��� W USLOWIQH� KOGDA SAMOSOPRQVENNYJ I POLOVITELX�
NYJ OPERATOR A PREDSTAWLQETSQ W WIDE

A � A� �A�� A� � A��� ����

pUSTX OPERATOR D SOOTWETSTWUET DIAGONALXNOJ �ASTI A� L 
 NIVNEJ
TREUGOLXNOJ MATRICE� tOGDA W SILU A � L � D � L� DLQ OPERATOROW
A�� � � �� �� IZ RAZLOVENIQ ���� POLU�IM

A� �
�

�
D � L� A� �

�

�
D � L�� ����

s U�ETOM WYBORA

Dy � d�x�E� d�x� � � �h��� � h��� �� ����

dLQ OPERATOROW A�� � � �� �� RAZLOVENIQ ����� ���� IMEEM SLEDU��IE
PREDSTAWLENIQ NA MNOVESTWE SETO�NYH FUNKCIJ� OBRA�A��IHSQ W NULX
NA �h	

A�y �
�

h�
y�x� �

�

h�
y�x� � A�y � � �

h�
yx� �

�

h�
yx� � ����

oPERATOR B W POPEREMENNO�TREUGOLXNOM ITERACIONNOM METODE
QWLQETSQ FAKTORIZOWANNYM I WYBIRAETSQ W WIDE PROIZWEDENIQ DWUH
TREUGOLXNYH I DIAGONALXNOJ MATRIC	

B � �D � �A��D�� �D � �A��� ����

GDE � 
 �ISLOWOJ PARAMETR�
sKOROSTX SHODIMOSTI ITERACIONNOGO METODA ����� ����� ���� OPRE�

DELQETSQ POSTOQNNYMI �NERGETI�ESKOJ �KWIWALENTNOSTI ��� �� W DWUH�
STORONNEM NERAWENSTWE ����� nAJDEM �TI POSTOQNNYE PRI APRIORNOJ
INFORMACII W WIDE NERAWENSTW

	�D � A� A�D��A� �
	�
�
A� 	� 
 �� ����

dLQ OPERATORA B IMEEM

B � �D � �A��D�� �D � �A�� � D � � �A� �A�� � ��A�D��A�� ����

pRINIMAQ WO WNIMANIE ����� POLU�IM

B �

�
�
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� � � �� 	�

�

�
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� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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tEM SAMYM DLQ �� IMEET MESTO WYRAVENIE

�� �
	�

� � �	 � ��	�	���
� ����

dLQ POLU�ENIQ POSTOQNNOJ �� PREDSTAWIM OPERATOR B NA OSNOWA�
NII ���� W SLEDU��EM WIDE	

B � D � � �A� �A�� � ��A�D��A� � �� �A� � A�� �

� �D � �A��D�� �D � �A�� � ��A�

tAK KAK OPERATOR D POLOVITELEN� TO OTS�DA POLU�AEM �By� y� �
� �� �Ay� y�� T� E� A � ��B� GDE

�� �
�

��
� ����

sEJ�AS MY MOVEM WYBRATX PARAMETR � W ���� ISHODQ IZ USLOWIQ
MAKSIMUMA � � ���� � ������ s U�ETOM ����� ���� POLU�IM

���� �
��
��

�
��	�

� � �	 � ��	�	���
�

mAKSIMUM ���� DOSTIGAETSQ PRI

� � �� � � �	�	��
����� ����

I ON RAWEN

� � ����� �
��

���

� � �
���

� � �
	�
	�

� ����

nA OSNOWANII POLU�ENNYH OCENOK MOVNO SFORMULIROWATX SOOTWETSTWU�
��IJ REZULXTAT O SHODIMOSTI POPEREMENNO�TREUGOLXNOGO ITERACION�
NOGO METODA PRI OPTIMALXNOM WYBORE PARAMETRA ��

pOPEREMENNO�TREUGOLXNYJ ITERACIONNYJ METOD ����� ����� �����
����� ���� S �EBY�
EWSKIM NABOROM ITERACIONNYH PARAMETROW SHODIT�
SQ W HA I HB � PRI�EM DLQ �ISLA ITERACIJ SPRAWEDLIWA OCENKA n �

� n���� � ln������� ln����� �� GDE

�� �
�� �

���

� � �
���

�� OPREDELQETSQ SOGLASNO ������
u�ITYWAQ MALOSTX �� DLQ �ISLA ITERACIJ MOVNO POLU�ITX BOLEE

PROSTOE WYRAVENIE	

n���� � ln������� ��
p
� �

����� � � 	��	�� ����

pOPEREMENNO�TREUGOLXNYJ METOD MOVET REALIZOWYWATXSQ I W WARIAN�
TE METODA SOPRQVENNYH GRADIENTOW� i W �TOM SLU�AE �ISLO ITERACIJ
HARAKTERIZUETSQ OCENKOJ �����
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nAJDEM TEPERX POSTOQNNYE 	� I 	� W NERAWENSTWAH ����� nA OSNO�
WE WYBORA ���� I OCENKI ��� 
 ��� IMEEM 	� � O�jhj��� pRINIMAQ WO
WNIMANIE ����� ����� POLU�AEM

�A�D��A�y� y� �
h��h

�
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�A�y�A�y��

dLQ PRAWOJ �ASTI IMEEM
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POLU�AEM

�A�y�A�y� �

�
�

h��
�

�

h��

�
�Ay� y��

tEM SAMYM PRIHODIM K NERAWENSTWU �A�D��A�y� y� � ��� �Ay� y�� sOPO�
STAWLQQ SO WTORYM NERAWENSTWOM ����� IMEEM 	� � ��

s U�ETOM �TOGO DLQ �EBY� EWSKOGO ITERACIONNOGO METODA WERNA
OCENKA �ISLA ITERACIJ

n���� � O

�
�

jhj��� ln
�

�

�
� ����

tAKIM OBRAZOM� �ISLO ITERACIJ PROPORCIONALXNO KORN� KWADRATNO�
MU IZ �ISLA UZLOW PO ODNOMU NAPRAWLENI� �W NA�EJ DWUMERNOJ ZADA�
�E 
 KORN� �ETWERTOJ STEPENI IZ OB�EGO �ISLA UZLOW�� oCENKA ����
POKAZYWAET� �TO RASSMOTRENNYJ METOD ZNA�ITELXNO PREDPO�TITELXNEE
RASSMOTRENNYH RANEE DRUGIH ITERACIONNYH METODOW�

pARAMETR � W POPEREMENNO�TREUGOLXNOM METODE ����� ���� MOVNO
WKL��ITX W OPERATOR D I ISPOLXZOWATX ���� S B � �D � A��D�� �D �
�A��� oPTIMIZACIQ ITERACIONNOGO METODA DOSTIGAETSQ TOLXKO ZA S�ET
WYBORA OPERATORA D� �TO OSOBENNO WAVNO PRI RASSMOTRENII ZADA� S
PEREMENNYMI KO�FFICIENTAMI� zASLUVIWAET WNIMANIQ POPEREMENNO�
TREUGOLXNYJ ITERACIONNYJ METOD W FORME

B � �D � L�D�� �D � L��� ����

eSLI W KA�ESTWE D WZQTX �D� GDE � 
 POSTOQNNAQ� A D 
 DIAGONALXNAQ
�ASTX A� TO WYBOR ����� KAK I W SLU�AE TREUGOLXNYH ITERACIONNYH
METODOW� �KWIWALENTEN RANEE RASSMOTRENNOMU WYBORU� kONE�NO� ESLI
D �� �D� TO �KWIWALENTNOSTI MEVDU �TIMI WARIANTAMI POPEREMENNO�
TREUGOLXNOGO ITERACIONNOGO METODA UVE NET�

��



dopolnenie II

specialxnye funkcii

�� wWEDENIE� mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH DLQ URAWNENIJ S
�ASTNYMI PROIZWODNYMI PRIWODIT K ZADA�E �TURMA 
 lIUWILLQ�
dLQ URAWNENIJ S POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI I GRANI�NYMI USLOWI�
QMI ��GO RODA� KOTORYE RASSMATRIWA�TSQ W GL� II� III� V� MY POLU�AEM
ZADA�U NA SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ� ILI ZADA�U �TURMA 
 lIUWILLQ�

nAJTI ZNA�ENIQ �� PRI KOTORYH ODNORODNOE URAWNENIE �v � �v �
� � W OBLASTI T S ODNORODNYM USLOWIEM vj	 � � NA GRANICE � IMEET
NETRIWIALXNYE RE�ENIQ v�P � �� � �S O B S T W E N NYE FU N KC I I��

eSLI T 
 OTREZOK � � x � l� PRQMOUGOLXNIK �� � x � l�� � � y � l��
ILI PARALLELEPIPED �� � x � l�� � � y � l�� � � z � l��� TO SOBSTWENNYE
FUNKCII vn�P � WYRAVA�TSQ �EREZ TRIGONOMETRI�ESKIE FUNKCII�

eSLI T 
 KRUG� CILINDR ILI �AR� TO DLQ NAHOVDENIQ SOBSTWENNYH
FUNKCIJ WWODQTSQ NOWYE SPECIALXNYE FUNKCII 
 CILINDRI�ESKIE I
SFERI�ESKIE�

rASSMOTRIM OTDELXNYE SLU�AI�
�� kRUG � � r � r�� w POLQRNYH KOORDINATAH �r� �� ZADA�A �TUR�

MA 
 lIUWILLQ IMEET WID

��v � �v �
�

r
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r
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�

r�
�v
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� �v � �� � � r � r��

v jr�r� � �� v �� ��

���

fUNKCI� v I�EM W WIDE v�r� �� � R�r������ pODSTAWIM v � R� W URAW�
NENIE I RAZDELIM PEREMENNYE	

r�rR��� � �r�R

R
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�
� �� GDE � � const�

oTS�DA SLEDUET� �TO
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�
�� �
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R � �� R�r�� � ��

w SILU ODNOZNA�NOSTI RE�ENIQ FUNKCIQ ���� DOLVNA BYTX PERI�
ODI�ESKOJ� T� E� ��� � ��� � ����� �TO USLOWIE DAET � � n�� GDE n 
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CELOE �ISLO� pOLAGAQ x�
p
� r� PRIHODIM K URAWNENI� CILINDRI�ESKIH

FUNKCIJ� ILI URAWNENI� bESSELQ n�GO PORQDKA	
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d

dx
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dx
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y � ��

���

PRI�EM R�r� � y�
p
� r�� pRI n � � POLU�AEM URAWNENIE bESSELQ NULE�

WOGO PORQDKA
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x

d

dx

�
x
dy

dx
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� y � �� ILI y�� �

�

x
y� � y � ��

KOTOROE SOOTWETSTWUET SLU�A� RE�ENIJ ZADA�I ���� OBLADA��IH OSE�
WOJ SIMMETRIEJ�

rE�ENIQ URAWNENIQ ��� NAZYWA�T CI L I N D R I � E S K IMI FUNK�
C I QMI� k URAWNENI� ��� PRIWODQT TAKVE ZADA�I DLQ URAWNENIQ lA�
PLASA I WOLNOWOGO URAWNENIQ W SLU�AE� KOGDA OBLASTX T ESTX KRUGOWOJ
CILINDR�

�� �AR � � r � r�� rASSMOTRIM ZADA�U �TURMA 
 lIUWILLQ

�v � �v � �� � � r � r�� vjr�r� � �� ���

w SFERI�ESKIH KOORDINATAH
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pOLOVIM v � R�r�w��� �� I PROWEDEM RAZDELENIE PEREMENNYH	
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OTKUDA SLEDUET
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pODSTANOWKA x �
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x PRIWODIT ��� K URAWNENI� bES�
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y�� �
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x
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dLQ FUNKCII w��� ��� OPREDELENNOJ NA SFERE� MY POLU�ILI URAW�
NENIE ���� KOTOROE IMEET OGRANI�ENNOE RE�ENIE �S F E R I � E S K I E
F U NK C I I� TOLXKO PRI � � n�n� ��� tAKIM OBRAZOM� PRI RAZDELENII
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PEREMENNYH DLQ OPERATORA lAPLASA W SFERI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT
MY PRIHODIM K SFERI�ESKIM FUNKCIQM� w �ASTNOM SLU�AE� KOGDA w �
� w��� NE ZAWISIT OT �� URAWNENIE ��� PRINIMAET WID

d

ds

�%
�� s�

& dw
ds

�
� �w � �� GDE s � cos �� �� � s � �� ���

�TO URAWNENIE lEVANDRA� IME��EE TOLXKO PRI � � n�n � �� OGRANI�
�ENNOE RE�ENIE �P OL I N OMY lEVAND R A�� sFERI�ESKIE FUNKCII
WYRAVA�TSQ �EREZ PROIZWODNYE POLINOMOW lEVANDRA I TRIGONOMETRI�
�ESKIE FUNKCII�

w KWANTOWOJ MEHANIKE �ASTO WSTRE�A�TSQ POLINOMY 	EBY� EWA

�RMITA I 	EBY� EWA 
 lAGERRA�

�� oB�EE URAWNENIE TEORII SPECIALXNYH FUNKCIJ� uRAW�
NENIQ DLQ PROSTEJ�IH SPECIALXNYH FUNKCIJ MOGUT BYTX ZAPISANY W
WIDE

Ly � ���x�y � �� a � x � b� ��x� 
 ��

Ly �
d

dx

�
k�x�
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dx

�
� q�x�y� k�x� � �� q�x� � ��
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pROSTEJ�AQ KRAEWAQ ZADA�A y�� � �y � �� y��� � y�l� � �� SOOTWET�
STWU��AQ a� �� b� l� q � �� k � � � const� OPREDELQET TRIGONOMETRI�E�
SKIE FUNKCII� rASSMOTRIM URAWNENIQ DLQ DRUGIH SPECIALXNYH FUNK�
CIJ�

�� uRAWNENIE bESSELQ ���� ILI �xy��� � ��x � n��x� y � �� SOOTWET�
STWUET k�x� � x� ��x� � x� q�x� � n��x� a � �� b � r��

�� pRI k�x� � �� x�� �� �� q � �� a ���� b� � POLU�AEM URAWNENIE
lEVANDRA

���� x�� y��� � �y � �� ���

�� uRAWNENIE PRISOEDINENNYH FUNKCIJ lEVANDRA

���� x�� y��� � m�

�� x�
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SOOTWETSTWUET k�x� � �� x�� q�x� �
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�� uRAWNENIE 	EBY� EWA 
 �RMITA
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�
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SOOTWETSTWUET k�x� � e�x
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�� uRAWNENIE 	EBY� EWA 
 lAGERRA
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SOOTWETSTWUET k�x� � xe�x� q � �� � � e�x� a � �� b �
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hARAKTERNOJ OSOBENNOSTX� UKAZANNYH URAWNENIJ QWLQETSQ OBRA�
�ENIE W NULX KO�FFICIENTA k�x� PO KRAJNEJ MERE NA ODNOM IZ KONCOW
INTERWALA �a� b�� �TO SWOJSTWO k�x�� KAK BUDET POKAZANO NIVE� IGRAET
WAVNU� ROLX DLQ POSTANOWKI KRAEWYH ZADA� DLQ URAWNENIQ ����

rASSMOTRIM POWEDENIE RE�ENIJ URAWNENIQ ��� WBLIZI OSOBOJ TO��
KI� W KOTOROJ k�x� OBRA�AETSQ W NULX�

�� pOWEDENIE RE�ENIJ W OKRESTNOSTI x � ax � ax � ax � ax � ax � ax � ax � ax � a� ESLI k�a� � �k�a� � �k�a� � �k�a� � �k�a� � �k�a� � �k�a� � �k�a� � �k�a� � ��
rASSMOTRIM SLU�AJ� KOGDA a KONE�NO�

eSLI W URAWNENII ��� q�x�� ���x� ZAMENITX FUNKCIEJ q�x�� TO WSE
REZULXTATY� POLU�ENNYE NIVE DLQ URAWNENIQ

Ly � �k�x�y��� � q�x�y � �� k�x� 
 � PRI a � x � b� ����

BUDUT SPRAWEDLIWY I DLQ URAWNENIQ ����
lEMMA �� pUSTX y��x� I y��x� � DWA LINEJNO NEZAWISIMYH RE�

�ENIQ URAWNENIQ ����� KO�FFICIENT KOTOROGO k�x� IMEET WID

k�x� � �x � a���x�� ��a� �� �� ����

GDE ��x� 
 � � NEPRERYWNAQ NA �a� b� FUNKCIQ� eSLI y��x� � OGRANI�
�ENNOE RE�ENIE� PREDSTAWIMOE W WIDE

y��x� � �x� a�nu�x�� n � �� ����

GDE u�x� � NEPRERYWNAQ NA �a� b� FUNKCIQ I u�a� �� �� TO WTOROE RE�
�ENIE y��x� PRI x	 a QWLQETSQ NEOGRANI�ENNYM�

zAMETIM� �TO y��x� MOVNO PREDSTAWITX W WIDE KWADRATURY �EREZ
LINEJNO NEZAWISIMOE RE�ENIE y��x�� w SAMOM DELE� IZ RAWENSTWA � �
� y�Ly� � y�Ly� � �k�y�y

�
� � y�y
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� SLEDUET� �TO WRONSKIAN FUNKCIJ
y��x� I y��x� RAWEN y�y
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� � C�k�x�� GDE C �� �� TAK KAK y��x� I
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� C�ky�� � iNTEGRIRUQ �TO URAWNENIE OT x� DO x� POLU�IM

y��x� � y��x�
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k��� y�����
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�� � C� � const�

w SILU LINEJNOJ NEZAWISIMOSTI y��x� I y��x� MOVNO S�ITATX C� �
� �� kROME TOGO� MOVNO POLOVITX C � �� TAK KAK RE�ENIE ODNOROD�
NOGO URAWNENIQ OPREDELENO S TO�NOSTX� DO POSTOQNNOGO MNOVITELQ� w
REZULXTATE BUDEM IMETX

�y��x� � y��x�
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x�
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PRI�EM x� WYBEREM TAK� �TOBY y���� NE OBRA�ALOSX W NULX NA INTER�
WALE a � � � x��
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pODSTAWLQQ WMESTO k�x� I y��x� IH WYRAVENIQ I POLXZUQSX TEORE�
MOJ O SREDNEM� NAHODIM �ZAMENQQ �y� NA y��
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��x��

xZ
x�

d�

��� a��n��
�

�
�x� a�nu�x�

��x��

�������
��

�n��� a��n

����x
x�

PRI n 
 ��

ln��� a�jxx� PRI n � ��

����

GDE ��x� � ��x�u��x�� x� � �x� x��� pREDSTAWIM y��x� W WIDE

y��x� � f��x� � f��x� x���

GDE

f��x� �
u�x�

��x��

�����
� �

�n�x� a�n
PRI n 
 ��

ln�x� a� PRI n � ��

f��x� x�� �
u�x��x � a�n

��x��

�����
�

�n�x� � a��n
PRI n 
 ��

� ln�x� � a� PRI n � ��

oTS�DA WIDNO� �TO FUNKCIQ f��x� x�� PRI x 	 a OSTAETSQ OGRANI�EN�
NOJ� A jf��x�j 	 
 PRI x	 a LIBO KAK �x� a��n� LIBO KAK j ln�x� a�j�
fAKTI�ESKI DOKAZANA SLEDU��AQ LEMMA�

lEMMA �� pUSTX WYPOLNENY USLOWIQ LEMMY �� eSLI y��a� �� ��
T� E� n � �� TO y��x� IMEET PRI x � a LOGARIFMI�ESKU� OSOBENNOSTX	

y��x� � ln�x� a� PRI y��a� �� � �n � ���

eSLI y��x� IMEET PRI x � a NULX n�GO PORQDKA	 y��x� � �x � a�nu�x��
n 
 �� TO y��x� IMEET PRI x � a POL�S PORQDKA n	

y��x� � �x � a��n� ESLI y��x� � �x � a�n� n 
 ��

lEMMA �� pUSTX WYPOLNENY USLOWIQ LEMMY � I KO�FFICIENT
q�x� LIBO OGRANI�EN� LIBO STREMITSQ K 
 PRI x	 a� TAK �TO

q�x� �
q��x�

�x� a��
� � � �� q��a� �� ��



wwedenie ���

GDE q��x� � NEPRERYWNAQ NA �a� b� FUNKCIQ� tOGDA DLQ OGRANI�ENNOGO
RE�ENIQ y��x� WIDA ���� WYPOLNQETSQ USLOWIE

lim
x�a

k�x�
dy�
dx

�x� � �� ����

ESLI� KROME TOGO� IMEET MESTO NERAWENSTWO

n 
 � � ��

w SAMOM DELE� FIKSIRUEM NEKOTOROE ZNA�ENIE x�� a � x� � b� I PRO�
INTEGRIRUEM ���� OT x DO x�� a � x � x�	

k�x�y���x� � k�x��y
�
��x���

x�Z
x

q��� y���� d� � Q�x��

pODSTAWIW S�DA WYRAVENIQ DLQ y��x� I q�x�� NAJDEM

Q�x� � k�x��y
�
��x���

x�Z
x

q����u���

�� � a���n
d�� n � ��

oTS�DA WIDNO� �TO Q�x� 
 NEPRERYWNAQ NA OTREZKE a � x � x� FUNK�
CIQ� ESLI � � n � �� ILI n 
 � � �� pEREHODQ K PREDELU PRI x 	 a�
WIDIM� �TO SU�ESTWUET PREDEL lim

x�a
Q�x� � Q�a� I� SLEDOWATELXNO�

lim
x�a

k�x�y��x� � Q�a��

pOKAVEM� �TO Q�a� � �� dLQ �TOGO WYRAZIM y��x� �EREZ Q�x�	

y��x� � y��x���
x�Z
x

Q���

k���
d� � y��x���

x�Z
x

Q���

��� a�����
d��

oTS�DA WIDNO� �TO y��x� MOVET BYTX OGRANI�ENA W TO�KE x � a LI�X
PRI USLOWII Q�a� � �� OTKUDA I SLEDUET �����

��pOSTANOWKA KRAEWYH ZADA�� pEREJDEM K POSTANOWKE KRAEWYH
ZADA� DLQ URAWNENIQ

Ly � ��y � � I Ly � � ����

W PROMEVUTKE �a� b�� NA ODNOM ILI OBOIH KONCAH KOTOROGO k�x� OBRA�A�
ETSQ W NULX� eSLI k�a� � � I WYPOLNENO USLOWIE ����� TO PRI x � a MY
BUDEM TREBOWATX OGRANI�ENNOSTI WIDA ���� RE�ENIQ URAWNENIJ �����
pRI �TOM NE TREBUETSQ� �TOBY RE�ENIE y�x� PRI x � a PRINIMALO ZA�
DANNOE ZNA�ENIE�

oB�EE RE�ENIE URAWNENIJ ���� ESTX y�x� � Ay��x� � By��x�� GDE
y� I y� 
 L�BYE LINEJNO NEZAWISIMYE RE�ENIQ URAWNENIQ ����� A
I B 
 PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE� eSLI y��x� UDOWLETWORQET USLOWI�
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OGRANI�ENNOSTI ���� PRI x � a� TO y��x� PRI x	 a OBRA�AETSQ W BES�
KONE�NOSTX �LEMMA ��� pO�TOMU IZ TREBOWANIQ OGRANI�ENNOSTI �����
KOTOROE MY BUDEM ZAPISYWATX FORMALXNO W WIDE

jy�a�j �
 ����

I NAZYWATX ESTESTWENNYM USLOWIEM OGRANI�ENNOSTI �POSKOLXKU ONO
QWLQETSQ SLEDSTWIEM STRUKTURY OPERATORA L�� SRAZU SLEDUET B � ��

w REZULXTATE MY PRIHODIM K SLEDU��EJ KRAEWOJ ZADA�E�
nAJTI SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ I SOBSTWENNYE FUNKCII y�x� �� �

URAWNENIQ

�ky��� � qy � ��y � �� k�x� 
 �� a � x � b� ����

GDE k�x� IMEET WID ����� PRI USLOWII OGRANI�ENNOSTI ���� ILI ���� I
OBY�NOM USLOWII� NAPRIMER ��GO RODA	

y�b� � � PRI x � b� ����

eSLI k�a� � � ILI k�b� � � �NAPRIMER� DLQ URAWNENIQ lEVANDRA��
TO NA OBOIH KONCAH INTERWALA �a� b� STAWITSQ USLOWIE OGRANI�ENNO�
STI� TAK �TO y��x� � �x� a�n��b� x�n�u�x�� GDE n� � �� n� � �� u�a� �� ��
u�b� �� �� u�x� 
 NEPRERYWNAQ NA �a� b� FUNKCIQ� �TO USLOWIE FORMALXNO
ZAPISYWAEM W WIDE

jy�a�j �
� jy�b�j �
� �����

eSLI INTERWAL �a� b� BESKONE�EN� KAK� NAPRIMER� a � �
� b � 

DLQ URAWNENIQ 	EBY� EWA 
 �RMITA ILI a � �� b �
 DLQ URAWNENIQ
	EBY� EWA 
 lAGERRA� TO PRI a � �
 ILI PRI b �
 W �TOM SLU�AE
USLOWIE OGRANI�ENNOSTI ���� ZAMENQETSQ BOLEE SLABYM TREBOWANIEM	
RE�ENIE NA BESKONE�NOSTI NE DOLVNO WOZRASTATX SILXNEE� �EM KONE�NAQ
STEPENX x�

sFORMULIRUEM OB�IE SWOJSTWA SOBSTWENNYH FUNKCIJ I SOBSTWEN�
NYH ZNA�ENIJ POSTAWLENNOJ KRAEWOJ ZADA�I ���� 
 �����

�� sU�ESTWUET BES�ISLENNOE MNOVESTWO SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ
�� � �� � �� � � � � � �n � � � � � KOTORYM SOOTWETSTWU�T SOBSTWENNYE
FUNKCII y��x�� y��x�� � � � � yn�x�� � � �

�� pRI q � � WSE SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ NEOTRICATELXNY	

�n � ��

�� sOBSTWENNYE FUNKCII yn�x� I ym�x�� SOOTWETSTWU��IE RAZNYM
SOBSTWENNYM ZNA�ENIQM �n I �m� ORTOGONALXNY MEVDU SOBOJ S WESOM
��x�	

�yn� ym� �

bZ
a

yn�x�ym�x���x� dx � ��

�� iMEET MESTO TEOREMA RAZLOVIMOSTI	 FUNKCIQ f�x� RAZLAGAETSQ
W ABSOL�TNO I RAWNOMERNO SHODQ�IJSQ RQD PO SOBSTWENNYM FUNKCIQM
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yn�x� DANNOJ ZADA�I

f�x� �

�X
n��

fnyn�x�� fn �
�f� yn�

�yn� yn�
�

ESLI	
�� f�x� IMEET PRI a � x � b NEPRERYWNU� PERWU� I KUSO�NO�

NEPRERYWNU� WTORU� PROIZWODNYE�
�� f�x� UDOWLETWORQET GRANI�NYM USLOWIQM ZADA�I� PRI �TOM�

ESLI k�a� � �� TO

jf�a�j �
 PRI � � q�a� �
�

f�a� � � PRI q�x���	
x�a


�

sWOJSTWA � I � DOKAZYWA�TSQ� KAK I W GL� II� x �� S POMO�X� FORMUL
gRINA� pRI �TOM ISPOLXZUETSQ OGRANI�ENNOSTX W TO�KE x � a FUNKCII
yn�x�� A TAKVE SLEDU��EE IZ LEMMY � RAWENSTWO lim

x�a
k�x� y�n�x� � �� W

SILU �EGO PODSTANOWKI W FORMULAH gRINA PRI x� a OBRA�A�TSQ W NULX�
dOKAZATELXSTWO SWOJSTW � I � OBY�NO PROWODITSQ S POMO�X� TEORII IN�
TEGRALXNYH URAWNENIJ� dLQ TOGO �TOBY � I � IMELI MESTO� DOSTATO�NO�
�TOBY k�x� BYLA NEPRERYWNOJ� A q�x� 
 LIBO NEPRERYWNOJ� LIBO IMELA
WID q��x���x � a�� GDE q��x� 
 NEPRERYWNAQ FUNKCIQ� dLQ IZU�AEMYH
NIVE KLASSOW SPECIALXNYH FUNKCIJ �TI USLOWIQ WYPOLNENY�

kRAEWAQ ZADA�A ���� 	 ���� �KWIWALENTNA INTEGRALXNOMU URAWNENI�

��x� � 


bZ
a

K�x� ������d��

GDEK�x� �� � G�x� ��
p
��x������ ��x� �

p
��x�y�x�� A G�x� �� 	 FUNKCIQ gRI�

NA DLQ OPERATORA L� w SLU�AE k�a� � �� k�b� �� �� y�b� � � FUNKCIQ gRINA
OPREDELQETSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

�� G�x� �� 	 NEPRERYWNAQ FUNKCIQ x PRI FIKSIROWANNOM �� a � � � b�
�� pERWAQ PROIZWODNAQ dG�dx ISPYTYWAET SKA�OK PRI x � ��

k�x�
dG

dx
�x� ��

���x����

x����
� k���

 
G��� � �� ���G��� � �� ��

!
� ���

�� LxG�x� �� � � WO WSEH TO�KAH a 	 x 	 b� KROME x � ��
� G�x� �� UDOWLETWORQET GRANI�NYM USLOWIQM

jG�a� ��j 	�� G�b� �� � ��

iZ OPREDELENIQ G�x� �� SLEDUET� �TO G�x� �� � � PRI x� �  �a� b�� G�x� �� �
� G��� x� �SIMMETRIQ��

pEREJDEM K IZU�ENI� KONKRETNYH SPECIALXNYH FUNKCIJ	 CILIN�
DRI�ESKIH I SFERI�ESKIH FUNKCIJ� A TAKVE POLINOMOW 	EBY� EWA 

�RMITA I 	EBY� EWA 
 lAGERRA�
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�astx I

cilindri�eskie funkcii

xxxxxxxxx �� cILINDRI�ESKIE FUNKCII

pRI RE�ENII MNOGIH ZADA� MATEMATI�ESKOJ FIZIKI PRIHODQT K
OBYKNOWENNOMU DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI�

ILI

d�y

dx�
�

�

x

dy

dx
�

�
�� n�

x�

�
y � ��

�

x

d

dx

�
x
dy

dx

�
�

�
�� n�

x�

�
y � ��

���

NAZYWAEMOMU UR A WN E N I EM C I L I N D RI � E S K I H FUN K C I J n � G O
P OR QD K A� �TO URAWNENIE �ASTO NAZYWA�T TAKVE U R A WN E N I EM
bE S S E L Q n � G O P O R QD K A�

hARAKTERNYMI ZADA�AMI �SM� GL� V� VI I VII�� PRIWODQ�IMI K
CILINDRI�ESKIM FUNKCIQM� QWLQ�TSQ KRAEWYE ZADA�I DLQ URAWNENIQ

�u� k�u � � ���

WNE ILI WNUTRI KRUGA �WNE ILI WNUTRI CILINDRA W SLU�AE TREH NEZAWI�
SIMYH PEREMENNYH�� wWEDQ POLQRNYE KOORDINATY� PREOBRAZUEM URAW�
NENIE ��� K WIDU

�

r



r

�
r
u

r

�
�

�

r�
�u

��
� k�u � �� ���

pOLAGAQ u � R�r� ���� I RAZDELQQ W ��� PEREMENNYE� POLU�AEM

�

r

d

dr

�
r
dR

dr

�
�

�
k� � �

r�

�
R � �

I

��� � �� � ��

uSLOWIE PERIODI�NOSTI DLQ ���� DAET � � n�� GDE n 
 CELOE �ISLO�
pOLAGAQ ZATEM x � kr� PRIHODIM K URAWNENI� CILINDRI�ESKIH FUNK�
CIJ

�

x

d

dx

�
x
dy

dx

�
�

�
�� n�

x�

�
y � �� R�r� � y�kr��

ILI

y�� �
�

x
y� �

�
�� n�

x�

�
y � ��
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w SLU�AE RE�ENIJ WOLNOWOGO URAWNENIQ ���� OBLADA��IH RADIALXNOJ
�CILINDRI�ESKOJ� SIMMETRIEJ� MY POLU�IM URAWNENIE bESSELQ NULE�
WOGO PORQDKA

�

x

d

dx

�
x
dy

dx

�
� y � �� ILI y�� �

�

x
y� � y � ��

�� sTEPENNYE RQDY� uRAWNENIE bESSELQ ��GO PORQDKA

y�� �
�

x
y� �

�
�� ��

x�

�
y � �� ���

ILI

x�y�� � xy� � �x� � ���y � � ����

�� 
 PROIZWOLXNOE DEJSTWITELXNOE ILI KOMPLEKSNOE �ISLO� DEJSTWI�
TELXNU� �ASTX KOTOROGO MY MOVEM S�ITATX NEOTRICATELXNOJ� IMEET
OSOBU� TO�KU PRI x � �� pO�TOMU RE�ENIE y�x� SLEDUET ISKATX W WIDE

STEPENNOGO RQDA��

y�x� � x��a� � a�x� a�x
� � � � �� akx

k � � � ��� ���

NA�INA��EGOSQ S x� � GDE � 
 HARAKTERISTI�ESKIJ POKAZATELX� PODLE�
VA�IJ OPREDELENI�� pODSTAWLQQ RQD ��� W URAWNENIE ���� I PRIRAWNI�
WAQ NUL� KO�FFICIENTY PRI x� � x���� � � � � x��k � POLU�AEM URAWNENIE
DLQ OPREDELENIQ � I SISTEMU URAWNENIJ DLQ OPREDELENIQ KO�FFICIEN�
TOW ak	

a���
� � ��� � ��

a���� � ��� � ��� � ��

a���� � ��� � ��� � a� � ��

� � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � �

ak��� � k�� � ��� � ak�� � �

�k � �� �� � � ���

�����������������������
���

tAK KAK MY MOVEM PREDPOLOVITX� �TO a� �� �� TO IZ PERWOGO URAWNENIQ
��� SLEDUET� �TO

�� � �� � �� ILI � � ��� ���

pEREPI�EM k�E URAWNENIE ��� �k 
 �� W WIDE

�� � k � ���� � k � ��ak � ak�� � �� ���

�� sM�� sTE P A N O W w� w� kURS DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ� m�� �����
�LX S G O L X C l� �� dIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ I WARIACIONNOE IS�ISLE�
NIE� m�� �����
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oSTAWIM POKA W STORONE TOT SLU�AJ� KOGDA � � � ILI � � � �I
SOOTWETSTWENNO ��� ILI ��� RAWNO OTRICATELXNOMU CELOMU �ISLU�

tOGDA IZ WTOROGO URAWNENIQ ���� W SILU ���� BUDEM IMETX

a� � �� ���

uRAWNENIE ��� DAET REKURRENTNU� FORMULU DLQ OPREDELENIQ ak
�EREZ ak��	

ak � � ak��
�� � k � ���� � k � ��

� ���

oTS�DA I IZ ��� ZAKL��AEM� �TO WSE NE�ETNYE KO�FFICIENTY RAW�
NY NUL�� eSLI � WE�ESTWENNO� TO PRI � � �� RE�ENIE OBRA�AETSQ W
BESKONE�NOSTX W TO�KE x � ��

oSTANOWIMSQ NA SLU�AE � � �� iZ ��� SLEDUET� �TO KAVDYJ �ETNYJ
KO�FFICIENT MOVET BYTX WYRAVEN �EREZ PREDYDU�IJ	

a�m � �a�m�� �

��m�m� ��
� ����

pOSLEDOWATELXNOE PRIMENENIE �TOJ FORMULY POZWOLQET NAJTI WYRA�
VENIE a�m �EREZ a�	

a�m � ����m a�
��mm"�� � ���� � �� � � � �� �m�

� ����

wOSPOLXZUEMSQ SWOJSTWOM GAMMA�FUNKCII '�s���

'�s� �� � s'�s� � � � � � s�s� �� � � � �s� n�'�s� n��

eSLI s 
 CELOE �ISLO� TO

'�s� �� � s"�

kO�FFICIENT a� DO SIH POR OSTAWALSQ PROIZWOLXNYM� eSLI � ���n�
GDE n 
 � 
 CELOE �ISLO� TO� POLAGAQ

a� �
�

��'�� � ��
����

I ISPOLXZUQ OTME�ENNOE WY�E SWOJSTWO GAMMA�FUNKCIJ� POLU�AEM

a�k � ����k �

��k��'�k � ��'�k � � � ��
� ����

eSLI VE � � ��� � �� n� GDE n 
 � 
 CELOE �ISLO� TO� POLAGAQ

a� �
�

���'��� � ��
� �����

�� bUDA K b� m�� fOMIN s� w� kRATNYE INTEGRALY I RQDY� m�� ���
�
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BUDEM IMETX

a�k � ����k �

��k��'�k � ��'�k � � � ��
� ����

rQD ���� SOOTWETSTWU��IJ � � � � �� S KO�FFICIENTAMI ���� I ����

J��x� �

�X
k��

����k �

'�k � ��'�k � � � ��

�x
�

��k��
����

NAZYWAETSQ F U N KC I E J b E S S E L Q � � G O R O D A � � G O P OR Q D K A� rQD

J���x� �
�X
k��

����k
'�k � ��'�k � � � ��

�x
�

��k��
� ����

SOOTWETSTWU��IJ� ���� PREDSTAWLQET WTOROE RE�ENIE URAWNENIQ ����
LINEJNO NEZAWISIMOE OT J��x�� rQDY ���� I ����� O�EWIDNO� SHODQTSQ NA
WSEJ PLOSKOSTI x�

rASSMOTRIM TEPERX TOT SLU�AJ� KOGDA � RAWNO POLOWINE CELOGO �ISLA�
pUSTX �� � �n � ����� � GDE n � � 	 CELOE �ISLO� pOLAGAQ W FORMULAH

��� � � n � ���� POLU�AEM

��n � ��a� � ��

k�k � �n � ��ak � ak�� � � �k � ���

TAK �TO

a� � ��

ak � � ak��
k�k � �n � ��

�

pOSLEDOWATELXNO PRIMENQQ �TU FORMULU� NAHODIM

a�k �
����ka�

� �  � � � ��k���n � ����n � �� � � � ��n � �k � ��
�

pOLAGAQ ZDESX � � n � ��� � POLU�AEM FORMULU �����
pOLOVIW DALEE

a� �
�

�n�
���'�n � ����

�

POLU�IM FORMULU �����
pUSTX

� � �n� �

�
�

TOGDA URAWNENIQ ��� DLQ ak PRINIMA�T WID

a� � ����n� � ��
� � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � �

k�k � �� �n�ak � ak�� � ��
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pO�PREVNEMU WSE KO�FFICIENTY a�� a�� � � � � a�n�� RAWNY NUL�� NO DLQ
a�n�� POLU�AEM URAWNENIE � � a�n�� � a�n�� � �� KOTOROE UDOWLETWORQETSQ
PRI L�BOM ZNA�ENII a�n��� pRI k � n KO�FFICIENT a�k�� OPREDELQETSQ RA�
WENSTWOM

a�k�� �
����k�na�n��

��n � ����n � �� � � � � �  � � � ��k � �n�
�

pOLAGAQ a�n�� � �� a� � �����n����'����� n��� POLU�AEM FORMULU ����
tAKIM OBRAZOM� PRI � � ��n� ���� NE TREBUETSQ NIKAKOGO IZMENENIQ W

OPREDELENII FUNKCII J��x�� fORMULY ���� I ���� OSTA�TSQ W SILE�

oTMETIM� �TO FORMULA ���� OPREDELQET J���x� LI�X DLQ NECE�
LYH ZNA�ENIJ �� POSKOLXKU OPREDELENIE a� PO FORMULE ���� PRI CELYH
OTRICATELXNYH � � �n LI�ENO SMYSLA� pRODOLVIM PO NEPRERYWNO�
STI ���� NA CELYE ZNA�ENIQ � � n� pOSKOLXKU '�k � n � �� � �
 DLQ
k � k� � n� �� SUMMIROWANIE W ���� FAKTI�ESKI NA�INAETSQ SO ZNA�E�
NIJ k � k� � � � n� iZMENQQ W ���� INDEKS SUMMIROWANIQ k � n � k��
POLU�AEM

J�n�x� � ����n
�X
k���

����k�
'�k� � n� ��'�k� � ��

�x
�

��k��n
� ����nJn�x��

TAK KAK SUMMIROWANIE NA�INAETSQ S k� � ��
wYPI�EM W KA�ESTWE PRIMERA RQDY DLQ FUNKCIJ bESSELQ ��GO RODA

NULEWOGO �n � �� I ��GO �n � �� PORQDKOW	
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� � � � �
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fUNKCII J��x� I J��x� NAIBOLEE �ASTO WSTRE�A�TSQ W PRILOVENIQH� I

DLQ NIH IME�TSQ PODROBNYE TABLICY��� nA S� ��� PRIWODQTSQ GRAFIKI
J��x� I J��x��

fUNKCII Jn�x� I J�n�x� �n 
 CELOE �ISLO�� KAK MY WIDELI� LI�
NEJNO ZAWISIMY	

J�n�x� � ����nJn�x��
dLQ NECELYH ZNA�ENIJ � FUNKCII J��x� I J���x� LINEJNO NEZAWI�

SIMY� w SAMOM DELE� J��x� IMEET NULX� A J���x� 
 POL�S ��GO PORQDKA

�� wO WSEH TABLICAH SPECIALXNYH FUNKCIJ WSEGDA IME�TSQ TABLICY DLQ
BESSELEWYH FUNKCIJ ��GO RODA �SM�� NAPRIMER� KNIGU e� qNK E� f� �MDE�
f� l�E� A �sPECIALXNYE FUNKCII� FORMULY� GRAFIKI� TABLICY �m�� ��

��
GDE J��x� I J��x� DANY S PQTX� ZNAKAMI DLQ ZNA�ENIJ x W INTERWALE OT � DO
�����
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W TO�KE x � �� tAKIM OBRAZOM� ESLI � 
 NECELOE �ISLO� TO WSQKOE RE�
�ENIE y��x� URAWNENIQ bESSELQ ��� MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDE
LINEJNOJ KOMBINACII FUNKCIJ J��x� I J���x�	

y��x� � C�J��x� � C�J���x��

eSLI I�ETSQ OGRANI�ENNOE RE�ENIE URAWNENIQ ���� TO C� � � I

y��x� � C�J��x� PRI Re � 
 ��

�� rEKURRENTNYE FORMULY� uSTANOWIM SLEDU��IE SOOTNO�E�
NIQ� SU�ESTWU��IE MEVDU FUNKCIQMI bESSELQ ��GO RODA RAZLI�NYH
PORQDKOW	

d

dx

�
J��x�

x�

�
� � J����x�

x�
� ����

d

dx
�x�J��x�� � x�J����x�� ����

�TI FORMULY PROWERQ�TSQ NEPOSREDSTWENNYM DIFFERENCIROWANIEM
RQDOW DLQ BESSELEWYH FUNKCIJ� pOKAVEM� NAPRIMER� SPRAWEDLIWOSTX
SOOTNO�ENIQ ����	
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d

dx

�
J��x�
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�
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����k
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��k������
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w POSLEDNEJ SUMME k MENQETSQ OT � DO 
� wWEDEM NOWYJ INDEKS SUM�
MIROWANIQ l � k � �� KOTORYJ BUDET MENQTXSQ OT � DO 
� tOGDA BUDEM
IMETX

x�
d

dx

�
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�
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� �
�X
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����l �

'�l � ��'�l � �� � �� � ��
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� �J����x��

�TO I DOKAZYWAET FORMULU ����� sPRAWEDLIWOSTX FORMULY ���� DOKA�
ZYWAETSQ ANALOGI�NO�

oTMETIM DWA WAVNYH �ASTNYH SLU�AQ REKURRENTNYH FORMUL� pRI
� � � IZ ���� SLEDUET

J ���x� � �J��x�� ����

� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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dLQ SLU�AQ � � � FORMULA ���� DAET

�xJ��x��
� � xJ��x�� ILI xJ��x� �

xZ
�

�J���� d�� ����

uSTANOWIM REKURRENTNYE FORMULY� SWQZYWA��IE J��x�� J����x� I
J����x�� pROIZWODQ DIFFERENCIROWANIE W ���� I ����� POLU�AEM
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x
� J ���x� � J����x�� �����
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x
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x
J��x��

J����x�� J����x� � ��J ���x��
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s POMO�X� FORMULY ���� MOVNO WY�ISLQTX J����x�� ESLI IZWESTNY
J��x� I J����x�	

J����x� � �J����x� � ��J��x�

x
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pODSTAWLQQ ���� W FORMULY ���� I ����� POLU�AEM
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sinx� A SUMMA W ���� 
 RAZLOVENIE cosx PO STEPENQM x� tAKIM OBRAZOM�
J����x� I J����

�x� WYRAVA�TSQ �EREZ �LEMENTARNYE FUNKCII	
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rASSMOTRIM FUNKCII Jn����
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MNOGO�LEN STEPENI n� �� oTMETIM� �TO Pn��� � �� A Qn��� � ��

�� aSIMPTOTI�ESKIJ PORQDOK CILINDRI�ESKIH FUNKCIJ�
rE�ENIQ URAWNENIQ bESSELQ OBY�NO NAZYWA�T CILINDRI�ESKIMI
FUNKCIQMI� w P� � BYLA OPREDELENA ODNA IZ CILINDRI�ESKIH FUNK�
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 FUNKCIQ bESSELQ�
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oSNOWNYM SWOJSTWOM CILINDRI�ESKIH FUNKCIJ QWLQETSQ IH POWE�
DENIE PRI x 	 � I x 	 
 �ASIMPTOTI�ESKOE POWEDENIE�� nIVE BUDET
POKAZANO� �TO L�BAQ CILINDRI�ESKAQ FUNKCIQ ODNOZNA�NO OPREDELQET�
SQ SWOEJ ASIMPTOTIKOJ PRI x 	 
� TO�NEE� GLAWNYM �LENOM ASIM�
PTOTI�ESKOGO RAZLOVENIQ�

dOKAVEM� �TO L�BAQ WE�ESTWENNAQ CILINDRI�ESKAQ FUNKCIQ PRI
BOLX�IH x PREDSTAWIMA W WIDE

y��x� � ��
sin�x� 	��p

x
�O

�
�

x
	��

�
� ����

GDE �� �� �� 	� 
 NEKOTORYE POSTOQNNYE� O���x
	��� OZNA�AET �LENY

PORQDKA NE NIVE ��x
	���

pOLAGAQ

y �
v�x�p
x
� ����

WY�ISLQQ PROIZWODNYE y� � ����x�	��v � x����v�� y�� � x����v�� �
� x�	��v� � ����x�
��v I PODSTAWLQQ IH W URAWNENIE bESSELQ� POLU�A�
EM URAWNENIE

v�� �
�
�� �� � ���

x�

�
v � �� ����

QWLQ��EESQ �ASTNYM SLU�AEM URAWNENIQ

v�� � �� � ��x�� v � �� ����

GDE

��x� � O

�
�

x�

�
� ����

pOLOVIM

v � � sin�x� 	�� v� � � cos�x� 	�� ����

GDE ��x� I 	�x� 
 NEKOTORYE FUNKCII x� PRI�EM ��x� NE RAWNA NUL�
NI W ODNOJ TO�KE� INA�E v I v� ODNOWREMENNO OBRA�ALISX BY W NULX I
v�x� BYLO BY TOVDESTWENNO RAWNO NUL�� pOLXZUQSX ���� I ����� BUDEM
IMETX
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pOKAVEM� �TO SU�ESTWU�T PREDELXNYE ZNA�ENIQ � I 	 PRI x	
�
w SAMOM DELE�

	�x� � 	�a��
aZ
x

	��s� ds�

OTKUDA W SILU ���� SLEDUET� �TO SU�ESTWUET PREDEL lim
a�� 	�a� � 	� I

	�x� � 	� �O
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aNALOGI�NO NAHODIM IZ ����
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�
� �O

�
�

x
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� ����

PRI�EM �� �� ��
tAKIM OBRAZOM� WSQKOE RE�ENIE URAWNENIQ ���� I� SLEDOWATELXNO�

URAWNENIQ ���� PRI x	
 IMEET WID

v�x� � �� sin�x� 	�� �O

�
�

x

�
� ����

tEM SAMYM USTANOWLENA SPRAWEDLIWOSTX ASIMPTOTI�ESKOJ FORMULY
���� DLQ L�BOJ CILINDRI�ESKOJ FUNKCII y��x��

pOKAVEM� �TO NE MOVET SU�ESTWOWATX DWUH RAZLI�NYH CILINDRI�
�ESKIH FUNKCIJ S ODINAKOWOJ ASIMPTOTIKOJ� w SAMOM DELE� PUSTX �y��x�
I ��y��x� 
 DWE RAZLI�NYE CILINDRI�ESKIE FUNKCII� DLQ KOTORYH

��� � ����� �	� � ��	�� ����

rAZNOSTX �TIH FUNKCIJ

$y��x� � �y��x� � ��y��x� �� �

TAKVE QWLQETSQ CILINDRI�ESKOJ FUNKCIEJ� IME��EJ W SILU ���� SLE�
DU��U� ASIMPTOTIKU	

$y��x� � O

�
�

x
	��

�
�

oDNAKO �TO PROTIWORE�IT FORMULE ���� DLQ L�BOJ CILINDRI�ESKOJ
FUNKCII $y��x�� sLEDOWATELXNO� $y��x� � � I �y��x� � ��y��x��

rE�ENIEM URAWNENIQ bESSELQ MOVET BYTX I KOMPLEKSNAQ FUNK�

CIQ Z��x� � �Z��x� � i ��Z��x�� GDE �Z��x� I
��Z��x� 
 WE�ESTWENNYE CI�

LINDRI�ESKIE FUNKCII� iZ WY�ESKAZANNOGO SLEDUET� �TO KOMPLEKSNAQ
CILINDRI�ESKAQ FUNKCIQ TAKVE ODNOZNA�NO OPREDELQETSQ SWOEJ ASIM�
PTOTIKOJ PRI x	
�
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zNA�ENIQ POSTOQNNYH �� I 	� OPREDELQ�TSQ S POMO�X� DOPOLNI�
TELXNYH ISSLEDOWANIJ� KOTORYE DA�T

�� �
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DLQ WSEH ��
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PRI GRANI�NOM USLOWII
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iZ SPOSOBA POSTROENIQ SOBSTWENNYH FUNKCIJ WIDNO� �TO WSQKOE
NETRIWIALXNOE RE�ENIE RASSMATRIWAEMOJ KRAEWOJ ZADA�I DAETSQ FOR�
MULOJ �����

iZ OB�EJ TEORII URAWNENIJ WIDA L�y� � ��y � �� RASSMOTRENNYH
WY�E �SM� wWEDENIE�� SLEDUET ORTOGONALXNOSTX SISTEMY SOBSTWENNYH
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pEREHODQ K PREDELU PRI �� 	 �� I RASKRYWAQ NEOPREDELENNOSTX W
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UDOWLETWORQET URAWNENI�

L�y� � y�� �
�

x
y� � y � �� ����

w SAMOM DELE�

L�F � �

�Z
�

e�x ch �
�

ch� � � �

x
ch � � �

�
d� �

�

�Z
�

e�x ch � sh� � d� � �

x

�Z
�

e�x ch � ch � d� � S� � S��

iNTEGRIRUQ WTOROE SLAGAEMOE PO �ASTQM� POLU�AEM

S� �
�

x

�Z
�

e�x ch � ch � d� �
sh �

x
e�x ch �

����
�

�

�Z
�

e�x ch � sh� � d� � S��

OTKUDA I SLEDUET

L�F � � ��

pOLAGAQ ch � � �� PREOBRAZUEM INTEGRAL ���� DLQ F �x� K WIDU

F �x� �

�Z
�

e�x�p
�� � �

d��

pOLXZUQSX �TOJ FORMULOJ� MOVNO WYQSNITX HARAKTER POWEDENIQ FUNKCII
F �x� PRI x��� pROIZWODQ E�E RAZ ZAMENU PEREMENNOJ

x �� � �� � ��

POLU�AEM

F �x� �
e�xp
x

�Z
�

e��r
�
�
�

x
� �

� d� �
e�xp
x
F��x��

pRI x��

limF��x� �

�Z
�

e��p
��

d� �
�p
�

�Z
�

e�t
�
dt �

p
�p
�

�t �
p
���

sLEDOWATELXNO� PRI BOLX�IH ZNA�ENIQH x

F��x� �

p
�p
�

�� � ���

GDE �� � PRI x��� oTS�DA POLU�AEM ASIMPTOTI�ESKU� FORMULU

F �x� �

q
�

�x
e�x � � � � � ����

 a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ



��� dopolnenie II� specialxnye funkcii ��� I

GDE TO�KAMI OTME�ENY �LENY BOLEE WYSOKOGO PORQDKA MALOSTI� wWEDENNAQ S
POMO�X� INTEGRALA ���� FUNKCIQ F �x� QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ �����
OGRANI�ENNYM NA BESKONE�NOSTI� PO�TOMU

F �x� � BK��x��

sRAWNENIE ASIMPTOTI�ESKIH FORMUL DLQK��x� I F �x� POKAZYWAET� �TOB � �
I� SLEDOWATELXNO�

K��x� �

�Z
�

e�x ch � d� �x � ��� ���

wYQSNIM HARAKTER FUNKCII K��x� PRI x� �� pREDSTAWIM INTEGRAL

K��x� � F �x� �

�Z
�

e�x�p
�� � �

d�

W WIDE

K��x� �

�Z
x

e��p

� � x�

d
 �x� � 
��

rAZBIWAQ �TOT INTEGRAL NA TRI �ASTI�

K��x� �

AZ
x

d
p

� � x�

�

AZ
x

%
e�� � �

&
d
p


� � x�
�

�Z
A

e�� d
p

� � x�

�

GDE A 	 NEKOTORAQ WSPOMOGATELXNAQ POSTOQNNAQ� WIDIM� �TO PERWOE SLAGAE�
MOE RAWNO

ln
A �

p
A� � x�

x
� � lnx� � � � �

A WTOROE I TRETXE SLAGAEMYE OGRANI�ENY PRI x� �� oTS�DA SLEDUET� �TO

K��x� � � lnx � � � � � ln
�

x
� � � � � ��
�

GDE TO�KI OZNA�A�T SLAGAEMYE� OSTA��IESQ KONE�NYMI PRI x � �� tAKIM
OBRAZOM� FUNKCIQ K��x� QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ ����� IME��IM LOGA�
RIFMI�ESKU� OSOBENNOSTX W TO�KE x � � I �KSPONENCIALXNO UBYWA��IM PRI
x���

sLEDU��AQ ZADA�A DAET FIZI�ESKU� INTERPRETACI� FUNKCII K��x��
pUSTX W NA�ALE KOORDINAT DEJSTWUET STACIONARNYJ ISTO�NIK NEUSTOJ�I�
WOGO GAZA MO�NOSTI Q�� sTACIONARNYJ PROCESS DIFFUZII SOPROWOVDAETSQ
RASPADOM GAZA I OPISYWAETSQ URAWNENIEM

�u � ��u �
�

r

�

�r

�
r
�u

�r

�
�

�

r�
��u

���
� ��u � � ����

�
�
� �
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x �� razli�nye tipy cilindri�eskih funkcij ���

GDE  	 KO�FFICIENT RASPADA� D 	 KO�FFICIENT DIFFUZII� fUNKCIQ IS�
TO�NIKA �TOGO URAWNENIQ OBLADAET KRUGOWOJ SIMMETRIEJ I� SLEDOWATELXNO�
UDOWLETWORQET URAWNENI�

�

x

d

dx

�
x
du

dx

�
� u � � �x � �r��

KROME TOGO� FUNKCIQ ISTO�NIKA IMEET LOGARIFMI�ESKU� OSOBENNOSTX W NA�A�
LE KOORDINAT I OGRANI�ENA NA BESKONE�NOSTI� oTS�DA SLEDUET� �TO FUNKCIQ
ISTO�NIKA PROPORCIONALXNA K���r��

�G � AK���r�� ����

dLQ OPREDELENIQ MNOVITELQ A WOSPOLXZUEMSQ USLOWIEM DLQ ISTO�NIKA

lim
���

Z
K�

�
�D �u

�r

�
ds � Q�� ����

GDE INTEGRAL SLEWA WYRAVAET DIFFUZIONNYJ POTOK �EREZ OKRUVNOSTXK� RA�
DIUSA � S CENTROM W ISTO�NIKE� pODSTAWLQQ W �TO USLOWIE WMESTO u FUNKCI�
�G � AK���r� I U�ITYWAQ LOGARIFMI�ESKU� OSOBENNOSTX FUNKCIIK��x� PRI
x � �� POLU�AEM

lim
���

����
Z
K�

D
� �G

�r
ds

��� � lim
���

n
D ���A

�

�

o
� ��AD � Q��

oTS�DA

A �
Q�

��D

I

�G �
Q�

��D
K���r�� ����

iNTEGRALXNU� FORMULU ��� DLQ K��x� MOVNO POLU�ITX� ISHODQ IZ PROSTYH
FIZI�ESKIH SOOBRAVENIJ�

rASSMOTRIM NESTACIONARNU� ZADA�U DIFFUZII GAZA S RASPADOM� pUSTX W
NA�ALE KOORDINAT NAHODITSQ ISTO�NIK POSTOQNNOJ MO�NOSTI Q�� DEJSTWU��
�IJ NA�INAQ S MOMENTA t � �� bUDEM PREDPOLAGATX� �TO W NA�ALXNYJ MOMENT
t � � KONCENTRACIQ GAZA WS�DU RAWNA NUL�� kONCENTRACIQ u�x� y� t� DOLVNA
UDOWLETWORQTX URAWNENI�

D�u� u � ut ����

I SOOTWETSTWU��IM DOPOLNITELXNYM USLOWIQM� uRAWNENIE ���� PRI POMO�I
PODSTANOWKI

u � �ue��t

PREOBRAZUETSQ W OBY�NOE URAWNENIE DIFFUZII

D��u � �ut�

�



��� dopolnenie II� specialxnye funkcii ��� I

DLQ KOTOROGO FUNKCIQ WLIQNIQ TO�E�NOGO ISTO�NIKA IMEET WID

�G �
��

�
p
�D �t� � �

�� e� r�

�D �t��� �D � a���

tAKIM OBRAZOM� FUNKCIQ WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO�E�NOGO ISTO�NIKA DLQ
URAWNENIQ ���� RAWNA

G �
Q�

�
p
�D �t� � �

�� e� r�

�D �t���
���t���

�

fUNKCIQ WLIQNIQ ISTO�NIKA MO�NOSTI Q�� NEPRERYWNO DEJSTWU��EGO OT
t � � DO MOMENTA t� DAETSQ FORMULOJ

G � Q�

tZ
�

�

�D �t� ��
e
� r�

�D �t���
���t���

d��

wWODQ NOWU� PEREMENNU�

� � t� ��

POLU�AEM

G �
Q�

�D

tZ
�

e�
r�

�D�
��� d�

�
�

fUNKCIQ ISTO�NIKA� SOOTWETSTWU��AQ STACIONARNOJ ZADA�E� MOVET BYTX
NAJDENA PREDELXNYM PEREHODOM PRI t�� W PREDYDU�EJ FORMULE�

�G � lim
t��

G �
Q�

�D

�Z
�

e�
r�

�D
�
�
��� d�

�
�

pREOBRAZUEM �TOT INTEGRAL PRI POMO�I PODSTANOWKI � � Ce� �GDE C 	 NE�
KOTORAQ POSTOQNNAQ��

�G �
Q�

�D

�Z
��

e
�
h

r�

�DC
e����Ce�

i
d��

tREBUQ� �TOBY WYPOLNQLOSX RAWENSTWO

r�

DC
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NAHODIM

C �
r

�
p
D

I
r�
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x � predstawlenie w wide konturnyh integralow ���

oTS�DA SLEDUET� �TO STACIONARNAQ FUNKCIQ ISTO�NIKA IMEET WID

�G �
Q�

�D

�Z
��

e��r ch � d� �
Q�

��D

�Z
�

e��r ch � d� �
Q�

��D
K���r��

tAKIM OBRAZOM� RASSMOTRENNAQ ZDESX ZADA�A PRIWODIT K INTEGRALXNOMU
PREDSTAWLENI� ��� DLQ FUNKCII K��x��

xxxxxxxxx �� pREDSTAWLENIE CILINDRI�ESKIH FUNKCIJ
W WIDE KONTURNYH INTEGRALOW

�� kONTURNYE INTEGRALY� rASSMOTRIM URAWNENIE KOLEBANIJ
utt � a��uxx � uyy� � a���u I BUDEM ISKATX EGO RE�ENIE W WIDE

u�x� y� t� � v�x� y�ei�t� DLQ v�x� y� POLU�IM URAWNENIE ��v � k�v � �

�k � ��a�� eGO �ASTNYMI RE�ENIQMI QWLQ�TSQ FUNKCII v � e�ikx I

v � e�iky 
 AMPLITUDY PLOSKIH WOLN u � ei��t�kx� I u � ei��t�ky�� RAS�
PROSTRANQ��IHSQ SOOTWETSTWENNO WDOLX OSI x I WDOLX OSI y� pLOSKAQ
WOLNA� RASPROSTRANQ��AQSQ W NAPRAWLENII l� O�EWIDNO� IMEET WID

v � e�ik�lr� � e�ik�x cos��y sin�� � e�ikr cos������

x � r cos�� y � r sin�� l � �cos�� sin���

eSLI � � ���� TO NA OSI y AMPLITUDA WOLNY� PADA��EJ POD UGLOM � K
OSI x� RAWNA

v � e�ikr sin�� ���

bUDEM ISKATX RE�ENIE Z��x� URAWNENIQ bESSELQ

L�y� � x�y�� � xy� � �x� � ���y � � ���

W WIDE SUPERPOZICII PLOSKIH WOLN WIDA ���� S�ITAQ PRI �TOM � � �� �
� i�� KOMPLEKSNYMI I OBOZNA�AQ kr � x� pOLOVIM

Z��x� �

Z
C

K�x� ������� d� �

Z
C

e�ix sin������ d�� ���

GDE C 
 NEKOTORYJ KONTUR NA PLOSKOSTI � � �� � i��� K�x� �� �

� e�ix sin�� ����� 
 NE OPREDELENNYJ POKA FAZOWYJ MNOVITELX� wYBE�
REM C TAK� �TOBY INTEGRAL ��� SHODILSQ� A ����� TAK� �TOBY �TOT INTE�
GRAL UDOWLETWORQL URAWNENI� bESSELQ� nAJDEM SNA�ALA ������ PREDPO�
LAGAQ� �TO INTEGRAL ��� SHODITSQ I EGO MOVNO DIFFERENCIROWATX POD
ZNAKOM INTEGRALA� wY�ISLIM L�K�� zAME�AQ� �TO K� � �ix cos�K�

K�� � ix sin�K � x� cos� �K� Kx � �i sin�K� Kxx � � sin� �K� PO�

LU�IM x�Kxx � xKx � x�K � K�x� cos� � � ix sin�� � �K��� L�K� �

� ����K �K��� I� SLEDOWATELXNO�

L�Z�� � �
Z
C

�K�� � ��K������ d��



��� dopolnenie II� specialxnye funkcii ��� I

pROINTEGRIRUEM PO �ASTQM� S�ITAQ� �TO PODSTANOWKI OBRA�A�TSQ W

rIS� ��

NULX �NA BESKONE�NOSTI� ESLI KONTUR UHODIT W BESKONE�NOSTX�	

L�Z�� � �
Z
C

f���� � ����gK d��
Z
C
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�
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K

�
�K

��

�

�
d� �

� �
Z
C

f���� � ����gK d��

dLQ TOGO �TOBY L�Z�� � �� DOSTATO�NO� �TOBY

���� � ���� � ��

wYBEREM �� � ei��� tOGDA Z��x� �
R
C e�ix sin��i�� d�� dLQ SHODIMOSTI

�TOGO INTEGRALA DOSTATO�NO� �TOBY

Re�ix sin�� � Re�ix sin��� � i���� ��x cos�� sh�� 
 � �� � �� � i����

�TO USLOWIE WYPOLNENO PRI x 
 �� ESLI

LIBO �� � �� � �

�
� �k� � �� �

�

�
� �k��

LIBO �� 
 ��
�

�
� �k� � �� �

��

�
� �k��

���

k � ��� ��� � � �
nA RIS� �� OBLASTI� PO KOTORYM DOLVEN PROHODITX KONTUR� ZA�TRIHO�
WANY� w KA�ESTWE KONTURA C MOVNO WZQTX L�BOJ KONTUR� ASIMPTOTI�
�ESKIE WETWI KOTOROGO LEVAT W ZA�TRIHOWANNYH OBLASTQH�



x � predstawlenie w wide konturnyh integralow ���

�� fUNKCII hANKELQ� wYBEREM DWA KONTURA	 C� 
 KONTUR� SO�
STOQ�IJ IZ LU�A ��i
� ��� OTREZKA ������ I LU�A ������ � i
�� A
KONTUR C� � �i
 � �� �� � ��� �� � ����i
� �RIS� ���� sOOTWETSTWU��
�IE INTEGRALY ��� OPREDELQ�T CILINDRI�ESKIE FUNKCII

H�k�
� �x� � � �

�

Z
Ck

e�ix sin��i�� d�� k � �� �� ���

w P� � BUDET POKAZANO� �TO OPREDELENNYE PRI POMO�I KONTURNYH

INTEGRALOW ��� FUNKCII H
�k�
� �x� SOWPADA�T S FUNKCIQMI hANKELQ� KO�

TORYE BYLI WWEDENY W x �� dLQ �TOGO DOSTATO�NO BUDET UBEDITXSQ W
TOM� �TO FUNKCII ��� IME�T ASIMPTOTIKU

H���
� �x� �

r
�

�x
ei�� � � � � � H���

� �x� �

r
�

�x
e�i�� � � � � � ���

�� � x� �

�
� � �

�
�

pOLXZUQSX OPREDELENIEM ��� FUNKCIJ hANKELQH
�����
� �x�� MOVNO PO�

LU�ITX DLQ NIH REKURRENTNYE FORMULY

H
�k�
��� �H

�k�
��� �

��

x
H�k�
� � H

�k�
��� �H

�k�
��� � ��H�k�

�

�
�x�� k � �� ��

wYWEDEM PERWU� FORMULU� zAME�AQ� �TO ���� ����� � � cos��� � �� �

rIS� ��

� ei��� I INTEGRIRUQ PO �ASTQM�
NAHODIM

H
�k�
����x� �H

�k�
����x� �
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�

Z
Ck

e�ix sin��i�� cos�d� �

� � ��

x�

Z
Ck

e�ix sin��i�� d� �

�
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x
H�k�
� �x��

iZ ��� I FORMULY J��x� � �H
���
� �

�H
���
� ��� MOVNO POLU�ITX PRED�

STAWLENIE W WIDE KONTURNOGO IN�
TEGRALA DLQ FUNKCII bESSELQ J��x�� POLAGAQ
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�

�

�
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� �x�
�
� � �
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Z
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GDE C� � C� � C� 
 KONTUR� SOSTOQ�IJ IZ LU�A �� � i
� ��� OTREZKA
������ I LU�A ������ � i
�� nAPRAWLENIE OBHODA UKAZANO NA RIS� ���

	TOBY UBEDITXSQ W TOM� �TO INTEGRAL ��� W SAMOM DELE DAET FUNK�
CI�� SOWPADA��U� S WWEDENNOJ W x � FUNKCIEJ bESSELQ� NADO POKAZATX�
�TO ON RAZLAGAETSQ W STEPENNOJ RQD ���� IZ x �� dLQ �TOGO NAM PONA�
DOBQTSQ NEKOTORYE SWOJSTWA GAMMA�FUNKCII�

�� nEKOTORYE SWOJSTWA GAMMA�FUNKCII� gAMMA�FUNKCIQ
'�s�� KAK IZWESTNO� ESTX INTEGRAL

'�s� �

�Z
�

e�xxs�� dx� ���

GDE s� WOOB�E GOWORQ� KOMPLEKSNYJ ARGUMENT� PRI�EM Re s 
 �� pOMIMO

�LEMENTARNYH SWOJSTW��

'��� � �� '

�
�

�

�
�
p
�� '�s� �� � s'�s� I T� D��

NAM PONADOBITSQ SWOJSTWO

'�s�'��� s� �
�

sin�s
� ���

w SAMOM DELE�

'�s�'��� s� �

�Z
�

�Z
�

e��x�t�xs��t�s dx dt�

bUDEM RASSMATRIWATX �TOT INTEGRAL KAK DWOJNOJ INTEGRAL I PROIZWE�
DEM ZAMENU PEREMENNYH� POLAGAQ � � x � t� � � x�t� wY�ISLQQ �x�t �
� �t�x � ��� � ���t� POLU�IM dx dt � � t

� � �
d� d� I

'�s�'��� s� �

�Z
�

�Z
�

e���s��
d� d�

� � �
�

�Z
�

�s�� d�
� � �

�

iNTEGRAL� STOQ�IJ SPRAWA� WY�ISLQETSQ PRI POMO�I WY�ETOW I RAWEN

��sin�s ���
dLQ GAMMA�FUNKCII IMEET MESTO PREDSTAWLENIE W WIDE KONTURNOGO

INTEGRALA �INTEGRALA rIMANA 
 hANKELQ�

'�s� �
%
ei��s � �

&�� Z



e���s�� d�� ����

�� bUDA K b� m�� fOMIN s� w� kRATNYE INTEGRALY I RQDY� m�� ���
�
�� lA W R E NT X E W m� a�� 	AB A T b� w� mETODY TEORII FUNKCIJ KOM�

PLEKSNOGO PEREMENNOGO� m�� ��
��



x � predstawlenie w wide konturnyh integralow ���

GDE � 
 L�BOJ KONTUR �NA PLOSKOSTI KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO � �
�� � i��� UKAZANNOGO NA RIS� �� WIDA� �TOT KONTUR IDET IZ�
� OBHODIT
WOKRUG TO�KI � � � I WOZWRA�AETSQ OPQTX NA �
� pODYNTEGRALXNAQ

rIS� �


FUNKCIQ f��� � e���s�� � e��e�s��� ln� KOM�
PLEKSNOGO PEREMENNOGO � IMEET TO�KU WETWLE�
NIQ � � �� pROWEDEM RAZREZ WDOLX POLOVITELX�
NOJ �ASTI WE�ESTWENNOJ OSI� POLAGAQ arg� �
� � NA WERHNEM BEREGU RAZREZA I arg� � �� NA
NIVNEM BEREGU RAZREZA� w SILU TEOREMY kO�
�I KONTUR � MOVNO BEZ IZMENENIQ WELI�INY
INTEGRALA

R

 f��� d� PROIZWOLXNO DEFORMIROWATX� SOHRANQQ OBHOD WO�

KRUG TO�KI � � � I UDERVIWAQ KONCY KONTURA NA �
� wYBEREM W KA�
�ESTWE � KONTUR� SOSTOQ�IJ IZ LU�A ��
� �� NA WERHNEM BEREGU RAZ�
REZA� OKRUVNOSTI C� S CENTROM � � � I RADIUSOM � I LU�A ����
�

WDOLX NIVNEGO BEREGA� tOGDA f��� � e����s��� ln� NA WERHNEM BEREGU

I f��� � e�s�����i����s��� ln� NA NIVNEM BEREGU� GDE ln� PRINIMAET
WE�ESTWENNYE ZNA�ENIQ� TAK �TOZ



e���s�� d� �

�

�Z
�

e�xxs�� dx� e�s��� ��i
�Z
�

e�xxs�� dx�

Z
C�

e���s�� d�� ����

pOKAVEM� �TO INTEGRAL PO C� STREMITSQ K NUL� PRI �	 �� ESLI
Re s 
 �� w SAMOM DELE� je��j NA C� OGRANI�EN	

j�s��j � e�s���� ln j�j�s� arg� � �s���e�s� arg�� s � s� � is��

I������
Z
C�

e���s�� d�

������ � A���s�e�s� arg� 	 � PRI �	 � �s� 
 ���

pO�TOMU PREDELXNYJ PEREHOD W ���� PRIWODIT K �����
fORMULA ���� OPREDELQET SPRAWA OT MNIMOJ OSI ANALITI�ESKU�

FUNKCI� '�s�� w SILU ANALITI�ESKOGO PRODOLVENIQ FORMULA ���� SPRA�
WEDLIWA NA WSEJ PLOSKOSTI I '�s� PREDSTAWLQETSQ W WIDE �ASTNOGO DWUH
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tAKIM OBRAZOM� FUNKCIQ ���� ESTX FUNKCIQ bESSELQ J��x�� WWEDENNAQ

rIS� ��

W x �� P� �� pREOBRAZUEM INTEGRAL ����� RAZ�
BIW EGO NA TRI �ASTI	 PO OSI �� �OT �� DO
�� I PO BESKONE�NYM WETWQM� dLQ WY�ISLE�
NIQ INTEGRALA PO WETWQM ��� � i
� WWEDEM
NOWU� PEREMENNU�� POLAGAQ SOOTWETSTWENNO
� � i� � �� w REZULXTATE POLU�AEM DLQ FUNKCII bESSELQ ��GO PORQDKA
SLEDU��EE INTEGRALXNOE PREDSTAWLENIE	
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SPRAWEDLIWO INTEGRALXNOE PREDSTAWLENIE
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pO�TOMU W SILU TEOREMY kO�I KONTUR INTEGRIROWANIQ W KONE��
NOJ PLOSKOSTI MOVNO PROIZWOLXNO DEFORMIROWATX PRI USLOWII� �TO
ASIMPTOTY WETWEJ KONTURA� UHODQ�IH W BESKONE�NOSTX� LEVAT W TEH VE

rIS� ���

ZA�TRIHOWANNYH POLOSAH PLOSKOSTI �� �TO
I DLQ KONTURA C�� eSLI WYBRANNYJ KONTUR
�C� CELIKOM LEVIT W ZA�TRIHOWANNOJ OBLA�
STI �RIS� ����� TO WO WSEH TO�KAH� GDE sin� ��
�� �� PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ �KSPONENCI�
ALXNO STREMITSQ K NUL� PRI x	
� TAK KAK
Im sin� � �� eSLI OTDELXNYE �ASTI KONTURA
PROHODQT PO NEZA�TRIHOWANNOJ OBLASTI� TO
NA �TIH �ASTQH W PODYNTEGRALXNOM WYRAVE�
NII PROISHODQT SLOVNYE INTERFERENCION�
NYE QWLENIQ�

dLQ WYQSNENIQ ASIMPTOTI�ESKOGO POWE�

DENIQ FUNKCII H
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� �x� PRI BOLX�IH ZNA�E�

NIQH ARGUMENTA x CELESOOBRAZNO KONTUR �C�

WYBRATX TAK� �TOBY ON CELIKOM LEVAL W ZA�
�TRIHOWANNOJ OBLASTI� tAKOJ KONTUR� O�E�

WIDNO� PROJDET �EREZ TO�KU ����� W KOTOROJ DEJSTWITELXNAQ �ASTX
Re��i sin�� � cos�� sh�� OBRA�AETSQ W NULX� pRI x 	 
 PODYNTE�
GRALXNAQ FUNKCIQ W OKRESTNOSTI �TOJ TO�KI NE STREMITSQ RAWNOMERNO
K NUL�� PO�TOMU GLAWNOJ �ASTX� INTEGRALA PO �C� PRI x	
 QWLQETSQ
INTEGRAL PO MALOJ DUGE� SODERVA�EJ TO�KU � � ����� pO�TOMU �C� SLE�

DUET WYBRATX TAK� �TOBY NA NEM MNOVITELX e�ix sin� UBYWAL NAIBOLEE
BYSTRO PRI UDALENII OT TO�KI � � ����� rASSMOTRIM �TOPOGRAFI��

FUNKCII e�ix sin� W OKRESTNOSTI � � ����� pOLOVIM � � ���� � sei��
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wYBEREM KONTUR �C� TAK� �TOBY ON SODERVAL PRQMOLINEJNYJ OT�
REZOK �C�� ��� � s � ��� PROHODQ�IJ �EREZ TO�KU s � � �� � ����� POD
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UGLOM �� � ����� A EGO WETWI� UHODQ�IE W BESKONE�NOSTX� CELIKOM LE�
VALI W ZA�TRIHOWANNYH OBLASTQH �RIS� �����

pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ W ��� �KSPONENCIALXNO UBYWAET PRI
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UBYWA��EGO SLAGAEMOGO MOVNO NAPISATX

H���
� �x� � � �

�

Z
�C�

e�ix sin��i�� d�  �

�

�Z
��

ex ��s
����i��i���� ds e�i��
�

TAK KAK WDOLX �C�� � � ���� � se�i��
� d� � e�i��
 ds� �i sin� 
 �s��� � i� ei��  e�i����� A s IZMENQETSQ OT � DO ��� wWEDEM OBO�

ZNA�ENIQ � � s
p
x��� d� �

p
x�� ds� � �

p
x��� tOGDA

H���
� �x�  �

�

r
�

x
ei �x��������
�

��Z
���

e��
�
d��

eSLI x	
��� T� E� �	
� TO
R ��
��� e��

�
d�	 R�

�� e��
�
d� �

p
�� oTS��

DA NAHODIM PERWYJ �LEN ASIMPTOTI�ESKOJ FORMULY ����� sLEDU��IE
�LENY RAZLOVENIQ MOVNO POLU�ITX� ESLI WZQTX �LENY BOLEE WYSOKO�

GO PORQDKA MALOSTI OTNOSITELXNO s� oCENKA O���x
	��� DLQ OSTATO�NYH

�LENOW W ���� SLEDUET IZ x �� P� ��
oTMETIM� �TO IZLOVENNYJ WY�E METOD PEREWALA� ILI METOD SED�

LOWOJ TO�KI� PRIMENIM DLQ POLU�ENIQ ASIMPTOTI�ESKOGO RAZLOVENIQ
RQDA DRUGIH FUNKCIJ� PREDSTAWIMYH W WIDE KONTURNYH INTEGRALOW� A

TAKVE DLQ H
�����
� �x� PRI �  x	
�

xxxxxxxxx �� iNTEGRAL fURXE � bESSELQ I NEKOTORYE INTEGRALY�
SODERVA�IE FUNKCII bESSELQ

�� iNTEGRAL fURXE � bESSELQ� nAJDEM RAZLOVENIE ZADANNOJ
FUNKCII f�r� W INTEGRAL PO FUNKCIQM bESSELQ� iNTEGRAL fURXE DLQ
FUNKCII f�x� I� SOOTWETSTWENNO� DLQ FUNKCII DWUH PEREMENNYH f�x� y��

�� o�IBKA� DOPUSKAEMAQ PRI ZAMENE KONE�NYH PREDELOW BESKONE�NYMI�
IMEET �KSPONENCIALXNYJ HARAKTER UBYWANIQ� TAK KAK

�Z
z

e��
�
d� 
 e�z

�
��z�



��� dopolnenie II� specialxnye funkcii ��� I

KAK IZWESTNO� IMEET WID

f�x� �
�

��

�Z
��

d�

�Z
��

f��� ei��x��� d�� ���

f�x� y� �
�

�����

�Z
��

�Z
��

d� d��
�Z

��

�Z
��

f��� �� ei��x����i�
��y��� d� d�� ���

wWEDQ POLQRNYE KOORDINATY S POMO�X� SOOTNO�ENIJ

x � r cos�� � � � cos�� � � � cos ��

y � r sin�� � � � sin�� �� � � sin ��

POLU�IM

D��� ��

D��� ��
� ��

D��� ���
D��� ��

� ��

�x� ��y � �r cos�� � ��� �� � ��� � �� cos�� � ���

pREDPOLAGAQ� �TO f�x� y� IMEET WID

f�x� y� � f�r�ein�� ���

GDE n 
 CELOE �ISLO� I PREOBRAZOWYWAQ S POMO�X� NAPISANNYH WY�E
SOOTNO�ENIJ INTEGRAL fURXE ���� NAHODIM

f�r�ein� �

�Z
�

�Z
�

f���� d�� d� � �

��

�Z
��

ei�r cos������in����� d� � ein��

� �

��

�Z
��

e�i�� cos�����in���� d�� ���

wOSPOLXZUEMSQ FORMULAMI �SM� ����� ���� IZ x �� P� ��

Jn�z� �
�

��

�Z
��

eiz cos ��in�e�i�n�� d�
�
� � �� �

�

�
� ���

Jn�z� �
�

��

�Z
��

e�iz cos �
��in��ei�n�� d�� �� � � � ��� � ���



x �� integral furxe 	 besselq ���

tAK KAK PODYNTEGRALXNYE WYRAVENIQ W ��� I ��� QWLQ�TSQ PERIODI�E�
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MNIMU� �ASTI� POLU�AEM RQD SLEDSTWIJ	
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wY�ISLQQ WSPOMOGATELXNYJ INTEGRAL
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�TO I TREBOWALOSX DOKAZATX�
oTMETIM� �TO WY�ISLENIE B� MOVNO PROWESTI ANALOGI�NO� RAZLA�

GAQ BESSELEWU FUNKCI� W RQD I PROIZWODQ ZATEM PO�LENNOE INTEGRIRO�
WANIE�

rASSMOTRIM INTEGRAL
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�Z
�

J�����
e�
p
���k�jzj
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nETRUDNO UBEDITXSQ� �TO ON QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ
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�
� �
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�
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�

fUNKCIQ
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TAKVE UDOWLETWORQET WOLNOWOMU URAWNENI� �r 
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�
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�
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rAZLOVIM FUNKCI� v���� � eik��� W INTEGRAL fURXE 
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eik�
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�
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�
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�
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dLQ WY�ISLENIQ FUNKCII F ��� WOSPOLXZUEMSQ FORMULAMI ����	

F ��� �

�Z
�

J������cos k�� i sin k�� d� �

�

���������
�p

�� � k�
� ESLI � 
 k�
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k� � ��

�
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�� � k�
� ESLI k 
 ��

tAKIM OBRAZOM�

eik�

�
�

�Z
�
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� d�p
�� � k�

� ����

T� E� FUNKCIQ

v� �
eik
p
���z�p

�� � z�

SOWPADAET S INTEGRALOM C��� z� PRI z � �� iTAK� OBE FUNKCII v���� z�
I C��� z� QWLQ�TSQ RE�ENIQMI WOLNOWOGO URAWNENIQ� SOWPADA�T PRI
z � � I IME�T W TO�KE z � �� � � � ODINAKOWU� OSOBENNOSTX�

oTS�DA SLEDUET� �TO ONI TOVDESTWENNO RAWNY DRUG DRUGU� T� E�
�Z
�

J�����
e�
p
���k�jzj

p
�� � k�

� d� �
eik
p
���z�p

�� � z�
� ����

pOLU�ENNAQ FORMULA �IROKO PRIMENQLASX a� zOMMERFELXDOM W FIZI�
�ESKIH ISSLEDOWANIQH I �ASTO NAZYWAETSQ FORMULOJ zOMMERFELXDA�

�astx II

sferi�eskie funkcii

sFERI�ESKIE FUNKCII BYLI WWEDENY W SWQZI S IZU�ENIEM RE�E�
NIJ URAWNENIJ lAPLASA� I W �ASTNOSTI S TEORIEJ POTENCIALA� w x � MY
RASSMATRIWAEM POLINOMY lEVANDRA� KOTORYE ISPOLXZU�TSQ ZATEM DLQ
POSTROENIQ �AROWYH I SFERI�ESKIH FUNKCIJ W x �� sFERI�ESKIE FUNK�
CII QWLQ�TSQ WESXMA MO�NYM APPARATOM DLQ RE�ENIQ MNOGIH ZADA�
MATEMATI�ESKOJ FIZIKI�

xxxxxxxxx �� pOLINOMY lEVANDRA

�� pROIZWODQ�AQ FUNKCIQ I POLINOMY lEVANDRA� pOLINO�
MY lEVANDRA TESNO SWQZANY S FUNDAMENTALXNYM RE�ENIEM URAWNENIQ
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lAPLASA ��R� GDE R 
 RASSTOQNIE TO�KI M OT FIKSIROWANNOJ TO�KI

rIS� ���

M�� pUSTX r I r� 
 RADIUSY�WEKTORY TO�EKM IM�� A � 
 UGOL MEVDU
NIMI �RIS� ����� o�EWIDNO� MOVNO NAPISATX

�

R
�

�p
r�� � r� � �rr� cos �

�

�����������
�

r�

�p
� � �� � ��x

DLQ r � r��

�

r

�p
� � �� � ��x

DLQ r 
 r��

���

GDE x � cos � ��� � x � �� I � � r�r� � � ILI � � r��r � � �W OBOIH
SLU�AQH � MENX�E EDINICY��

fUNKCIQ

���� x� �
�p

� � �� � ��x
�� � � � �� �� � x � �� ���

NAZYWAETSQ P R OI Z W OD Q� E J FU N KC I E J POLINOMOW lEVANDRA�
rAZLOVIM FUNKCI� ���� x� W RQD PO STEPENQM �	

���� x� �

�X
n��

Pn�x��
n� ���

kO�FFICIENTY Pn�x� RAZLOVENIQ ��� QWLQ�TSQ POLINOMAMI n�J STEPE�
NI I NAZYWA�TSQ POLINOMAMI lEVANDRA�

w SILU TEOREMY kO�I IZ FORMULY ��� SLEDUET� �TO

Pn�x� �
�
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�n
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���

�
�

��i

Z
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���� x�
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d�� ���

GDE C 
 L�BOJ ZAMKNUTYJ KONTUR W PLOSKOSTI KOMPLEKSNOGO PERE�

MENNOGO � � � � i�� SODERVA�EJ TO�KU � � �� pOLAGAQ
p
�� �x� � �� �

� � � �z� NAHODIM � � ��z � x���z� � ��� d� � ��� � �z� dz��z� � ���
���� x� d� � � dz��z� � ���

fORMULA ��� PRIMET WID

Pn�x� �
�

�n���i

Z
C�

�z� � ��n

�z � x�n��
dz� ���
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GDE C� 
 L�BOJ KONTUR� OKRUVA��IJ TO�KU z � x�
u�ITYWAQ� �TO

�

��i

Z
C�

�z� � ��n

z � x
dz � �x� � ��n�

I POLXZUQSX FORMULOJ DLQ PROIZWODNOJ
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dxn

Z
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z � x
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Z
C�

�z� � ��n
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dz�

POLU�AEM IZ ��� FORMULU DLQ Pn�x�	

Pn�x� �
�

�nn"

dn

dxn
��x� � ��n�� ���

iZ FORMULY ��� NEPOSREDSTWENNO WIDNO� �TO	 �� Pn�x� ESTX POLI�
NOM STEPENI n� �� Pn�x� SODERVIT TOLXKO STEPENI x TOJ �ETNOSTI� �TO
I NOMER n� TAK �TO

Pn��x� � ����n Pn�x�� ���

pOLAGAQ x � �� NAHODIM
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�
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Pn��� �
n�
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kO�FFICIENT PRI �n POLU�ENNOGO RQDA� W SILU ���� RAWEN NUL� PRI
WSEH x	

�n� ��Pn���x� � x��n� ��Pn�x� � nPn���x� � �� ����

�TO TOVDESTWO ESTX REKURRENTNAQ FORMULA� SWQZYWA��AQ TRI POSLEDO�
WATELXNYH POLINOMA� oNA POZWOLQET NAJTI POSLEDOWATELXNO WSE Pn�x�
�n 
 ��� ESLI U�ESTX� �TO ��� DAET

P��x� � �� P��x� � x�

tAK� NAPRIMER� POLAGAQ W ���� n � �� NAHODIM P��x� � ��� � ��x� � ���
wYWEDEM E�E DWE REKURRENTNYE FORMULY	

nPn�x�� xP �n�x� � P �n���x� � ��

ILI

P �n���x� � xP �n�x�� nPn�x�� ����

P �n�x� � xP �n���x�� nPn���x� � �� ����

iSKL��IW IZ ��� I ���� �� POLU�IM TOVDESTWO ��� � �x � ���x �
� �� IZ KOTOROGO SRAZU SLEDUET ����� ESLI W LEWU� �ASTX �TOGO TOVDESTWA
PODSTAWITX RQD ��� I PRIRAWNQTX NUL� KO�FFICIENT PRI �n� dIFFE�
RENCIRUQ ZATEM ���� PO x I ISKL��AQ P �n�� � xP �n � nPn� POLU�AEM

P �n�� � xP �n � �n� ��Pn � � ILI ���� POSLE ZAMENY n� � NA n�
�� uRAWNENIE lEVANDRA� nAJDEM DIFFERENCIALXNOE URAWNE�

NIE� RE�ENIEM KOTOROGO QWLQETSQ Pn�x�� dLQ �TOGO ISKL��IM Pn�� I
P �n�� IZ ���� I ����� sNA�ALA PODSTAWIM P �n�� IZ ���� W ����	

P �n � xP �n�� � nPn�� � ��� x��P �n � nxPn � nPn�� � ��

ZATEM PRODIFFERENCIRUEM POLU�ENNOE TOVDESTWO PO x I E�E RAZ PRI�
MENIM FORMULU ���� DLQ P �n��	

���� x��P �n�
� � nxP �n � nPn � nP �n�� �

� ���� x��P �n�
� � nxP �n � nPn � �nxP �n � n�Pn� � ��

w REZULXTATE PRIHODIM K URAWNENI�

���� x��P �n�
� � n�n� ��Pn � �� ����

tEM SAMYM DOKAZANO� �TO POLINOMY lEVANDRA Pn�x� QWLQ�TSQ
SOBSTWENNYMI FUNKCIQMI� SOOTWETSTWU��IMI SOBSTWENNYM ZNA�ENI�
QM �n � n�n� ��� SLEDU��EJ ZADA�I�

nAJTI TAKIE ZNA�ENIQ �� DLQ KOTORYH NA OTREZKE �� � x � �
SU�ESTWU�T NETRIWIALXNYE RE�ENIQ URAWNENIQ lEVANDRA

d

dx

�
��� x��

dy

dx

�
� �y � �� �� � x � �� ����
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OGRANI�ENNYE PRI x � �� I UDOWLETWORQ��IE USLOWI� NORMIROWKI
y��� � ��

�� oRTOGONALXNOSTX POLINOMOW lEVANDRA� uRAWNENIE lE�
VANDRA ���� QWLQETSQ �ASTNYM SLU�AEM �PRI q � �� �� �� k�x� � ��x��
RASSMOTRENNOGO WO wWEDENII URAWNENIQ

�k�x� y��� � q�x� y � ���x� y � �� ����

pO�TOMU K NEMU PRIMENIMA OB�AQ TEORIQ DLQ URAWNENIQ ����� iZ �TOJ
TEORII SLEDUET	

�� POLINOMY lEVANDRA RAZNYH PORQDKOW ORTOGONALXNY MEVDU SO�
BOJ	

�Z
��

Pn�x�Pm�x� dx � � PRI m �� n�

�� WTOROE LINEJNO NEZAWISIMOE RE�ENIE URAWNENIQ lEVANDRA PRI
� � n�n� �� OBRA�AETSQ W BESKONE�NOSTX PRI x � �� KAK ln��� x��

sISTEMA ORTOGONALXNYH POLINOMOW� KAK IZWESTNO� QWLQETSQ POL�

NOJ��� pO�TOMU URAWNENIE lEVANDRA NE IMEET NETRIWIALXNYH OGRANI�
�ENNYH RE�ENIJ NI PRI KAKOM � �� n�n � ��� w SAMOM DELE� ESLI BY

�� sISTEMA ORTOGONALXNYH FUNKCIJ f�ng NAZYWAETSQ P O L NO J � ESLI NE
SU�ESTWUET NEPRERYWNOJ FUNKCII� NE RAWNOJ TOVDESTWENNO NUL� I ORTOGO�
NALXNOJ KO WSEM FUNKCIQM DANNOJ SISTEMY�
sISTEMA ORTOGONALXNYH FUNKCIJ f�ng NAZYWAETSQ Z AM K NU TO J W PROME�

VUTKE �a� b�� ESLI L�BU� NEPRERYWNU� FUNKCI� MOVNO APPROKSIMIROWATX W
SREDNEM S L�BOJ STEPENX� TO�NOSTI PRI POMO�I LINEJNOJ KOMBINACII FUNK�
CIJ f�ng� iNYMI SLOWAMI� KAKOWO BY NI BYLO � � �� WSEGDA MOVNO UKAZATX
TAKU� LINEJNU� KOMBINACI� FUNKCIJ

Sn � c��� � � � � � cn�n�

�TO

bZ
a

�f�x�� Sn�x��� dx 	 ��

dLQ ZAMKNUTOJ SISTEMY FUNKCIJ f�ng IMEET MESTO SOOTNO�ENIE
bZ

a

f��x�dx �

�X
n��

Nnf
�
n�

GDE fn 	 KO�FFICIENTY fURXE FUNKCII f�x� �fn � ���Nn�
R b
a
f����n���d���

pOLNOTA ESTX SLEDSTWIE ZAMKNUTOSTI� pUSTX DANA NEKOTORAQ ZAMKNU�
TAQ SISTEMA ORTOGONALXNYH FUNKCIJ f�n�x�g� dOPUSTIM� �TO SU�ESTWUET
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SU�ESTWOWALO RE�ENIE y�x� DLQ � �� n�n� ��� TO ONO BYLO BY ORTOGO�
NALXNO KO WSEM Pn�x�� oTS�DA� W SILU POLNOTY SISTEMY ORTOGONALXNYH
POLINOMOW fPn�x�g� SLEDUET� �TO y�x� � �� tEM SAMYM DOKAZANO� �TO MY
NA�LI WSE OGRANI�ENNYE NETRIWIALXNYE RE�ENIQ URAWNENIQ lEVAN�
DRA�

�� nORMA POLINOMOW lEVANDRA� wY�ISLIM NORMU POLINOMOW
Pn�x�

kPnk �
�� �Z
��

P �
n�x� dx

�A
���

�

pRIMENIM REKURRENTNU� FORMULU ���� DWAVDY	 SNA�ALA WYRAZIM IZ
NEE �PREDWARITELXNO ZAMENIW W ���� n� � NA n� Pn �EREZ Pn�� I Pn���
A ZATEM xPn �EREZ Pn�� I Pn��� u�ITYWAQ ORTOGONALXNOSTX POLINOMOW
Pn� Pn��� Pn��� POLU�IM

kPnk� � �

n

�Z
��

Pn�x�f��n� ��xPn���x�� �n� ��Pn��g dx �

�
�n� �

n

�Z
��

�xPn�Pn�� dx �
�n� �

�n� �
kPn��k��

NEPRERYWNAQ FUNKCIQ f�x� �� �� ORTOGONALXNAQ KO WSEM �n�x�� tOGDA W SILU
ZAMKNUTOSTI SISTEMY FUNKCIJ f�ng DOLVNO IMETX MESTO RAWENSTWO

bZ
a

f��x�dx �

�X
n��

Nnf
�
n � ��

TAK KAK fn � � PO PREDPOLOVENI�� oTS�DA SLEDUET f � �� �TO PROTIWORE�IT
SDELANNOMU DOPU�ENI�� T� E� SISTEMA f�n�x�g QWLQETSQ POLNOJ�
zAMKNUTOSTX I� TEM SAMYM� POLNOTA SISTEMY ORTOGONALXNYH POLINOMOW

fPn�x�g QWLQETSQ SLEDSTWIEM T E O R EMY w E J E R�TRA S S A O WOZMOVNOSTI
RAWNOMERNOJ APPROKSIMACII NEPRERYWNOJ FUNKCII PRI POMO�I POLINOMOW�
KAKOWA BY NI BYLA NEPRERYWNAQ FUNKCIQ f�x�� ZADANNAQ W PROMEVUTKE
�a� b�� I KAKOWO BY NI BYLO � � �� SU�ESTWUET TAKOJ POLINOM Qn�x�� �TO

jf�x��Qn�x�j 	 �� �A�

w SAMOM DELE� PREDSTAWLQQ POLINOM Qn�x� W WIDE LINEJNOJ KOMBINACII OR�
TOGONALXNYH POLINOMOW fPn�x�g I POLXZUQSX NERAWENSTWOM �A�� MY POLU�IM
USLOWIE ZAMKNUTOSTI SISTEMY ORTOGONALXNYH POLINOMOW�
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pOSLEDOWATELXNOE PRIMENENIE �TOJ FORMULY DAET kPnk� �
�

�n� �
�

�kP�k�� pODSTAWIW S�DA kP�k� � k�k� � �� NAHODIM

kPnk� � �

�n� �
I kPnk �

r
�

�n� �
� ����

tAKIM OBRAZOM�

�Z
��

Pm�x�Pn�x� dx �

�����
�� m �� n�

�

�n� �
� m � n�

����

	� nULI POLINOMOW lEVANDRA� s POMO�X� FORMULY rODRIGA
��� MOVNO DOKAZATX SLEDU��U� TEOREMU�

pOLINOM lEVANDRA Pn�x� IMEET n NULEJ� RASPOLOVENNYH NA IN�
TERWALE �� � x � �� A EGO PROIZWODNAQ k�GO PORQDKA �k � n� IMEET
n� k NULEJ WNUTRI INTERWALA ���� �� I NE OBRA�AETSQ W NULX NA EGO
KONCAH�

dEJSTWITELXNO� FUNKCIQ � � �x� � ��n OBRA�AETSQ W NULX NA KON�
CAH INTERWALA ���� ��� eE PROIZWODNAQ ���x� OBRA�AETSQ W NULX PRI
x � � I x � �� I PO TEOREME O NULE PROIZWODNOJ IMEET HOTQ BY

rIS� ���

ODIN NULX WNUTRI INTERWALA ���� ���
wTORAQ PROIZWODNAQ ����x� IMEET PO
KRAJNEJ MERE DWA NULQ WNUTRI IN�
TERWALA I OBRA�AETSQ W NULX NA EGO
KONCAH �RIS� ����� pRODOLVAQ RAS�
SUVDENIQ� PRIHODIM K ZAKL��ENI��

�TO n�Q PROIZWODNAQ ��n��x� IMEET
PO KRAJNEJ MERE n NULEJ NA INTER�
WALE ���� �� ILI� TO�NEE� ROWNO n NU�
LEJ� TAK KAK ONA ESTX POLINOM n�J
STEPENI� pERWAQ �ASTX UTWERVDENIQ
DOKAZANA�pROIZWODNAQ P �n�x� PO TOJ VE TEOREME DOLVNA IMETX PO KRAJ�
NEJ MERE �n � �� NULEJ WNUTRI ���� ��� NO ONA ESTX POLINOM �n � ���J
STEPENI I POTOMU IMEET ROWNO �n� �� NULEJ WNUTRI INTERWALA� dALEE

ZAKL��AEM� �TO dk�dxk Pn�x� IMEET �n � k� NULEJ WNUTRI INTERWALA
���� ���


� oGRANI�ENNOSTX POLINOMOW lEVANDRA� pOKAVEM� �TO PO�
LINOMY lEVANDRA Pn�x� RAWNOMERNO OGRANI�ENY DLQ WSEH ZNA�ENIJ
ARGUMENTA �� � x � �	

jPn�x�j � ��

dLQ �TOGO NAM PONADOBITSQ INTEGRALXNOE PREDSTAWLENIE

Pn�x� �
�

��

��Z
�

�x� i
p
�� x� sin��n d�� ����
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wYWEDEM FORMULU ����� wOZXMEM W ��� W KA�ESTWE KONTURA C�

OKRUVNOSTX RADIUSA R �
p
�� x� �jxj � �� S CENTROM W TO�KE z �

� x� tOGDA z � x �
p
�� x� ei�� dz � i

p
�� x� ei� d�� �z � x�n�� �

� ��� x��n���� ei�n����� z�� � � x� � �� ��� x��e�i� ��x
p
�� x� ei� �

�
p
�� x� ei�

 
�x�

p
�� x� �ei� � e�i��

!
� �

p
�� x� ei�

 
x� i

p
�� x� �

� sin�
!
� pODSTAWIW �TI WYRAVENIQ W ���� POLU�IM ����� eSLI �� � x �

� �� TO jx� i
p
�� x� sin�j � � I IZ ���� SRAZU SLEDUET OGRANI�ENNOSTX

Pn�x��

xxxxxxxxx �� pRISOEDINENNYE FUNKCII lEVANDRA

��pRISOEDINENNYE FUNKCII� rASSMOTRIM SLEDU��U� ZADA�U�
nAJTI SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ I SOBSTWENNYE FUNKCII URAWNENIQ

d

dx

�
��� x��

dy

dx

�
�

�
�� m�

�� x�

�
y � �� �� � x � �� ���

PRI USLOWII OGRANI�ENNOSTI

jy����j �
� ���

uRAWNENIE ��� QWLQETSQ �ASTNYM SLU�AEM URAWNENIQ ���� RASSMO�
TRENNOGO WO wWEDENII� PRI k�x� � � � x�� q�x� � m���� � x��� � � ��
a � ��� b � �� tAK KAK KO�FFICIENT k�x� � �� x� OBRA�AETSQ W NULX
NA OBOIH KONCAH OTREZKA �� � x � �� TO ESTESTWENNOE USLOWIE OGRANI�
�ENNOSTI STAWITSQ PRI x � �� I x � �� w SILU LEMMY � IZ wWEDENIQ
RE�ENIE y�x� ZADA�I ��� DOLVNO PRI x � �� IMETX NULI PORQDKA �� GDE
� � m��� oTS�DA SLEDUET� �TO RE�ENIE ZADA�I ��� ESTESTWENNO ISKATX
W WIDE

y�x� � ��� x��m��v�x�� v���� �� �� ���

pODSTAWIW ��� W URAWNENIE ���� NAJDEM

��� x��v�� � ��m� ��v� � ���m�m� ���v � �� ���

�TO VE URAWNENIE POLU�AETSQ DLQ PROIZWODNOJ dmz�dxm RE�ENIQ
URAWNENIQ lEVANDRA ���� IZ x �� ESLI EGO PRODIFFERENCIROWATXm RAZ�
nETRIWIALXNOE OGRANI�ENNOE RE�ENIE z � Pn�x� URAWNENIQ lEVANDRA
SU�ESTWUET LI�X PRI � � n�n� ��� GDE n 
 CELOE POLOVITELXNOE �I�
SLO� oTS�DA SLEDUET� �TO

v�x� �
dmPn
dxm

� � � n�n� �� ���

ESTX RE�ENIE URAWNENIQ ���� A FUNKCIQ

P �m�
n �x� � ��� x��m�� d

mPn
dxm

���
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ESTX SOBSTWENNAQ FUNKCIQ ZADA�I ��� 
 ���� SOOTWETSTWU��AQ SOB�
STWENNOMU ZNA�ENI�

�n � n�n� ��� n � �� �� � � � ���

fUNKCIQ P
�m�
n �x� NAZYWAETSQ PRISOEDINENNOJ FUNKCIEJ lEVANDRA m�

GO PORQDKA� o�EWIDNO� �TO P
���
n �x� � Pn�x�� P

�m�
n �x� �� � LI�X PRI m �

� n�
�� nORMA PRISOEDINENNYH FUNKCIJ� sOGLASNO OB�EJ TEORE�

ME NA S� ��� PRISOEDINENNYE FUNKCII P
�m�
n OBRAZU�T ORTOGONALXNU�

SISTEMU� wY�ISLIM NORMU kP �m�
n k PRISOEDINENNYH FUNKCIJ� pOPUTNO

BUDET DOKAZANA IH ORTOGONALXNOSTX� uMNOVIM URAWNENIE ��� NA �� �
� x��m I U�TEM ���� pOSLE ZAMENY m� � NA m POLU�IM

d

dx

�
��� x��m

dmPn
dxm

�
� ����m�m� ��� ��� x��m��

dm��Pn
dxm��

� ���

wWEDEM OBOZNA�ENIE

Lmn�k �

�Z
��

P �m�
n �x�P

�m�
k �x� dx �

�Z
��

��� x��m
dmPn
dxm

dmPk
dxm

dx�

iNTEGRIROWANIE PO �ASTQM DAET

Lmn�k �

�
dm��Pk
dxm��

dmPn
dxm

��� x��m
��
��
�

�
�Z

��

dm��Pk
dxm��

d

dx

�
��� x��m

dmPn
dxm

�
dx�

pODSTANOWKA OBRA�AETSQ W NULX� A INTEGRAL W SILU ��� I ��� PREOBRA�
ZUETSQ K WIDU

Lmn�k � �n�n� ���m�m� ���Lm��n�k � �n�m� �n�m� ��Lm��n�k �

iZ �TOJ REKURRENTNOJ FORMULY SLEDUET

Lmn�k � �n�m� �n�m� �� � � � �n� ��n � � � �n�m� ��L�
n�k �

�
�n�m�"

n"

n"

�n�m�"
L�
n�k �

�n�m�"

�n�m�"
L
���
n�k�

wYRAVENIE DLQ L�
n�k DAETSQ FORMULOJ ���� IZ x �� TAK KAK P ���

n �

� Pn� w REZULXTATE POLU�AEM

�Z
��

P �m�
n �x�P

�m�
k �x� dx �

�����
� PRI k �� n�

�

�n� �

�n�m�"

�n�m�"
PRI k � n�

���
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T� E� PRISOEDINENNYE FUNKCII ORTOGONALXNY MEVDU SOBOJ I KWADRAT

NORMY PRISOEDINENNOJ FUNKCII P
�m�
n RAWEN

kP �m�
n k� � �

�n� �

�n�m�"

�n�m�"
� ����

�� pOLNOTA SISTEMY PRISOEDINENNYH FUNKCIJ� dOKAVEM�

�TO SISTEMA PRISOEDINENNYH FUNKCIJ fP �m�
n �x�g POLNOSTX� IS�ERPY�

WAET WSE OGRANI�ENNYE RE�ENIQ URAWNENIQ ����
w SAMOM DELE� PRI � � n�n � �� RE�ENIE� LINEJNO NEZAWISIMOE S

P
�m�
n �x�� OBRA�AETSQ W BESKONE�NOSTX PRI x � ��� oGRANI�ENNOE VE
RE�ENIE PRI � �� n�n� �� DOLVNO BYTX ORTOGONALXNO KO WSEM P

�m�
n �x��

dLQ TOGO �TOBY UBEDITXSQ� �TO NE SU�ESTWUET OGRANI�ENNYH RE�E�

NIJ URAWNENIQ ���� OTLI�NYH OT P
�m�
n �x�� DOSTATO�NO USTANOWITX� �TO

SISTEMA PRISOEDINENNYH FUNKCIJ P
�m�
n �x� POLNA� T� E� �TO NE SU�E�

STWUET NIKAKOJ NEPRERYWNOJ FUNKCII� NE RAWNOJ TOVDESTWENNO NUL��
KOTORAQ BYLA BY ORTOGONALXNA KO WSEM FUNKCIQM SISTEMY�

lEMMA� l�BAQ FUNKCIQ f�x�� NEPRERYWNAQ NA OTREZKE ���� �� I
OBRA�A��AQSQ W NULX NA EGO KONCAH PRI x � � I x � ��� MOVET BYTX
RAWNOMERNO APPROKSIMIROWANA S L�BOJ STEPENX� TO�NOSTI LINEJNOJ
KOMBINACIEJ IZ PRISOEDINENNYH FUNKCIJ L�BOGO PORQDKA m�

zAMETIM PREVDE WSEGO� �TO PROIZWODNYE POLINOMOW lEVANDRA
dm�dxm � Pn�x� QWLQ�TSQ POLINOMAMI STEPENI n �m� pOSKOLXKU L��
BOJ POLINOM PO STEPENQM x MOVET BYTX PREDSTAWLEN W WIDE LINEJNOJ
KOMBINACII �TIH POLINOMOW� TO W SILU TEOREMY wEJER�TRASSA L�BAQ
FUNKCIQ �f�x�� NEPRERYWNAQ NA OTREZKE ���� ��� MOVET BYTX RAWNOMERNO
APPROKSIMIROWANA S L�BOJ STEPENX� TO�NOSTI PRI POMO�I LINEJNOJ
KOMBINACII dm�dxm � Pn�x�	����� �f�x� �

n�X
n�m

cn
dm

dxm
Pn�x�

����� � �� ESLI n� 
 N����

uMNOVAQ �TO NERAWENSTWO NA ��� x��m��� POLU�AEM� �TO�����f��x��
n�X
n�m

cnP
�m�
n �x�

����� � �� ESLI n� 
 N����

GDE

f��x� � �f�x� ��� x��m��� ����

T� E� L�BAQ FUNKCIQ f�x�� PREDSTAWLENNAQ W WIDE ����� GDE �f�x� 
 FUNK�
CIQ� NEPRERYWNAQ NA OTREZKE ���� ��� MOVET BYTX RAWNOMERNO APPROK�
SIMIROWANA S L�BOJ STEPENX� TO�NOSTI LINEJNOJ KOMBINACIEJ PRISO�
EDINENNYH FUNKCIJ�
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bUDEM GOWORITX� �TO FUNKCIQ f��x� PRINADLEVIT KLASSU H�� ESLI
ONA NEPRERYWNA NA OTREZKE ���� �� I TOVDESTWENNO RAWNA NUL� W MALYH
OKRESTNOSTQH TO�EK x � �� I x � �	

f��x� � � PRI j�� 	j � jxj � ��

tAK KAK DLQ KAVDOJ FUNKCII f��x� KLASSA H� FUNKCIQ

�f�x� �
f��x�

��� x��m��

QWLQETSQ NEPRERYWNOJ NA ���� ��� TO TEM SAMYM LEMMA DOKAZANA DLQ
FUNKCIJ KLASSA H��

rASSMOTRIM NEKOTORU� FUNKCI� f�x�� NEPRERYWNU� NA OTREZKE
���� ��� OBRA�A��U�SQ W NULX NA KONCAH� o�EWIDNO� �TO �TU FUNKCI�
MOVNO RAWNOMERNO APPROKSIMIROWATX PRI POMO�I FUNKCII f��x� IZ
KLASSA H� S TO�NOSTX� DO ���	

jf�x�� f��x�j � �

�
�

aPPROKSIMIRUQ f��x� LINEJNOJ KOMBINACIEJ IZ PRISOEDINENNYH
FUNKCIJ S TO�NOSTX� DO ���	���f��x� �X

�
�x�

��� � �

�
�

X
�
�x� �

n�X
n�m

cnP
�m�
n �x��

POLU�AEM NERAWENSTWO

jf�x��
X

�
�x�j � ��

KOTOROE I DOKAZYWAET LEMMU�
s POMO�X� �TOJ LEMMY LEGKO DOKAZYWAETSQ ZAMKNUTOSTX SISTEMY

PRISOEDINENNYH FUNKCIJ� A TEM SAMYM I EE POLNOTA�
nAPOMNIM� �TO SISTEMA FUNKCIJ f�n�x�g NAZYWAETSQ ZAMKNUTOJ

NA NEKOTOROM OTREZKE �a� b�� ESLI L�BU� FUNKCI� F �x�� NEPRERYWNU�
NA �a� b�� MOVNO APPROKSIMIROWATX W SREDNEM S L�BOJ STEPENX� TO�NO�
STI PRI POMO�I LINEJNOJ KOMBINACII �TIH FUNKCIJ	

bZ
a

	
F �x��

n�X
n��

cn�n�x�


�
dx � �� ESLI n� 
 N����

o�EWIDNO� �TO WSQKU� FUNKCI�� NEPRERYWNU� NA OTREZKE ���� ��� MOV�
NO APPROKSIMIROWATX W SREDNEM S L�BOJ STEPENX� TO�NOSTI PRI POMO�
�I FUNKCII f�x�� NEPRERYWNOJ NA ���� �� I OBRA�A��EJSQ W NULX PRI
x � ��	

�Z
��

�F �x�� f�x��� dx � ���
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bERQ LINEJNU� KOMBINACI� PRISOEDINENNYH FUNKCIJ� RAWNOMER�
NO APPROKSIMIRU��IH FUNKCI� f�x�	

jf�x��
X

�
�x�j � ����

I POLXZUQSX NERAWENSTWOM

�a� b�� � � �a� � b���

POLU�AEM

�Z
��

h
F �x��

X
�

i�
dx � �

�Z
��

�F �x�� f�x��� dx��

�Z
��

h
f�x��

X
�

i�
dx � �

�ESLI ��� � ������� � ���

�TO DOKAZYWAET ZAMKNUTOSTX� A TEM SAMYM I POLNOTU SISTEMY PRISO�
EDINENNYH FUNKCIJ�

xxxxxxxxx �� gARMONI�ESKIE POLINOMY I SFERI�ESKIE FUNKCII

�� gARMONI�ESKIE POLINOMY� gARM ON I � E S K IM P OL I N O�
MOM NAZYWAETSQ ODNORODNYJ POLINOM� UDOWLETWORQ��IJ URAWNENI�
lAPLASA

�u � uxx � uyy � uzz � �� ���

nETRUDNO UBEDITXSQ� �TO PERWYE DWA ODNORODNYH GARMONI�ESKIH
POLINOMA IME�T WID

u��x� y� z� � Ax�By � Cz�

u��x� y� z� � Ax� �By� � �A�B�z� � Cxy �Dxz �Eyz�

GDE A� B� C� D� E 
 PROIZWOLXNYE KO�FFICIENTY�
oPREDELIM �ISLO LINEJNO NEZAWISIMYH ODNORODNYH GARMONI�E�

SKIH POLINOMOW STEPENI n	

un �
X

p�q�r�n

�p�q�rx
pyqzr� ���

cELAQ ODNORODNAQ FUNKCIQ STEPENI n IMEET �n����n����� KO�FFICI�
ENTOW� dEJSTWITELXNO� PRAWU� �ASTX RAWENSTWA ��� MOVNO PREDSTAWITX
W WIDE

�����nz
n � ������n��x� �����n��y�zn�� � � � ��

���n������xn�� � �n������xn��y � � � �� ���n����yn���z�

���n����x
n � �n������xn��y � � � �� ���n��y

n�z��
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pRI zn IMEETSQ ODIN KO�FFICIENT� PRI zn�� 
 DWA� � � � � PRI z IMEEM
n KO�FFICIENTOW� A PRI z� �ISLO KO�FFICIENTOW RAWNQETSQ n� �� TAK
�TO OB�EE �ISLO KO�FFICIENTOW RAWNO

� � � � � � �� n� �n� �� �
�n� ���n� ��

�
� ���

uRAWNENIE ��� NALAGAET NA KO�FFICIENTY n�n � ���� LINEJNYH
ODNORODNYH SOOTNO�ENIJ� TAK KAK�un 
 ODNORODNAQ FUNKCIQ STEPENI
n� �� tAKIM OBRAZOM� POLINOM DOLVEN IMETX NE MENEE �EM �n� ���n�
� ����� �n � ��n�� � ��n � �� NEZAWISIMYH KO�FFICIENTOW� eSLI BY
UKAZANNYE �n� ��n�� SOOTNO�ENIJ OKAZALISX LINEJNO ZAWISIMYMI� TO
�ISLO NEZAWISIMYH KO�FFICIENTOW BYLO BY BOLX�E �n� ��

pOKAVEM� �TO TOLXKO ��n � �� KO�FFICIENTOW LINEJNO NEZAWISI�
MY� kO�FFICIENTY �p�q�r ODNORODNOGO POLINOMA MOVNO PREDSTAWITX W
WIDE

�p�q�r �
�

p" q" r"

nun
xp yq zr

�

eSLI un 
 GARMONI�ESKIJ POLINOM� TO �p�q�r PRI r � � MOVNO WYRAZITX
�EREZ KO�FFICIENTY �p�q�� I �p�q��� �ISLO KOTORYH W TO�NOSTI RAWNO
�n� ��

dEJSTWITELXNO�

�p�q�r �
�

p" q" r"

n��

xp yq zr��

�
�un
z�

�
�

�
�

p" q" r"

n��

xp yq zr��

�
� �un

x�
� �un

y�

�
�

� ���p���q�r�� � ���p�q���r���

pOSTUPAQ ANALOGI�NO S KO�FFICIENTAMI �p���q�r�� I �p�q���r��� MY W
KONCE KONCOW WYRAZIM �p�q�r �EREZ KO�FFICIENTY TIPA �p�q�� �p � q �
� n� I �p�q�� �p � q � � � n�� 	ISLO KO�FFICIENTOW WIDA �p�q�� RAWNO
n � �� A �p�q�� RAWNO n� tAKIM OBRAZOM� OB�EE �ISLO LINEJNO NEZAWI�
SIMYH KO�FFICIENTOW I� SLEDOWATELXNO� NEZAWISIMYH GARMONI�ESKIH
POLINOMOW n�J STEPENI W TO�NOSTI RAWNO �n� ��

oDNORODNYE GARMONI�ESKIE POLINOMY NAZYWA�TSQ �AR O WYMI
FUNK C I QM I�

�� sFERI�ESKIE FUNKCII� sFERI�ESKIE FUNKCII PRO�E WSEGO
MOGUT BYTX WWEDENY PRI RE�ENII URAWNENIQ lAPLASA DLQ �AROWOJ
OBLASTI METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH�

bUDEM ISKATX RE�ENIE URAWNENIQ lAPLASA W PEREMENNYH �r� �� ��	

�u �
�

r�


r

�
r�

u

r

�
�

�

r� sin �



�

�
sin �

u

�

�
�

�

r� sin� �

�u

��
� �� ���

POLAGAQ

u�r� �� �� � R�r�Y ��� ���

� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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dLQ OPREDELENIQ R�r� POLU�AEM URAWNENIE �JLERA

r�R�� � �rR� � �R � �� ���

A DLQ OPREDELENIQ Y ��� �� 
 URAWNENIE

����Y � �Y �
�

sin �



�

�
sin �

Y

�

�
�

�

sin� �

�Y

��
� �Y � � ���

S DOPOLNITELXNYM USLOWIEM OGRANI�ENNOSTI FUNKCII Y NA WSEJ SFERE�
w �ASTNOSTI� FUNKCIQ Y ��� �� UDOWLETWORQET USLOWIQM

Y ��� �� ��� � Y ��� ���

jY ��� ��j �
� jY ��� ��j �
�

�
����

oGRANI�ENNYE RE�ENIQ URAWNENIQ ���� OBLADA��IE NEPRERYWNY�
MI DO ��GO PORQDKA PROIZWODNYMI� NAZYWA�TSQ SF E R I � E S K IMI
FUNK C I QM I�

rE�ENIE ZADA�I DLQ Y ��� �� I�EM TAKVE METODOM RAZDELENIQ PE�
REMENNYH� POLAGAQ

Y ��� �� � (��������

fUNKCIQ ���� UDOWLETWORQET URAWNENI�

��� � �� � �

I USLOWI� PERIODI�NOSTI

���� ��� � �����

zADA�A DLQ ���� IMEET RE�ENIE LI�X PRI CELOM � � m�� I LI�
NEJNO NEZAWISIMYMI RE�ENIQMI QWLQ�TSQ FUNKCII cosm� I sinm��
fUNKCIQ (��� OPREDELQETSQ IZ URAWNENIQ

�

sin �

d

d�

�
sin �

d(

d�

�
�

�
�� �

sin� �

�
( � �

I USLOWIJ OGRANI�ENNOSTI PRI � � � I � � ��
wWODQ PEREMENNU�

t � cos �

I OBOZNA�AQ X�t�jt�cos � � X�cos �� � (���� POLU�AEM DLQ X�t� URAWNE�
NIE PRISOEDINENNYH FUNKCIJ

d

dt

�
��� t��

dX

dt

�
�

�
�� m�

�� t�

�
X � � ��� � t � ��� ���

uRAWNENIE ���� KAK MY UVE WIDELI W x �� DOPUSKAET OGRANI�ENNYE RE�
�ENIQ LI�X PRI � � n�n� ��	

X�t�jt�cos � � P �m�
n �t�jt�cos � � P �m�

n �cos �� � (����

GDE m � n�
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wYPI�EM POLU�ENNU� SISTEMU SFERI�ESKIH FUNKCIJ n�GO PORQD�
KA� uSLOWIMSQ PRIPISYWATX OTRICATELXNYJ WERHNIJ INDEKS TEM FUNK�
CIQM� KOTORYE SODERVAT cos k�� I POLOVITELXNYJ 
 TEM FUNKCIQM�
KOTORYE SODERVAT sin k�� tOGDA BUDEM IMETX

m � �	 Y
���
n ��� �� � Pn�cos ���

m � �	 Y
����
n ��� �� � P

���
n �cos �� cos�� Y

���
n ��� �� � P

���
n �cos �� sin��

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

m � k	 Y
��k�
n ��� �� � P

�k�
n �cos �� cos k�� Y

�k�
n ��� �� � P

�k�
n �cos �� sin k�

�k � �� �� � � � � n��

�������������������
���

	ISLO RAZLI�NYH SFERI�ESKIH FUNKCIJ n�GO PORQDKA Y
�m�
n RAWNO �n�

� �� lINEJNAQ KOMBINACIQ �TIH ��n� �� SFERI�ESKIH FUNKCIJ ���

Yn��� �� �

nX
m��

�Anm cosm��Bnm sinm��P �m�
n �cos ��� ����

ILI

Yn��� �� �
nX

m��n
CmnY

�m�
n ��� ���

GDE

Cmn �

�
Anm PRI m � ��

Bnm PRI m 
 ��

QWLQETSQ TAKVE SFERI�ESKOJ FUNKCIEJ I NAZYWAETSQ SF ER I � E S K O J

rIS� ���

G A RM O N IK OJ�

fUNKCII Y
���
n � Pn�cos �� NE ZAWISQT

OT � I NAZYWA�TSQ Z O N AL X NYM I� tAK
KAK Pn�t� W SILU LEMMY IZ x �� P� �
IMEET ROWNO n NULEJ WNUTRI PROMEVUTKA
���� ��� TO SFERA RAZDELQETSQ NA �n � ��
�IROTNYH ZON� WNUTRI KOTORYH ZONALX�
NAQ FUNKCIQ SOHRANQET ZNAK�

rASSMOTRIM POWEDENIE FUNKCII

Y ��k�
n � sink �

�
dk

dtk
Pn�t�

�
t�cos �

�
sin k��

cos k�

NA SFERE� tAK KAK sin � OBRA�AETSQ W NULX
NA POL�SAH� sin k� ILI cos k� OBRA�A�TSQ
W NULX NA �k MERIDIANAH� A dk�dtk � Pn�t� W SILU TOJ VE LEMMY 

NA �n � k� �IROTAH� TO WSQ SFERA RAZBIWAETSQ NA KLETKI� W KOTORYH

��
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Y
��k�
n SOHRANQET POSTOQNNYJ ZNAK �RIS� ����� fUNKCII Y

�� k�
n �PRI k 



 �� NAZYWA�TSQ T E S S E R AL X NYM I�
wERNEMSQ TEPERX K OTYSKANI� FUNKCII R� bUDEM ISKATX FUNKCI�

R�r� W WIDE

R � r� �

pODSTAWIW ISKOMU� FORMU RE�ENIQ W URAWNENIE ���� POLU�IM HARAK�
TERISTI�ESKOE URAWNENIE DLQ OPREDELENIQ �	

��� � ��� n�n� �� � ��

OTKUDA NAHODIM DWA ZNA�ENIQ �	

� � n I � � ��n� ���

sLEDOWATELXNO� �ASTNYMI RE�ENIQMI URAWNENIQ lAPLASA QWLQ�TSQ
FUNKCII

rnY �k�
n ��� ��� ����

r��n���Y �k�
n ��� ��� �����

PERWAQ IZ KOTORYH� O�EWIDNO� SOOTWETSTWUET RE�ENI� WNUTRENNIH ZA�
DA�� A WTORAQ
 WNE�NIH ZADA� �SM� x �� P� ���

pOKAVEM� �TO NAJDENNYE RE�ENIQ URAWNENIQ lAPLASA QWLQ�TSQ
ODNORODNYMI POLINOMAMI n�J STEPENI� oB�IJ �LEN� NAPRIMER� W FOR�
MULE ���� MOVNO ZAPISATX TAK	

v � rn sink � cos k� cosn�k��q ��

GDE q IZMENQETSQ OT � DO �n � k���� fUNKCI� v MOVNO PREDSTAWITX W
WIDE PROIZWEDENIQ TREH POLINOMOW	

v � u� � u� � u��
GDE

u� � rk sink � cos k� � Re�r sin �ei��k � Re��x � iy�k��

u� � rn�k��q cosn�k��q � � zn�k��q �

u� � r�q � �x� � y� � z��q �

oTS�DA QSNO� �TO FUNKCIQ rnY
�k�
n ��� �� ESTX ODNORODNYJ GARMONI�E�

SKIJ POLINOM STEPENI k � n� k � �q � �q � n�
o�EWIDNO� �TO SFERI�ESKIE FUNKCII QWLQ�TSQ ZNA�ENIQMI �ARO�

WYH FUNKCIJ ���� I ����� NA SFERE RADIUSA EDINICA�
�� oRTOGONALXNOSTX SISTEMY SFERI�ESKIH FUNKCIJ� dO�

KAVEM� �TO SFERI�ESKIE FUNKCII� SOOTWETSTWU��IE RAZLI�NYM ZNA�
�ENIQM �� ORTOGONALXNY NA POWERHNOSTI SFERY �� pUSTX Y� I Y� UDO�
WLETWORQ�T URAWNENIQM

����Y� � ��Y� � �� ����Y� � ��Y� � �� ���
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GDE

���� �
�

sin �



�

�
sin �



�

�
�

�

sin� �

�

��
�

nETRUDNO WIDETX� �TO IMEET MESTO FORMULAZ Z
	

Y�����Y� d& � �
Z Z
	

�
Y�
�

Y�
�

�
�

sin� �

Y�
�

� Y�
�

�
d& ���

�d& � sin � d� d���

LEGKO POLU�AEMAQ INTEGRIROWANIEM PO �ASTQM�
nA POWERHNOSTI SFERY

gradu �
u

�
i� �

�

sin �

u

�
i�� divA �

�

sin �

�


�
�sin �A�� �

A�

�

�
�

TAK �TO

����u � div gradu

I FORMULU ��� MOVNO ZAPISATX W WIDEZ Z
	

Y� �Y� d& � �
Z Z
	

gradY� � gradY� � d&�

mENQQ MESTAMI W FORMULE ��� FUNKCII Y� I Y� I WY�ITAQ POLU�ENNU�
FORMULU IZ FORMULY ���� BUDEM IMETX

J �

Z Z
	

fY�����Y� � Y� ����Y�g d& � �� ���

fORMULY ��� I ��� QWLQ�TSQ FORMULAMI gRINA DLQ OPERATORA SFERI�
�ESKIH FUNKCIJ�

iZ FORMULY ��� LEGKO SLEDUET ORTOGONALXNOSTX FUNKCIJ Y� I Y��
w SAMOM DELE� POLXZUQSX URAWNENIQMI ���� POLU�IM IZ FORMULY ���

J � ��� � ���

Z Z
	

Y� Y� d& � ��

OTKUDA PRI �� �� �� Z Z
	

Y� Y� d& � ��

ILI

��Z
�

�Z
�

Y���� ��Y���� �� sin � d� d� � ��
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tEM SAMYM DOKAZANA ORTOGONALXNOSTX SFERI�ESKIH FUNKCIJ� SOOTWET�
STWU��IH RAZNYM ��

wY�E MY POLU�ILI DLQ � � n�n � �� SISTEMU ��n � �� SFERI�E�
SKIH FUNKCIJ n�GO PORQDKA� dOKAVEM� �TO I �TI SFERI�ESKIE FUNKCII
ORTOGONALXNY MEVDU SOBOJ NA SFERE�

pUSTX Y
�k��
n I Y

�k��
n 
 DWE SFERI�ESKIE FUNKCII� iNTEGRIRUQ IH

PROIZWEDENIE I POLXZUQSX FORMULOJ ��� IZ x �� POLU�IM
Z Z
	

Y �k��
n Y �k��

n d& �

��Z
�

�Z
�

Y �k��
n ��� ��Y �k��

n ��� �� sin � d� d� �

�

��Z
�

cos k�� cosk��d�

�Z
�

P �k��
n �cos ��P �k��

n �cos �� sin � d� �

�

��Z
�

cos k�� cos k�� d�

��Z
��

P �k��
n �t�P �k��

n �t� dt �

�

���������������

� PRI k� �� k��

��

�n� �

�n� k�"

�n� k�"
PRI k� � k� � k �� ��

�� � �

�n� �
PRI k� � k� � ��

���������������
����

T� E� SFERI�ESKIE FUNKCII� OPREDELQEMYE FORMULOJ ���� OBRAZU�T OR�
TOGONALXNU� SISTEMU W OBLASTI � � � � �� � � � � �� I IME�T KWADRAT
NORMY� RAWNYJ

kY �k�
n k� �

��Z
�

�Z
�

h
Y �k�
n ��� ��

i�
sin � d� d� �

�

�n� �
��k

�n� k�"

�n� k�"
� �����

GDE �� � �� �k � � PRI k 
 ��
pREDPOLAGAQ WOZMOVNOSTX RAZLOVENIQ PROIZWOLXNOJ FUNKCII

f��� �� W RQD PO SFERI�ESKIM FUNKCIQM �WOZMOVNOSTX TAKOGO RAZ�
LOVENIQ DLQ DWAVDY NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMOJ FUNKCII BUDET
PODROBNO OBOSNOWANA NIVE� W P� ��� DOPUSKA��IJ PO�LENNOE INTEGRI�
ROWANIE� POLU�IM

f��� �� �

�X
n��

nX
m��

�Anm cosm��Bnm sinm��P �m�
n �cos ���
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GDE Anm I Bnm 
 KO�FFICIENTY fURXE� OPREDELQEMYE FORMULAMI

Anm �

��Z
�

�Z
�

f��� ��P �m�
n �cos �� cosm� sin � d� d�

kY �m�
n k�

�

Bnm �

��Z
�

�Z
�

f��� ��P �m�
n �cos �� sinm� sin � d� d�

kY �m�
n k�

�

�����������������������������
����

kY �m�
n k� � ���m

�n� �

�n�m�"

�n�m�"
� �m �

�
� PRI m � ��

� PRI m 
 ��

oB�EE RE�ENIE WNUTRENNEJ KRAEWOJ ZADA�I DLQ URAWNENIQ lAPLA�
SA MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

u�r� �� �� �
�X
n��

�r
a

�n
Yn��� ���

dLQ WNE�NEJ KRAEWOJ ZADA�I OB�EE RE�ENIE PREDSTAWIMO W WIDE

u�r� �� �� �

�X
n��

�a
r

�n��

Yn��� ���

zDESX

Yn��� �� �

�X
m��

f�nm cosm�� �nm sinm�gP �m�
n �cos ��


 SFERI�ESKAQ GARMONIKA�
�� zAMKNUTOSTX SISTEMY SFERI�ESKIH FUNKCIJ� dOKAVEM

ZAMKNUTOSTX SISTEMY SFERI�ESKIH FUNKCIJ� OPREDELQEMYH FORMULOJ
���� dOKAVEM SNA�ALA� �TO L�BAQ FUNKCIQ f��� ��� IME��AQ NEPRERYW�
NYE WTORYE PROIZWODNYE� MOVET BYTX RAWNOMERNO APPROKSIMIROWANA
NEKOTORYM POLINOMOM IZ SFERI�ESKIH FUNKCIJ� rASSMOTRIM RAZLOVE�
NIE TAKOJ FUNKCII W RQD fURXE

f��� �� �

�X
m��

�Am��� cosm��Bm��� sinm���

iSPOLXZUQ OGRANI�ENNOSTX WTOROJ PROIZWODNOJ� LEGKO OCENITX KO�F�
FICIENTY Am I Bm �TOGO RAZLOVENIQ	

jAmj � M

m�
� jBmj � M

m�
�
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GDE

M � max jf��j�
oTS�DA SLEDUET� �TO DLQ OSTATO�NOGO �LENA RQDA fURXE IMEET MESTO
RAWNOMERNAQ OCENKA�����f �

m�X
m��

�Am��� cosm��Bm��� sinm��

����� � jRm� j � �M

�X
m�m�

�

m�
� ���

����
GDE �� 
 � 
 L�BOE NAPERED ZADANNOE �ISLO�

nA OSNOWANII x �� P� � KO�FFICIENTY fURXE Am��� I Bm���� QWLQ�
��IESQ NEPRERYWNYMI FUNKCIQMI �� OBRA�A��IMISQ W NULX PRI ��
RAWNOM � I �� MOGUT BYTX RAWNOMERNO APPROKSIMIROWANY LINEJNYMI
KOMBINACIQMI PRISOEDINENNYH FUNKCIJ m�GO PORQDKA	�����Am��� �

nX
k��

akP
�m�
k �cos ��

����� � ��

�m� � �
�

�����Bm����
nX

k��

bkP
�m�
k �cos ��

����� � ��

�m� � �
�

����

tOGDA IZ NERAWENSTW ���� I ���� BUDET SLEDOWATX�����f��� ���
m�X
m��

nX
k��

�akP
�m�
k �cos �� cosm�� bkP

�m�
k �cos �� sinm��

����� � ����

����
�TO I DOKAZYWAET WOZMOVNOSTX RAWNOMERNOJ APPROKSIMACII L�BOJ
DWAVDY DIFFERENCIRUEMOJ FUNKCII f��� �� POLINOMOM IZ SFERI�E�
SKIH FUNKCIJ� oTS�DA SLEDUET� �TO I L�BU� NEPRERYWNU� FUNKCI�
MOVNO RAWNOMERNO APPROKSIMIROWATX POLINOMOM SFERI�ESKIH FUNK�
CIJ� A �TO DOKAZYWAET ZAMKNUTOSTX SISTEMY FUNKCIJ� OPREDELQEMYH
FORMULOJ ���� iZ ZAMKNUTOSTI �TOJ SISTEMY WYTEKAET EE POLNOTA�

tAKIM OBRAZOM� DOKAZANO� �TO URAWNENIE SFERI�ESKIH FUNKCIJ NE
IMEET OGRANI�ENNYH RE�ENIJ PRI � �� n�n� �� I �TO WSQKAQ SFERI�E�
SKAQ FUNKCIQ n�GO PORQDKA �PRI � � n�n� ��� PREDSTAWIMA FORMULOJ
�����

�� rAZLOVENIE PO SFERI�ESKIM FUNKCIQM� sFERI�ESKIE
FUNKCII QWLQ�TSQ SOBSTWENNYMI FUNKCIQMI URAWNENIQ

�

sin �



�

�
sin �

u

�

�
�

�

sin� �

�u

��
� �u � �� ILI ����u� �u � �� ����

NA POWERHNOSTI SFERY � ��� � � ��� � � � � �� PRI DOPOLNITELXNYH
USLOWIQH OGRANI�ENNOSTI�
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dLQ OBOSNOWANIQ RAZLOVIMOSTI PROIZWOLXNOJ DWAVDY NEPRERYWNO
DIFFERENCIRUEMOJ FUNKCII f��� �� W RQD PO SFERI�ESKIM FUNKCIQM
PEREJDEM K SOOTWETSTWU��EMU INTEGRALXNOMU URAWNENI�� s �TOJ CE�
LX� POSTROIM FUNKCI� ISTO�NIKA URAWNENIQ

����u �
�

sin �



�

�
sin �

u

�

�
�

�

sin� �

�u

��
� �� ����

UDOWLETWORQ��U� USLOWI� OGRANI�ENNOSTI RE�ENIQ PRI � � �� ��
kAK BYLO OTME�ENO WY�E�

����u � �div gradu���� ����

NA POWERHNOSTI SFERY� uRAWNENIE ���� MOVNO RASSMATRIWATX KAK URAW�
NENIE STACIONARNOGO RASPREDELENIQ TEMPERATURY ILI STACIONARNOGO
�LEKTRI�ESKOGO TOKA NA POWERHNOSTI SFERY�

s �TOJ TO�KI ZRENIQ PONQTNO� �TO NEWOZMOVNO POSTROITX RE�ENIE
ODNORODNOGO URAWNENIQ

����u � � ����

S OSOBENNOSTX� W ODNOJ TOLXKO TO�KE� TAK KAK DLQ WOZMOVNOSTI SU�E�
STWOWANIQ STACIONARNOJ TEMPERATURY NEOBHODIMO� �TOBY SUMMA IS�
TO�NIKOW I STOKOW RAWNQLASX NUL��

wWEDEM OBOB�ENNU� FUNKCI� ISTO�NIKA� KOTORAQ W NA�EM SLU�AE
DOLVNA BYTX RE�ENIEM URAWNENIQ

����u � q �q � ������ ����

REGULQRNYM WS�DU� KROME POL�SA � � �� GDE ONA DOLVNA IMETX LO�
GARIFMI�ESKU� OSOBENNOSTX� pRAWAQ �ASTX URAWNENIQ ���� OZNA�AET
PLOTNOSTX OTRICATELXNYH ISTO�NIKOW �STOKOW� TEPLA� RAWNOMERNO RAS�
PREDELENNYH PO POWERHNOSTI SFERY� TAK �TOZ Z

	

q d� � �� ����

pREDPOLAGAQ� �TO ISKOMAQ FUNKCIQ ISTO�NIKA u QWLQETSQ FUNKCIEJ
TOLXKO ODNOGO PEREMENNOGO �� POLU�AEM DLQ NEE OBYKNOWENNOE DIFFE�
RENCIALXNOE URAWNENIE� RE�AQ KOTOROE� NAHODIM

u � �q ln sin � � c ln tg
�

�
� ����

tREBUQ� �TOBY u IMELO OSOBENNOSTX TOLXKO PRI � � �� POLU�AEM

c � �q
I

u � ��q ln sin
�

�
� q ln ��
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tAK KAK u� � const QWLQETSQ RE�ENIEM ODNORODNOGO URAWNENIQ� TO
FUNKCIQ ISTO�NIKA G OPREDELENA S TO�NOSTX� DO PROIZWOLXNOJ PO�
STOQNNOJ� pO�TOMU MY MOVEM NAPISATX

G � � �

��
ln sin

�

�
� ����

eSLI ISTO�NIK NAHODITSQ W NEKOTOROJ TO�KEM�� TO FUNKCIQ ISTO�NIKA
IMEET WID

G�M�M�� � � �

��
ln sin

�MM�

�
� ����

GDE �MM� 
 UGLOWOE RASSTOQNIE MEVDU TO�KAMIM����� ��� IM��� �����
pEREJDEM TEPERX K RE�ENI� NEODNORODNOGO URAWNENIQ

����u �
�

sin �



�

�
sin �

u

�

�
�

�

sin� �

�u

��
� �F ��� ��� ����

�TO URAWNENIE MOVET IMETX REGULQRNOE WS�DU NA � RE�ENIE TOLXKO
PRI WYPOLNENII USLOWIQ Z Z

	

F d� � �� ����

OZNA�A��EGO� �TO SUMMA ISTO�NIKOW I STOKOW DOLVNA BYTX RAWNA NU�
L�� eGO LEGKO POLU�ITX IZ FORMUL gRINA DLQ OPERATORA ����� USTANO�
WLENNYH W P� ��

pOKAVEM� �TO WSQKOE RE�ENIE URAWNENIQ ����� UDOWLETWORQ��EE
USLOWI� ����� PREDSTAWIMO W WIDE

u�M� �

Z Z
	

G�M�P �F �P � d�p �A�

GDE A
 NEKOTORAQ POSTOQNNAQ� A G�M�P � 
 FUNKCIQ ISTO�NIKA� OPRE�
DELQEMAQ FORMULOJ ����� pUSTX M 
 NEKOTORAQ FIKSIROWANNAQ TO�KA
SFERY� W KOTORU�MY POME�AEM SEWERNYJ POL�S �� � ��� AM� 
 DIAME�
TRALXNO PROTIWOPOLOVNAQ EJ TO�KA� tO�KIM IM� QWLQ�TSQ OSOBYMI
TO�KAMI URAWNENIQ ����� pO�TOMU POSTROIM NA � W �TIH TO�KAH MALYE

KRUVKI KM
� I KM�

� I RASSMOTRIM INTEGRAL

I �

Z Z
	��	�KM

� �KM�
�

�u�G�G�u� d��

�� uGOL � OPREDELQETSQ IZ FORMULY

cos � � cos � cos �� � sin � sin �� cos��� ����
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pODSTAWLQQ W PRAWU� �ASTX WYRAVENIQ DLQ �u I �G� IMEEM

I �

��Z
�

���Z
�

�
u


�

�
sin �

G

�

�
�G



�

�
sin �

u

�

��
d� d��

�

���Z
�

d�

sin �

��Z
�

�
u
�G

��
�G

�u

��

�
d��

u�ITYWAQ� �TO W KWADRATNYH SKOBKAH STOQT TO�NYE PROIZWODNYE OT
WYRAVENIJ

sin �

�
u
G

�
�G

u

�

�
I u

G

�
�G

u

�
� v�

PRI�EM vj��� � �� POLU�AEM POSLE INTEGRIROWANIQ

I �

��Z
�

�
sin �

�
u
G

�
�G

u

�

�����
�

d��

dALEE� ZAME�AQ� �TO

G

�
� � �

��



�
ln sin

�

�
� � �

��
ctg

�

�
�

BUDEM IMETX

I �
�

��

��Z
�

�
sin

�

�
cos

�

�
ctg

�

�
� u

����
�

d��

� �

��

��sin � ln sin
�

�

��Z
�

u

�
d�

�����
�

� I� � I��

oTS�DA WIDNO� �TO

lim
���

I� � u�M� I lim
���

I� � ��

sLEDOWATELXNO�

u�M� �

Z Z
	

G�M�P �F �P � d�P �A� ����

GDE

A �
�

��

Z Z
	

u d�
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 POSTOQNNAQ� rE�ENIE NA�EJ ZADA�I OPREDELENO S TO�NOSTX� DO AD�
DITIWNOJ POSTOQNNOJ� tO RE�ENIE� DLQ KOTOROGO

RR
	 u d� � �� OPRE�

DELQETSQ FORMULOJ

u�M� �

Z Z
	

G�M�P �F �P � d�P �

pRIMENQQ ���� K URAWNENI� SFERI�ESKIH FUNKCIJ ����u � ��u� PRI�
HODIM K SLEDU��EMU ZAKL��ENI��

sFERI�ESKIE FUNKCII� OPREDELQEMYE FORMULOJ ���� PREDSTAWLQ�
�T SOWOKUPNOSTX WSEH LINEJNO NEZAWISIMYH SOBSTWENNYH FUNKCIJ
INTEGRALXNOGO URAWNENIQ

u�M� � �

Z Z
	

G�M�P �u�P � d�P

S SIMMETRI�ESKIM QDROM G�M�P �� OPREDELQEMYM FORMULOJ �����
k �TOMU URAWNENI� PRIMENIMA OB�AQ TEORIQ INTEGRALXNYH URAW�

NENIJ S SIMMETRI�ESKIM QDROM� oTS�DA SLEDUET� �TO PROIZWOLXNAQ
DWAVDY DIFFERENCIRUEMAQ FUNKCIQ f��� �� MOVET BYTX RAZLOVENA W
RAWNOMERNO I ABSOL�TNO SHODQ�IJSQ RQD PO SFERI�ESKIM FUNKCIQM	
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rASSMOTRIM NESKOLXKO TIPI�NYH ZADA� MATEMATI�ESKOJ FIZIKI�
TREBU��IH PRIMENENIQ SFERI�ESKIH FUNKCIJ�
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ZADA�I� SLEDUET POLOVITX An � �� I� NAKONEC� W SLU�AE OBLASTI a �
� r � b� NE SODERVA�EJ NI r � �� NI r �
� W RE�ENIE� WOOB�E GOWORQ�
WHODQT SLAGAEMYE S rn I ��rn���
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OTKUDA
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�LEKTRI�ESKOGO TOKA PRI NALI�II SFERI�ESKOGO WKL��ENIQ� FIZI�E�
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WIQMI ��GO RODA� �TA ZADA�A SWODITSQ K OTYSKANI� SOBSTWENNYH ZNA�
�ENIJ I SOBSTWENNYH FUNKCIJ URAWNENIQ

�v � �v � � ���

S GRANI�NYM USLOWIEM NA POWERHNOSTI SFERY

v � �� ���

pOME�AQ NA�ALO SFERI�ESKOJ SISTEMY KOORDINAT W CENTR SFERY� PE�
REPI�EM URAWNENIE ��� W WIDE

�

r�


r

�
r�

v

r

�
�

�

r�
����v � �v � �� ����

GDE

����v �
�

sin �



�

�
sin �

v

�

�
�

�

sin� �

�v

��
�

rE�ENIE BUDEM ISKATX METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH� POLAGAQ

v�r� �� �� � R�r�Y ��� ��� ����

pOSLE PODSTANOWKI �TOGO WYRAVENIQ W URAWNENIE ��� POLU�IM

d

dr

�
r�

dR

dr

�
R

� �r� �
����Y

Y
� �� ���

OTKUDA SLEDUET

����Y � �Y � �� ���

�

r�
d

dr

�
r�

dR

dr

�
�

�
�� �

r�

�
R � �� ���

rE�AQ URAWNENIE ��� PRI ESTESTWENNYH USLOWIQH OGRANI�ENNOSTI W PO�
L�SAH SFERY

jY j���� � �
 ����

I USLOWII PERIODI�NOSTI PO � Y ��� � � ��� � Y ��� ��� POLU�AEM SOB�
STWENNYE ZNA�ENIQ

� � n�n� ��� ����


 a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ



��� dopolnenie II� specialxnye funkcii ��� II

KAVDOMU IZ KOTORYH SOOTWETSTWUET ��n� �� SFERI�ESKIH FUNKCIJ	
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USLOWIEM RAZRE�IMOSTI NA�EJ KRAEWOJ ZADA�I W �TOM SLU�AE QWLQETSQ
OBRA�ENIE W NULX KO�FFICIENTOW fn�j 	
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Rn�r� � O

�
�

r

�
� lim

r�� r �R�n � ikRn� � ��

oB�EE RE�ENIE �TOGO URAWNENIQ IMEET WID �SM� P� � I dOPOLNENIE II�
�� I� x ��

Rn�r� � An�
���
n �kr� �Bn�

���
n �kr��

GDE

����n ��� �

r
�

��
H

���

n����
����

����n ��� �

r
�

��
H

���

n����
��� �� � kr��

u�ITYWAQ ASIMPTOTI�ESKIE FORMULY DLQ FUNKCIJ hANKELQ

H
���
n ��� I H

���
n ��� �SM� dOPOLNENIE II� �� I� x ��	

H���
n ��� �

r
�

��
ei ����n�����
� � � � � �

H���
n ��� �

r
�

��
e�i ����n�����
� � � � �

�TO�KAMI OBOZNA�ENY �LENY BOLEE WYSOKOGO PORQDKA MALOSTI OTNOSI�

TELXNO ����� POLU�AEM DLQ FUNKCIJ �
���
n I �

���
n SLEDU��IE ASIMPTOTI�

�ESKIE FORMULY	

����n �kr� �
ei �kr��n�����
�

r
� � � � �

����n �kr� �
e�i �kr��n�����
�

r
� � � �

oTS�DA WIDNO� �TO USLOWI� IZLU�ENIQ UDOWLETWORQET LI�X FUNKCIQ

�
���
n � pO�TOMU

An � ��

pOLXZUQSX GRANI�NYM USLOWIEM PRI r � r�� NAHODIM

Bnj �
fnj

�
���
n �kr��

�

tAKIM OBRAZOM� MY POLU�AEM FUNKCI� v�r� �� �� W WIDE

v�r� �� �� �
�X
n��

nX
j��n

fnj �
���
n �kr�

�
���
n �kr��

Y �j�
n ��� ���



��� dopolnenie II� specialxnye funkcii ��� III

GDE

fnj �

�Z
�

��Z
�

f��� ��Y �j�
n ��� �� sin � d� d�

kY �j�
n k�

�

(((Y �j�
n

(((�� �Z
�

��Z
�

h
Y �j�
n

i�
sin � d� d� �

���j
�n� �

�n� j�"

�n� j�"
� �j �

�
�� j � ��

�� j 
 ��


 KWADRAT NORMY SFERI�ESKOJ FUNKCII Y
�j�
n ��� ���

�astx III

polinomy �eby�
ewa � �rmita
i �eby�
ewa � lagerra

xxxxxxxxx �� pOLINOMY �EBY��EWA � �RMITA

�� dIFFERENCIALXNAQ FORMULA� pOLINOMY 	EBY� EWA
 �R�
MITA Hn�x� OPREDELIM PO ANALOGII S POLINOMAMI lEVANDRA PRI PO�
MO�I PROIZWODQ�EJ FUNKCII ���� x�� POLAGAQ

���� x� � e�x���
�
�

�X
n��

Hn�x�
�n

n"
� ���

oTS�DA W SILU TEOREMY kO�I SLEDUET

Hn�x� �
n���� x�

�n

����
���

�
n"

��i

Z
C

���� x�

�n��
d� � ex

� n"

��i

Z
C

e��x���
�

�n��
d��

���
GDE C 
 ZAMKNUTYJ KONTUR W PLOSKOSTI KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO ��
OHWATYWA��IJ TO�KU � � �� wWODQ NOWU� PEREMENNU� INTEGRIROWANIQ
z � x� �� PREOBRAZUEM ��� K WIDU

Hn�x� � ����nex� n"

��i

Z
C�

e�z
�

�z � x�n��
dz �

� ����nex�
����� �

��i

dn

dxn

Z
C�

e�z
�

z � x
dz

����� � ���



x �� polinomy �eby	�ewa 	 �rmita ���

GDE C� 
 KONTUR� OHWATYWA��IJ TO�KU z � x� w SILU TEOREMY kO�

�I WYRAVENIE W FIGURNYH SKOBKAH RAWNO dn�e�x
�
��dxn� w REZULXTATE

POLU�AEM IZ ��� DIFFERENCIALXNU� FORMULU

Hn�x� � ����nex� dn

dxn

�
e�x

�
�
� ���

�TA FORMULA POKAZYWAET� �TO Hn�x� ESTX POLINOM STEPENI n� PRI�EM

Hn��x� � ����nHn�x�� ���

iZ ��� NAHODIM H��x� � �� H��x� � �x� H��x� � �x� � � I T� D�
�� rEKURRENTNYE FORMULY� dIFFERENCIRUQ PROIZWODQ�U�

FUNKCI� PO � I x� NAHODIM

�x � ��� � �� �� � � �x� ��� � �� ���

w KAVDOE IZ TOVDESTW ��� PODSTAWIM RQD ��� DLQ ���� x�� sOBIRAQ
�LENY PRI �n I PRIRAWNIWAQ IH K NUL�� POLU�AEM DWE REKURRENTNYE
FORMULY	

H �
n�x� � �nHn���x�� ���

Hn���x� � �xHn�x� � �nHn���x� � �� ���

fORMULA ��� POZWOLQET POSLEDOWATELXNO OPREDELQTX Hn DLQ WSEH n�
ZNAQ� �TOH��x� � �� H��x� � �x� tAK� NAPRIMER� H��x� � �xH� � �H� �
� �x� � �� H� � �xH� � �H� � �x� � ��x I T� D�

��uRAWNENIE �EBY��EWA� �RMITA� nAJDEM URAWNENIE� KOTO�
ROMU UDOWLETWORQET Hn�x�� dLQ �TOGO ISPOLXZUEM REKURRENTNYE FOR�
MULY ��� I ���� sNA�ALA S POMO�X� ��� ISKL��IM IZ ��� �nHn��	

Hn�� � �xHn �H �
n � ��

�TO URAWNENIE PRODIFFERENCIRUEM PO x	

H �
n�� � �xH �

n � �Hn �H ��
n � �

I PODSTAWIM S�DA H �
n�� � ��n� ��Hn IZ ���� w REZULXTATE POLU�IM

H ��
n � �xH �

n � �nHn � �� ILI
d

dx

�
e�x

� dHn

dx

�
� �ne�x

�
Hn � ��

���
oTS�DA WIDNO� �TO POLINOM 	EBY� EWA 
 �RMITA QWLQETSQ SOBSTWEN�
NOJ FUNKCIEJ� SOOTWETSTWU��EJ SOBSTWENNOMU ZNA�ENI� � � �n� SLE�
DU��EJ ZADA�I �ZADA�A �TURMA 
 lIUWILLQ��

nAJTI TE ZNA�ENIQ �� PRI KOTORYH URAWNENIE �EBY�
EWA � �R�
MITA

�e�x
�
y��� � �e�x

�
y � �� �
 � x �
� ����

IMEET NETRIWIALXNOE RE�ENIE� WOZRASTA��EE PRI x 	 
 NE BY�
STREE� �EM KONE�NAQ STEPENX x�



��� dopolnenie II� specialxnye funkcii ��� III

rE�ENIE �TOJ ZADA�I MOVNO BYLO BY ISKATX W WIDE STEPENNOGO
RQDA y �

P�
n�� anx

n� pODSTAWIW �TOT RQD W URAWNENIE ����� POLU�IM
DLQ KO�FFICIENTOW REKURRENTNU� FORMULU

an�� �
�n� �

�n� �� �n� ��
an� ����

iZ FORMULY ���� WIDNO� �TO PRI � � �n WSE KO�FFICIENTY ak � �
DLQ k 
 n I RQD OBRYWAETSQ� tOLXKO PRI � � �n MOVET BYTX WYPOL�
NENO USLOWIE NA BESKONE�NOSTI� pOLU�A��IESQ POLINOMY OPREDELENY
S TO�NOSTX� DO POSTOQNNOGO MNOVITELQ� wYBIRAQ an � �n� POLU�AEM
POLINOMY Hn�x��

�� nORMA POLINOMOW Hn�x�Hn�x�Hn�x�Hn�x�Hn�x�Hn�x�Hn�x�Hn�x�Hn�x�� dOKAVEM �NE OBRA�AQSX K OB�EJ
TEORII�� �TO POLINOMY 	EBY� EWA
 �RMITA OBRAZU�T ORTOGONALXNU�

S WESOM e�x
�
NA BESKONE�NOJ PRQMOJ �
 � x �
 SISTEMU FUNKCIJ� I

WY�ISLIM IH NORMU �S WESOM ��x� � e�x
�
�	

kHnk �
q
�nn"

p
�� ����

rASSMOTRIM WYRAVENIE

Lmn �

�Z
��

Hm�x�Hn�x� e
�x� dx � ����n

�Z
��

Hm�x�
dn

dxn

�
e�x

�
�
dx�

pOLOVIM DLQ OPREDELENNOSTI� �TO m � n� iNTEGRIRUQ PO �ASTQM I
POLXZUQSX FORMULOJ ���� A TAKVE TEM� �TO NA BESKONE�NOSTI OBRA�AET�

SQ W NULX PROIZWEDENIE POLINOMA NA e�x
�
� POLU�AEM

Lmn � ����n�� �m
�Z

��
Hm��

dn��

dxn��

�
e�x

�
�
dx �

� ����n�m �mm"

�Z
��

dn�m

dxn�m

�
e�x

�
�
dx�

TAK KAK H� � �� oTS�DA WIDNO� �TO

Lmn � ����n�m �mm"
dn�m��

dxn�m��

�
e�x

�
� �����

��
� � PRI m � n�

eSLI m � n� TO

Lmn � �nn"

�Z
��

e�x
�
dx � �nn"

p
� � kHnk��



x �� polinomy �eby	�ewa 	 lagerra ���

tEM SAMYM DOKAZANO� �TO
�Z

��
Hm�x�Hn�x� e

�x� dx �

�
�� m �� n�

�nn"
p
�� m � n�

sISTEMA POLINOMOW 	EBY� EWA
 �RMITA QWLQETSQ POLNOJ �NA DO�
KAZATELXSTWE �TOGO FAKTA MY NE OSTANAWLIWAEMSQ�� I� SLEDOWATELXNO�
MY NA�LI WSE RE�ENIQ ZADA�I ����� T� E� � �� �n NE MOVET BYTX SOB�
STWENNYM ZNA�ENIEM�

�� fUNKCII �EBY��EWA� �RMITA� w PRILOVENIQH �SM� S� ����
�ASTO POLXZU�TSQ FUNKCIQMI 	EBY� EWA 
 �RMITA

�n�x� � hn�x� e
�x���� hn�x� �

Hn�x�

kHn�x�k �

OBRAZU��IMI ORTOGONALXNU� I NORMIROWANNU� S WESOM ��x� � � SI�
STEMU NA BESKONE�NOM INTERWALE �
 � x �
	

�Z
��

�n�x��m�x� dx �

�
�� m �� n�
�� m � n�

�TI FUNKCII OBRA�A�TSQ W NULX PRI x	�
 I UDOWLETWORQ�T URAW�
NENI�

���n � ��� x���n � � PRI � � �n� ��

xxxxxxxxx �� pOLINOMY �EBY��EWA � lAGERRA

�� dIFFERENCIALXNAQ FORMULA� pOLINOMY 	EBY� EWA 
 lA�
GERRA Ln�x� MY OPREDELIM PRI POMO�I PROIZWODQ�EJ FUNKCII

���� x� �
�

�� �
e�

x

��
 � ���

rAZLAGAQ EE W STEPENNOJ RQD

���� x� �
�X
n��

Ln�x� �
n� Ln�x� �

�

n"

n�

�n

����
���

� ���

I POLXZUQSX TEOREMOJ kO�I� NAHODIM

Ln�x� �
�

��i

Z
C

���� x�

�n��
d��

GDE C 
 KONTUR� OHWATYWA��IJ TO�KU � � �� wWEDEM NOWU� PEREMEN�
NU� INTEGRIROWANIQ z� POLOVIW � � �� x�z� d� � x dz�z�� TOGDA

Ln�x� � ex
�

��i

Z
C�

zne�z

�z � x�n��
dz� ���



��� dopolnenie II� specialxnye funkcii ��� III

GDE C� 
 KONTUR� OHWATYWA��IJ TO�KU z � x� fORMULA ��� DAET

Ln�x� �
�

n"
ex

dn

dxn
�xne�x�� ���

oTS�DA ZAKL��AEM� �TO Ln�x� ESTX MNOGO�LEN STEPENI n� w �AST�
NOSTI� IMEEM L��x� � �� L��x� � �� x�

�� rEKURRENTNYE FORMULY� dIFFERENCIRUQ ���� x� PO � I x�
POLU�AEM DWA TOVDESTWA	

��� ����� � ��� �� x�� � �� ���

��� ���x � �� � �� ���

pODSTAWIM W ��� I ��� RQD ��� I PRIRAWNQEM KO�FFICIENTY PRI �n��

NUL�� �TO DAET REKURRENTNYE FORMULY

�n� ��Ln�� � ��n� �� x�Ln � nLn�� � ��

L�n�� � L�n � Ln � ��

���

���

fORMULA ��� USTANAWLIWAET SWQZX MEVDU POLINOMAMI Ln��� Ln� Ln��
I POZWOLQET POSLEDOWATELXNO OPREDELITX WSE Ln� NAPRIMER

L��x� �
�

�
���� x�L� � L�� �

�

�
x� � �x� ��

wYWEDEM E�E ODNU REKURRENTNU� FORMULU

xL�n � �n� �� x�Ln � �n� ��Ln�� � �� ���

dLQ �TOGO ZAMENIM W ��� n NA n� � I PRODIFFERENCIRUEM PO x	

�n� ��L�n�� � ��n� �� x�L�n�� � Ln�� � �n� ��L�n � ��

DWAVDY PRIMENIW FORMULU ���� ISKL��IM OTS�DA L�n�� I L�n�� I W

REZULXTATE POLU�IM ����
�� uRAWNENIE �EBY��EWA � lAGERRA� nAJDEM URAWNENIE� RE�

�ENIEM KOTOROGO QWLQETSQ Ln�x�� dIFFERENCIRUQ ��� PO x� POLU�IM
xL��n � �n��� x�L�n �Ln � �n���L�n�� � �� POSLE �EGO ISKL��IM L�n��

PRI POMO�I ���� w REZULXTATE PRIHODIM K URAWNENI� DLQ Ln

xL��n � ��� x�L�n � nLn � �� ILI
d

dx

�
xe�x

dLn
dx

�
� ne�xLn � ��

����
KOTOROE NAZYWAETSQ U R A WN E N I EM 	 EBY� E W A 
 lA G ER R A�

tEM SAMYM DOKAZANO� �TO Ln�x� ESTX SOBSTWENNAQ FUNKCIQ� SOOT�
WETSTWU��AQ SOBSTWENNOMU ZNA�ENI� � � n SLEDU��EJ ZADA�I�

nAJTI ZNA�ENIQ �� PRI KOTORYH URAWNENIE

�xe�xy��� � �e�xy � �� � � x �
� ����



x �� polinomy �eby	�ewa 	 lagerra ���

IMEET W OBLASTI � � x � 
 NETRIWIALXNOE RE�ENIE� OGRANI�ENNOE
PRI x � � I WOZRASTA��EE PRI x	
 NE BYSTREE� �EM KONE�NAQ STE�
PENX x�

zAMETIM� �TO URAWNENIE ���� DLQ Ln�x� MOVNO POLU�ITX� ESLI PRO�
DIFFERENCIROWATX �n� �� RAZ FUNKCI� z � xne�x I WOSPOLXZOWATXSQ
DIFFERENCIALXNOJ FORMULOJ ����

�� oRTOGONALXNOSTX I NORMA POLINOMOW �EBY��EWA � lA�
GERRA� dOKAVEM ORTOGONALXNOSTX I NORMIROWANNOSTX S WESOM e�x PO�
LINOMOW Ln�x�� ISHODQ IZ FORMULY ���� rASSMOTRIM INTEGRAL

Jmn �

�Z
�

Lm�x�Ln�x� e
�x dx �

�

n"

�Z
�

Lm�x�
dn

dxn
%
xne�x

&
dx�

pUSTX m � n� iNTEGRIRUQ m RAZ PO �ASTQM I U�ITYWAQ� �TO IZ�ZA NA�
LI�IQ MNOVITELQ WIDA xke�x �k 
 �� WSE PODSTANOWKI OBRA�A�TSQ W
NULX� POLU�AEM

Jmn � ����m �

n"

�Z
�

dmLm
dxm

dn�m

dxn�m
%
xne�x

&
dx� ����

eSLI m � n� TO� INTEGRIRUQ E�E RAZ� NAHODIM Jmn � �� TAK KAK

dm��

dxm��
Lm � �� w SLU�AE m � n IMEEM

dnLn
dxn

� ����n

I

Jnn �
����n
n"

�Z
�

����nxne�x dx �
'�n� ��

n"
� � � kLnk�� ����

iTAK� POLINOMY 	EBY� EWA 
 lAGERRA OBRAZU�T ORTONORMIROWANNU�
S WESOM e�x SISTEMU FUNKCIJ	

�Z
�

Lm�x�Ln�x� e
�x dx �

�
�� m �� n�
�� m � n� ����

�� oBOB�ENNYE POLINOMY �EBY��EWA� lAGERRA� pRI IZU�
�ENII DWIVENIQ �LEKTRONA W POLE KULONOWYH SIL� A TAKVE W DRUGIH
ZADA�AH SOWREMENNOJ FIZIKI NARQDU S POLINOMAMI Ln�x� WSTRE�A�T�
SQ OBOB�ENNYE POLINOMY 	EBY� EWA 
 lAGERRA Lsn�x�� tEORI� �TIH
POLINOMOW MOVNO POSTROITX PO ANALOGII S PP� � 
 �� ISHODQ IZ PRO�
IZWODQ�EJ FUNKCII

�s��� x� �
�

��� ��s��
e�

x

��
 � s 
 ��� ����



��� dopolnenie II� specialxnye funkcii ��� III

I RAZLAGAQ EE W RQD PO STEPENQM �	

�s��� x� �

�X
n��

Lsn�x� �
n� Lsn�x� �

�

n"

n�s

�n
��� x�

����
���

�

pOWTORQQ RASSUVDENIQ� PROWEDENNYE DLQ s � � W P� �� NAHODIM

Lsn�x� �
�

��i

Z
C

�s��� x�

�n��
d� � x�sex

�

��i

Z
C�

zn�se�z

�z � x�n��
dz�

oTS�DA SLEDUET� �TO

Lsn�x� �
�

n"
x�sex

dn

dxn
%
xn�se�x

&
� ����

T� E� Lsn�x� DEJSTWITELXNO QWLQETSQ MNOGO�LENOM n�J STEPENI� w �AST�
NOSTI� Ls��x� � �� Ls��x� � � � s� x�

wWODQ FUNKCI� z � xn�se�x I DIFFERENCIRUQ EE �n� �� RAZ PO x�
NAHODIM DLQ FUNKCII u� dnz�dxn URAWNENIE xu�� ��x��� s�u�� �n�
� ��u � �� wY�ISLIM PROIZWODNYE DLQ Lsn�x� � ��n" � x�sexu I U�TEM
PRI �TOM URAWNENIE DLQ u� TOGDA POLU�IM URAWNENIE

x �Lsn�
�� � �x� s� �� �Lsn�

� � nLsn � �� ����

KOTOROMU UDOWLETWORQ�T OBOB�ENNYE POLINOMY Lsn�x�� tEM SAMYM DO�
KAZANO� �TO OBOB�ENNYE POLINOMY 	EBY� EWA 
 lAGERRA QWLQ�TSQ
SOBSTWENNYMI FUNKCIQMI� SOOTWETSTWU��IMI SOBSTWENNYM ZNA�ENI�
QM

�n � n�
s� �

�

SLEDU��EJ ZADA�I�
nAJTI ZNA�ENIQ �� PRI KOTORYH URAWNENIE

xy�� � �s� �� x� y� �
�
�� s� �

�

�
y � ��

ILI

�xs��e�xy��� � xse�x
�
�� s� �

�

�
y � �� ����

IMEET W OBLASTI � � x � 
 NETRIWIALXNOE RE�ENIE� OGRANI�ENNOE
PRI x� � I WOZRASTA��EE PRI x	
 NE BYSTREE KONE�NOJ STEPENI x�

iSHODQ IZ DIFFERENCIALXNOJ FORMULY ���� I PROWODQ RASSUVDE�
NIQ PO ANALOGII S P� �� NETRUDNO DOKAZATX� �TO POLINOMY Lsn OBRAZU�T
ORTOGONALXNU� S WESOM e�xxs SISTEMU FUNKCIJ	

�Z
�

Lsn�x�L
s
m�x� e�xxs dx �

�����
�� m �� n �s 
 ����

'�n� s� ��

n"
� m � n�



x �� prostej	ie zada�i dlq urawneniq 	r�edingera ���

pOLINOMAM 	EBY� EWA 
 lAGERRA Lsn�x� SOOTWETSTWU�T ORTOGO�
NALXNYE I NORMIROWANNYE S WESOM ��x� � � FUNKCII

�sn�x� � xs��e�x��lsn�x��

GDE

klsnk � ��

KOTORYE QWLQ�TSQ RE�ENIQMI URAWNENIQ

�x���� �
�
�� x

�
� s�

�x

�
� � � ����

PRI GRANI�NYH USLOWIQH j����j �
� lim
x��

��x� � �� SOOTWETSTWU��IMI

SOBSTWENNYM ZNA�ENIQM

�n � n�
s� �

�
�

iZ FORMULY ���� WIDNO� �TO L�
n�x� � Ln�x� DLQ �n� RAWNOGO n �

� ��� �ESLI W URAWNENII ���� � ZAMENITX NA �� ���� TO PRI s � � ONO
SOWPADET S URAWNENIEM 	EBY� EWA 
 lAGERRA ������

w ZAKL��ENIE OTMETIM� �TO ORTOGONALXNYE SISTEMY POLINOMOW
fLn�x�g I fLsn�x�g QWLQ�TSQ POLNYMI �NA DOKAZATELXSTWE �TOGO FAKTA
NE OSTANAWLIWAEMSQ�� tEM SAMYM MY NA�LI WSE SOBSTWENNYE FUNKCII
ZADA� ���� I �����

xxxxxxxxx �� pROSTEJ�IE ZADA�I DLQ URAWNENIQ �R�EDINGERA��

�� uRAWNENIE �R�EDINGERA� w KWANTOWOJ MEHANIKE POWEDENIE
�ASTICY� NAHODQ�EJSQ W POLE POTENCIALXNYH SIL� OPISYWAETSQ URAW�
NENIEM �R EDINGERA

i�h
�

t
� � �h�

��
�� � U�x� y� z� t��� ���

GDE �h � ���� � ����� �RG � S 
 POSTOQNNAQ pLANKA� i �
p��� � 
 MAS�

SA �ASTICY� U 
 EE POTENCIALXNAQ �NERGIQ W SILOWOM POLE� � �
� ��x� y� z� t� 
 WOLNOWAQ FUNKCIQ�

eSLI SILY NE ZAWISQT OT WREMENI� T� E� U � U�x� y� z�� TO WOZMOV�
NY STACIONARNYE SOSTOQNIQ S ZADANNYM ZNA�ENIEM �NERGII� T� E� SU�
�ESTWU�T RE�ENIQ WIDA

� � ���x� y� z� e�
iE
�h
t� ���

�� rASSMATRIWAEMYE ZDESX ZADA�I DLQ URAWNENIQ 	R�EDINGERA DA�T PRI�
MERY PRIMENENIQ POLINOMOW �EBY��EWA 	 �RMITA I �EBY��EWA 	 lAGERRA�
pRIWEDENNOE NIVE IZLOVENIE NE PRETENDUET NA POLNOE OSWE�ENIE WOPROSOW�
SWQZANNYH S URAWNENIEM 	R�EDINGERA� pO UNIWERSITETSKOJ PROGRAMME KWAN�
TOWAQ MEHANIKA IZU�AETSQ POSLE KURSA MATEMATI�ESKOJ FIZIKI�
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GDE E 
 OB�AQ �NERGIQ �ASTICY� pODSTAWLQQ �TO WYRAVENIE W URAW�
NENIE ���� PRIHODIM KO WTOROMU URAWNENI� �R EDINGERA

��� �
��

�h�
�E � U��� � �� ���

W KOTOROM E IGRAET ROLX SOBSTWENNOGO ZNA�ENIQ� PODLEVA�EGO OPREDE�
LENI�� w DALXNEJ�EM WMESTO �� MY BUDEM PISATX �	

�� �
��

�h�
�E � U�� � �� ���

w SLU�AE OTSUTSTWIQ SILOWOGO POLQ �U � �� URAWNENIE ��� PRINI�
MAET WID

�� �
��E

�h�
� � �� ���

nETRUDNO ZAMETITX SHODSTWO �TOGO URAWNENIQ S WOLNOWYM URAWNENIEM
KLASSI�ESKOJ FIZIKI

�� � k�� � �� ���

GDE k � ��c � ���� 
 WOLNOWOE �ISLO� � 
 DLINA WOLNY� oDNAKO �TO
SHODSTWO QWLQETSQ �ISTO WNE�NIM I FORMALXNYM W SILU RAZLI�IQ FI�
ZI�ESKOGO SMYSLA FUNKCIJ� WHODQ�IH W URAWNENIQ ��� I ����

w URAWNENII �R EDINGERA NEPOSREDSTWENNYJ FIZI�ESKIJ SMYSL
IMEET NE SAMA FUNKCIQ �� A ZNA�ENIE j�j�� KOTOROE ISTOLKOWYWAETSQ
W STATISTI�ESKOM DUHE	 WYRAVENIE j�j� dx dy dz OZNA�AET WEROQTNOSTX
PREBYWANIQ �ASTICY WNUTRI �LEMENTARNOGO OB�EMA dx dy dz W TO�KE
�x� y� z� PROSTRANSTWA�

w SWQZI S �TIM NORMIROWKA SOBSTWENNYH FUNKCIJ K EDINICE� KO�
TOROJ MY NEODNOKRATNO POLXZOWALISX RANEE W CELQH MATEMATI�ESKOJ
PROSTOTY� TEPERX PRIOBRETAET FUNDAMENTALXNOE ZNA�ENIE� uSLOWIE
NORMIROWKI ZZZ

j�j� dx dy dz � � ���

OZNA�AET� �TO �ASTICA NAHODITSQ W KAKOM�LIBO MESTE PROSTRANSTWA I
PO�TOMU WEROQTNOSTX NAJTI �ASTICU GDE�NIBUDX W PROSTRANSTWE RAWNA
EDINICE �DOSTOWERNOE SOBYTIE��

rASSMOTRIM NEKOTORYE PROSTEJ�IE ZADA�I DLQ URAWNENIQ �R E�
DINGERA�

�� gARMONI�ESKIJ OSCILLQTOR� uRAWNENIE �R EDINGERA DLQ
GARMONI�ESKOGO OSCILLQTORA PRINIMAET WID

�h�

��

d��

dx�
� �E � U�� � ��

GDE U �
���

�

�
x� ��� 
 SOBSTWENNAQ �ASTOTA �CIKLI�ESKAQ� OSCILLQTO�

RA�� nA�A ZADA�A BUDET SOSTOQTX W OTYSKANII STACIONARNYH SOSTOQ�
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NIJ� T� E� SPEKTRA SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ �NERGII E I SOOTWETSTWU��IH
SOBSTWENNYH FUNKCIJ � IZ URAWNENIQ

��� �
��

�h�

�
E � ���

�

�
x�

�
� � � ���

PRI DOPOLNITELXNOM USLOWII NORMIROWKI

�Z
��

j�j� dx � �� ���

wWEDQ OBOZNA�ENIQ

� �
�E

�h��
� x� �

s
�h

���
� � �

x

x�
� ����

DLQ FUNKCII � � ���� POSLE O�EWIDNYH PREOBRAZOWANIJ POLU�IM URAW�
NENIE

d��

d��
� ��� ���� � � ����

S DOPOLNITELXNYM USLOWIEM NORMIROWKI

�Z
��

j�j� d� � �

x�
� ����

rE�ENIEM �TOJ ZADA�I� W SILU x �� P� �� BUDUT FUNKCII
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�

SOOTWETSTWU��IE SOBSTWENNYM ZNA�ENIQM
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wOZWRA�AQSX K ISHODNYM OBOZNA�ENIQM� NAHODIM
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En � �h��
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w KLASSI�ESKOJ MEHANIKE �NERGIQ OSCILLQTORA
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�
���

�

�
x��



��� dopolnenie II� specialxnye funkcii ��� III

GDE px 
 IMPULXS �ASTICY� MOVET PRINIMATX NEPRERYWNYJ RQD ZNA�
�ENIJ� s TO�KI ZRENIQ KWANTOWOJ MEHANIKI �NERGIQ OSCILLQTORA� KAK
POKAZYWAETFORMULA ����� MOVET PRINIMATX LI�X DISKRETNYJ RQD ZNA�
�ENIJ En� w �TOM SLU�AE GOWORQT� �TO �NERGIQ KWANTUETSQ� 	ISLO n�
OPREDELQ��EE NOMER KWANTOWOGO UROWNQ� NAZYWA�T GLAWNYM KWANTO�
WYM �ISLOM� w NIZ�EM KWANTOWOM SOSTOQNII PRI n � � �NERGIQ OSCIL�
LQTORA OTLI�NA OT NULQ I RAWNA

E� �
�

�
�h��

�� rOTATOR� nAJDEM SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ �NERGII ROTATORA SO
SWOBODNOJ OSX�� T� E� �ASTICY� WRA�A��EJSQ NA ODNOM I TOM VE RAS�
STOQNII WOKRUG NEPODWIVNOGO CENTRA�

pOTENCIALXNAQ �NERGIQ U ROTATORA SOHRANQET ODNO I TO VE ZNA�E�
NIE WO WSEH POLOVENIQH �ASTICY� I EE MOVNO POLOVITX RAWNOJ NUL�	
U � ��

w SFERI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT �r� �� �� S NA�ALOM KOORDINAT W
NEPODWIVNOM CENTRE URAWNENIE �R EDINGERA DLQ ROTATORA

�� �
��

�h�
E� � �

MOVNO ZAPISATX W WIDE

�

r� sin �



�

�
sin �

�

�

�
�

�

r� sin� �

��

��
�

��

�h�
E� � �� ����

pRI �TOM ISPOLXZUETSQ USLOWIE

�

r
� ��

wWODQ WMESTO MASSY � MOMENT INERCII

I � �r��

POLU�AEM

�

sin �
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�
sin �

�

�

�
�

�

sin� �

��

��
� �� � ��

ILI

����� � �� � �� ����

GDE

� �
�I

�h�
E� ����

tAKIM OBRAZOM� MY PRIHODIM K KRAEWOJ ZADA�E NA SOBSTWENNYE
ZNA�ENIQ DLQ URAWNENIQ

����� � �� � � ����
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PRI ESTESTWENNOM GRANI�NOM USLOWII OGRANI�ENNOSTI W TO�KAH � � �
I � � � I USLOWII NORMIROWKI

�Z
�

��Z
�

j�j� sin � d� d� � �� ����

rE�ENIQMI �TOJ ZADA�I� KAK MY ZNAEM� QWLQ�TSQ NORMIROWANNYE SFE�
RI�ESKIE FUNKCII

�lm��� �� �

s
��l � �� �l �m�"

��m� �l �m�"
Y
�m�
l ��� ��

�
�m �

�
� PRI m � ��
� PRI m �� �

�
�

Y
�m�
l ��� �� � P

�m�
l �cos ��

�
cosm��

sinm�
�m � �� �� � � � � l��

����
SOOTWETSTWU��IE SOBSTWENNYM ZNA�ENIQM

� � l�l � ��� ����

zAMENQQ � EGO ZNA�ENIEM SOGLASNO FORMULE ����� POLU�AEM FORMULU
DLQ KWANTOWANNYH ZNA�ENIJ �NERGII ROTATORA

Elm � l�l � ��
�h�

�I
� l � �� �� �� � � � ����

�� dWIVENIE �LEKTRONA W KULONOWOM POLE� oDNOJ IZ PROSTEJ�
�IH ZADA� ATOMNOJ MEHANIKI QWLQETSQ ZADA�A O DWIVENII �LEKTRONA
W KULONOWOM POLE QDRA� IME��AQ BOLX�OJ PRAKTI�ESKIJ INTERES� TAK
KAK RE�ENIE EE DAET NE TOLXKO TEORI� SPEKTRA WODORODA� NO I PRI�
BLIVENNU� TEORI� SPEKTROW ATOMOW S ODNIM WALENTNYM �LEKTRONOM
�WODORODOPODOBNYH ATOMOW�� NAPRIMER ATOMA NATRIQ�

w ATOME WODORODA �LEKTRON NAHODITSQ W KULONOWOM �LEKTROSTATI�
�ESKOM POLE QDRA �PROTONA�� TAK �TO POTENCIALXNAQ �NERGIQ U�x� y� z�
RAWNA

U � � e�

r
� ����

GDE r ESTX RASSTOQNIE �LEKTRONA OT QDRA� �e
 ZARQD �LEKTRONA� �e

ZARQD QDRA�

uRAWNENIE �R EDINGERA W �TOM SLU�AE IMEET WID

�� �
��

�h�

�
E �

e�

r

�
� � �� ����

nA�A ZADA�A SOSTOIT W OTYSKANII TAKIH ZNA�ENIJ E� DLQ KOTORYH
URAWNENIE ���� DOPUSKAET RE�ENIE� NEPRERYWNOE WO WSEM PROSTRANSTWE

� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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I UDOWLETWORQ��EE USLOWI� NORMIROWKI

�ZZZ
��

j��x� y� z�j� dx dy dz � �� ����

zAPI�EM URAWNENIE ���� W SFERI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT S NA�A�
LOM W QDRE� KOTOROE PREDPOLAGAETSQ NEPODWIVNYM	
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I BUDEM ISKATX RE�ENIE W WIDE
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pRINIMAQ WO WNIMANIE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE DLQ SFERI�ESKIH

FUNKCIJ Y
�m�
l ��� ��

����Y
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l ��� �� � l�l � ��Y

�m�
l ��� �� � ��

POLU�AEM
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�
E �
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�
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�
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wWEDEM W KA�ESTWE EDINICY DLINY WELI�INU

a � �h���e��

W KA�ESTWE EDINICY �NERGII 
 WELI�INU

E� �
�e


�h�
�

e�

a
�

pOLAGAQ

� � r�a� � � E�E� �� � ��� ����

PEREPI�EM URAWNENIE ���� W WIDE
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�
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GDE

s � �l � ��

wWEDQ W KA�ESTWE NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ WELI�INU

x � �
p���� ����

POLU�IM WMESTO ���� URAWNENIE

xy�� � y� �
�
x

�
�

s�

�x

�
y � y� � �� ����

ILI

d

dx

�
x
dy

dx

�
�

�
x

�
�

s�

�x

�
y � y� � �� �����

GDE

� �
�p��� � ����

SOWPADA��EE S RASSMOTRENNYM NAMI W x � URAWNENIEM �����
nAJDENNYE TAM SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ OKAZALISX RAWNYMI

� � nr �
s� �

�
�

A SOBSTWENNYE FUNKCII �OPREDELENNYE S TO�NOSTX� DO POSTOQNNOGO
MNOVITELQ� WYRAVALISX �EREZ OBOB�ENNYE POLINOMY 	EBY� EWA 

lAGERRA Lsnr 	

ynr �x� � xs��e�x��Lsnr�x�� ����

GDE Lsnr�x� OPREDELQ�TSQ FORMULOJ ���� x ��
u�ITYWAQ� �TO

s � �l � ��

POLU�AEM

� � nr � l � � � n �n � �� �� � � ��� ����

cELOE �ISLO n NAZYWAETSQ GLAWNYM KWANTOWYM �ISLOM� nr 
 RADIALX�
NYM KWANTOWYM �ISLOM� l 
 AZIMUTALXNYM KWANTOWYM �ISLOM�

zAMENQQ � EGO WYRAVENIEM SOGLASNO FORMULAM ���� I ����� POLU�
�AEM KWANTOWANNYE ZNA�ENIQ �NERGII

En � � �e


��h�n�
� ����

oNI ZAWISQT TOLXKO OT GLAWNOGO KWANTOWOGO �ISLA n�

��
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pOLOVIM E RAWNYM �NERGII KWANTA� E � ��h� � �h�� GDE � �
� ���� 
 �ASTOTA� tOGDA BUDEM IMETX

� �
�e


��h�n�h
�

R

n�
� ����

GDE R �
�e


��h�h
�

�e


���h�

 TAK NAZYWAEMAQ POSTOQNNAQ rIDBERGA�

nAJDEM �ASTOTY SPEKTRALXNYH LINIJ� nABL�DAEMAQ W SPEKTRALX�
NOJ LINII �ASTOTA �nn� SOOTWETSTWUET PEREHODU IZ SOSTOQNIQ S �NER�
GIEJ En W SOSTOQNIE S �NERGIEJ En� �

	ASTOTA �nn� KWANTA� IZLU�AEMOGO PRI TAKOM KWANTOWOM PEREHODE�
RAWNA

�nn� � R

�
�

n��
� �

n�

�
� ����

pOLAGAQ n� � � I n � �� �� � � � � MY POLU�IM RQD LINIJ� SOSTAWLQ��IH
TAK NAZYWAEMU� SERI� lAJMANA	

�nn� � R

�
�� �

n�

�
�

dALEE� ZNA�ENIQ n� � �� n � �� �� � � � DA�T SERI� bALXMERA

�nn� � R

�
�

��
� �

n�

�
�

ZNA�ENIQ n� � �� n � �� �� � � � 
 SERI� pA�ENA

�nn� � R

�
�

��
� �

n�

�
�

pEREJDEM TEPERX K OPREDELENI� SOBSTWENNYH FUNKCIJ WODOROD�
NOGO ATOMA� dLQ �TOGO W SILU FORMULY ���� NAM DOSTATO�NO NAJTI
RADIALXNYE FUNKCII �����

pOLXZUQSX FORMULAMI ����� ����� ����� ����� ����� MOVEM NAPISATX

�nl��� � An

�
��

n

�l

e���n L�l��
n�l��

�
��

n

�
� ����

GDE An 
 NORMIROWO�NYJ MNOVITELX� OPREDELQEMYJ IZ USLOWIQ

�Z
�

����nl��� d� � �� ����
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wY�ISLQQ An� POLU�AEM SLEDU��EE WYRAVENIE DLQ NORMIROWANNYH
RADIALXNYH FUNKCIJ	

�nl��� �

�
�

n

�	��
s

�n� l � ��"

�n � �n� l�"

�
��

n

�l

e���nL�l��
n�l��

�
��

n

�
� ����

w SILU FORMUL ���� I ���� NORMIROWANNYE SOBSTWENNYE FUNKCII
IME�T WID

�mnl �

s
��l � �� �l �m�"

��m� �l �m�"
Y
�m�
l ��� ���nl����

GDE �nl��� OPREDELQETSQ FORMULOJ �����
	ISLO m �m � �� ��� ��� � � � � �l� NAZYWAETSQ MAGNITNYM KWANTO�

WYM �ISLOM�
tAK KAK nr WSEGDA NEOTRICATELXNO �nr � �� �� �� � � ��� TO PRI DAN�

NOM n W SILU FORMULY

n � nr � l � �

KWANTOWOE �ISLO l NE MOVET BYTX BOLX�E n � � �l � �� �� �� � � � � n �
� ��� pO�TOMU PRI OPREDELENNOM ZNA�ENII GLAWNOGO KWANTOWOGO �ISLA
n �ISLO l MOVET PRINIMATX n ZNA�ENIJ	 l � �� �� � � � � n� �� A KAVDOMU
ZNA�ENI� l SOOTWETSTWUET ��l � �� ZNA�ENIJ m� oTS�DA SLEDUET� �TO
ZADANNOMU ZNA�ENI� �NERGII En� T� E� ZADANNOMU ZNA�ENI� n� SOOTWET�
STWUET

n��X
l��

��l � �� � � � � � � � � � �� ��n� �� � n�

RAZLI�NYH SOBSTWENNYH FUNKCIJ� tAKIM OBRAZOM� KAVDYJ UROWENX
�NERGII IMEET WYROVDENIE KRATNOSTI n��

nAJDENNYJ NAMI DISKRETNYJ SPEKTR OTRICATELXNYH SOBSTWENNYH
ZNA�ENIJ �NERGII En SOSTOIT IZ BESKONE�NOGO MNOVESTWA �ISEL S TO��
KOJ SGU�ENIQ W NULE�

wTOROJ OTLI�ITELXNOJ �ERTOJ RASSMATRIWAEMOJ ZADA�I DLQ URAW�
NENIQ �R EDINGERA QWLQETSQ NALI�IE NEPRERYWNOGO SPEKTRA POLOVI�
TELXNYH SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ �WSQKOE POLOVITELXNOE �ISLO E QWLQ�
ETSQ SOBSTWENNYM ZNA�ENIEM URAWNENIQ ������ w �TOM SLU�AE �LEKTRON
UVE NE SWQZAN S QDROM� NO WSE E�E NAHODITSQ W EGO POLE �IONIZIRO�
WANNYJ ATOM WODORODA�� nA DOKAZATELXSTWE SU�ESTWOWANIQ SPLO�NO�
GO SPEKTRA MY NE OSTANAWLIWAEMSQ� OTSYLAQ �ITATELQ K SPECIALXNOJ

LITERATURE���

�� sM�� NAPRIMER� fOK w� a� nA�ALA KWANTOWOJ MEHANIKI� m�� ��
�� kU �
RA N T r�� gILX B E RT d� mETODY MATEMATI�ESKOJ FIZIKI� m�� l�� �����
t� I� GL� V�
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�astx IV

formuly� tablicy i grafiki

nIVE PRIWODQTSQ TABLICY NEKOTORYH SPECIALXNYH FUNKCIJ� S KO�
TORYMI MY WSTRE�ALISX PRI RE�ENII KRAEWYH ZADA� MATEMATI�ESKOJ
FIZIKI� tABLICY SOPROWOVDA�TSQ PERE�NEM PROSTEJ�IH SWOJSTW SPE�
CIALXNYH FUNKCIJ�

I� oSNOWNYE SWOJSTWA SPECIALXNYH FUNKCIJ

�� iNTE G R A L O�I BOK
�� iNTEGRAL O�IBOK	
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rQDY aSIMPTOTI�ESKIE FORMULY
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NAQ KOORDINATNAQ SISTEMA POLNOSTX� HARAKTERIZUETSQ TREMQ METRI�
�ESKIMI KO�FFICIENTAMI h�� h�� h��

pRIWEDEM OB�EE WYRAVENIE DLQ OPERATOROW grad� div� rot� � W OR�
TOGONALXNOJ KRIWOLINEJNOJ SISTEME KOORDINAT	

gradu �

�X
j��

�

hj

du

dxj
ij �

divA �
�

h�h�h�

�


x�
�h�h�A�� �



x�
�h�h�A�� �



x�
�h�h�A��

�
�

rotA �
�

h�h�h�

����������

h�i� h�i� h�i�



x�



x�



x�

h�A� h�A� h�A�

����������
�

�u �

�
�

h�h�h�

�


x�

�
h�h�
h�

u

x�

�
�



x�

�
h�h�
h�

u

x�

�
�



x�

�
h�h�
h�

u

x�

��
�

GDE i�� i�� i� 
 EDINI�NYE BAZISNYE WEKTORY� A � �A�� A�� A�� 
 PRO�
IZWOLXNYJ WEKTOR� u 
 SKALQR�

�� pRQMO U G O L XNY E K O O R D I NA TY	

x� � x� x� � y� x� � z� h� � �� h� � �� h� � ��

gradu �
u

x
i�

u

y
j�

u

z
k� divA �

Ax

x
�

Ay

y
�

Az

z
�

� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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rotA �

�����������

i j k



x



y



z

Ax Ay Az

�����������
�

�
Az

y
� Ay

z

�
i� � � � �

�u � uxx � uyy � uzz�

GDE i� j I k 
 NAPRAWLQ��IE EDINI�NYE WEKTORY OSEJ x� y� z�
�� cILIN D R I � E S K I E K O OR D I N A TY

x� � r� x� � �� x� � z

SWQZANY S PRQMOUGOLXNYMI KOORDINATAMI URAWNENIQMI

x � r cos�� y � r sin�� z � z�

kOORDINATNYE POWERHNOSTI	 r � const 
 CILINDRY� � � const 

PLOSKOSTI� z � const 
 PLOSKOSTI�

mETRI�ESKIE KO�FFICIENTY RAWNY

h� � �� h� � r� h� � ��

TAK �TO

gradu �
u

r
i� �

�

r

u

�
i� �

u

z
i��

divA �
�

r



r
�rA�� �

�

r

A�

�
�

A�

z
�

rotA �

�

�
�

r

A�

�
� A�

z

�
i� �

�
A�

z
� A�

r

�
i� �

�
�

r



r
�rA��� �

r

A�

�

�
i��

�u �
�

r



r

�
r
u

r

�
�

�

r�
�u

��
�

�u

z�
�

�� sFE RI � E S K I E K O OR D I N ATY

x� � r� x� � �� x� � �

SWQZANY S PRQMOUGOLXNYMI KOORDINATAMI FORMULAMI

x � r sin � cos�� y � r sin � sin�� z � r cos ��

kOORDINATNYE POWERHNOSTI	 KONCENTRI�ESKIE SFERY r � const�
PLOSKOSTI � � const� KONUSY � � const�

mETRI�ESKIE KO�FFICIENTY RAWNY

h� � �� h� � r� h� � r sin ��
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TAK �TO

gradu �
u

r
i� �

�

r

u

�
i� �

�

r sin �

u

�
i��

divA �
�

r�


r
�r�A�� �

�

r sin �



�
�sin �A�� �

�

r sin �

A�

�
�

rotA �
�

r sin �

�


�
�sin �A��� A�

�

�
i� �

�
�

r

�
�

sin �

A�

�
� 

r
�rA��

�
i� �

�

r

�


r
�rA��� A�

�

�
i��

�u �
�

r�


r

�
r�

u

r

�
�

�

r� sin �



�

�
sin �

u

�

�
�

�

r� sin� �

�u

��
�

�� �LLIPTI � E S KI E K O OR D I N ATY

x� � �� x� � �� x� � z

OPREDELQ�TSQ S POMO�X� FORMUL PREOBRAZOWANIQ

x � c��� y � c
p
��� � ����� ���� z � z�

GDE c 
 MAS�TABNYJ MNOVITELX�
mETRI�ESKIE KO�FFICIENTY RAWNY

h� � c

r
�� � ��

�� � �
� h� � c

s
�� � ��

�� ��
� h� � ��

kOORDINATNYE POWERHNOSTI	 � � const 
 CILINDRY �LLIPTI�ESKO�
GO SE�ENIQ S FOKUSAMI W TO�KAH x � �c� y � �� � � const 
 SEMEJSTWO
KONFOKALXNYH GIPERBOLI�ESKIH CILINDROW� z � const 
 PLOSKOSTI�

�� pAR AB OL I � E S K I E K O OR D I N ATY� eSLI r� � 
 POLQRNYE
KOORDINATY TO�KI NA PLOSKOSTI� TO PARABOLI�ESKIE KOORDINATY MOGUT
BYTX WWEDENY S POMO�X� FORMUL

x� � � �
p
�r sin

�

�
� x� � � �

p
�r cos

�

�
� x� � z�

kOORDINATNYE POWERHNOSTI � � const I � � const PREDSTAWLQ�T
SOBOJ PERESEKA��IESQ PARABOLI�ESKIE CILINDRY S OBRAZU��IMI� PA�
RALLELXNYMI OSI z� sWQZX S DEKARTOWYMI KOORDINATAMI DA�T FORMU�
LY

x �
�

�
��� � ���� y � ��� z � z�

mETRI�ESKIE KO�FFICIENTY RAWNY h� � h� �
p
�� � ��� h� � ��

��
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�� �LLIP S OI D AL X NY E K O OR D I N ATY� wWODQTSQ S POMO�X�
URAWNENIJ �a 
 b 
 c�	

x�

a� � �
�

y�

b� � �
�

z�

c� � �
� � �� 
 �c�� �URAWNENIE �LLIPSOIDA��

x�

a� � �
�

y�

b� � �
�

z�

c� � �
� � ��c� 
 � 
 �b��

�URAWNENIE ODNO�
POLOSTNOGO GIPER�
BOLOIDA��

x�

a� � �
�

y�

b� � �
�

z�

c� � �
� � ��b� 
 � 
 �a��

�URAWNENIE DWUH�
POLOSTNOGO GIPER�
BOLOIDA��

kAVDOJ TO�KE �x� y� z� SOOTWETSTWUET TOLXKO ODNA SISTEMA ZNA�E�
NIJ �� �� �� pARAMETRY x� � �� x� � �� x� � � I NAZYWA�TSQ �LLIPSOI�
DALXNYMI KOORDINATAMI� kOORDINATY x� y� z WYRAVA�TSQ QWNO �EREZ
�� �� �	

x � �
s

�� � a�� ��� a�� �� � a��

�b� � a�� �c� � a��
� y � �

s
��� b�� ��� b�� �� � b��

�c� � b�� �a� � b��
�

z � �
s

��� c�� ��� c�� �� � c��

�a� � c�� �b� � c��
�

kO�FFICIENTY lAM� RAWNY

h� �
�

�

s
��� �� ��� ��

R����
� h� �

�

�

s
��� �� ��� ��

R����
�

h� �
�

�

s
�� � �� �� � ��

R����
�

GDE

R�s� �
p
�s� a�� �s� b�� �s� c�� �s � �� �� ���

oPERATOR lAPLASA MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

�u �
�

��� �� ��� �� �� � ��

�
��� ��R���



�

�
R���

u

�

�
�

� �� � ��R���


�

�
R���

u

�

�
� ��� ��R���



�

�
R���

u

�

��
�
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	ASTNOE RE�ENIE URAWNENIQ lAPLASA� ZAWISQ�EE TOLXKO OT �� U �
� U���� DAETSQ FORMULOJ

U � A

Z
d�

R���
�B�

GDE A I B 
 PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE�
�� wYROVD E N NYE � LL I P S OI D A L XNY E K O O R DI N A TY�
A� wYROVDENNYE �LLIPSOIDALXNYE KOORDINATY ��� �� �� DLQ WY�

TQNUTOGO �LLIPSOIDA WRA�ENIQ OPREDELQ�TSQ PRI POMO�I FORMUL

x � c sh� sin� cos�� y � c sh� sin� sin�� z � c ch� cos��

GDE c 
 MAS�TABNYJ MNOVITELX� � � � �
� � � � � �� �� � � � ��
kOORDINATNYE POWERHNOSTI	 WYTQNUTYE �LLIPSOIDY WRA�ENIQ

� � const� DWUHPOLOSTNYE GIPERBOLOIDY WRA�ENIQ � � const I PLOS�
KOSTI � � const�

kWADRAT �LEMENTA DLINY DAETSQ WYRAVENIEM

ds� � c��sh� �� sin� �� �d�� � d��� � c� sh� � sin� � d���

OTKUDA DLQ METRI�ESKIH KO�FFICIENTOW POLU�A�TSQ ZNA�ENIQ

h� � h� � c

q
sh� �� sin� �� h� � h� � c sh� sin��

uRAWNENIE lAPLASA IMEET WID

�u �
�

c��sh� �� sin� ��

�
�

sh�



�

�
sh�

u

�

�
�

�

sin�



�

�
sin�

u

�

�
�

�

�
�

sh� �
�

�

sin� �

�
�u

��

�
� ��

B� sISTEMA WYROVDENNYH �LLIPSOIDALXNYH KOORDINAT ��� �� ��
DLQ SPL�SNUTOGO �LLIPSOIDA WRA�ENIQ OPREDELQETSQ S POMO�X� RA�
WENSTW

x � c ch� sin� cos�� y � c ch� sin� sin�� z � c sh� cos��

� � � �
� � � � � �� �� � � � ��

kOORDINATNYE POWERHNOSTI	 SPL�SNUTYE �LLIPSOIDY WRA�ENIQ
� � const� ODNOPOLOSTNYE GIPERBOLOIDY WRA�ENIQ � � const I PLOS�
KOSTI � � const� PROHODQ�IE �EREZ OSX z�

kWADRAT LINEJNOGO �LEMENTA I OPERATOR lAPLASA W RASSMATRIWA�
EMOJ SISTEME KOORDINAT IME�T WID

ds� � c��ch� �� sin� �� �d�� � d��� � c� ch� � sin� � d���

�u �
�

c��ch� �� sin� ��

�
�

ch�



�

�
ch�

u

�

�
�

�

sin�



�

�
sin�

u

�

�
�
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�

�
�

sin� �
� �

ch� �

�
�u

��

�
�

�� tOR O I D AL XNY E K O OR D I N ATY� sISTEMA TOROIDALXNYH KO�
ORDINAT ��� �� �� OPREDELQETSQ PRI POMO�I FORMUL

x �
c sh� cos�

ch�� cos�
� y �

c sh� sin�

ch�� cos�
� z �

c sin�

ch�� cos�
�

GDE c 
 MAS�TABNYJ MNOVITELX� � � � �
� �� � � � �� �� � � � ��
kOORDINATNYE POWERHNOSTI SUTX TORY � � const	

��� c cth��� � z� �
� c

sh�

�� �
� �

p
x� � y�

�
�

SFERY � � const	

�z � c ctg ��� � �� �

�
c

sin�

��

�

PLOSKOSTI � � const�
wYRAVENIE DLQ KWADRATA LINEJNOGO �LEMENTA IMEET WID

ds� �
c�

�ch�� cos���
�d�� � d�� � sh� �d����

METRI�ESKIE KO�FFICIENTY RAWNY

h� � h� �
c

ch�� cos�
� h� �

c sh�

ch�� cos�
�

I OPERATOR lAPLASA DAETSQ SLEDU��IM WYRAVENIEM	

�u �


�

�
sh�

ch�� cos�

u

�

�
�



�

�
sh�

ch�� cos�

u

�

�
�

�
�

�ch�� cos�� sh�

�u

��
�

uDOBNO WWODITX WMESTO u NOWU� FUNKCI� v S POMO�X� SOOTNO�ENIQ

u �
p
� ch�� � cos� � v�

PRI �TOM URAWNENIE �u � � PRIWODITSQ K URAWNENI�

v�� � v�� � v� cth��
�

�
v �

�

sh� �
v�� � ��

�� bIP O L QR NY E K O O RD I N A TY�
A� bIPOLQRNYE KOORDINATY NA PLOSKOSTI� pEREMENNYE

x� � �� x� � �� x� � z
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NAZYWA�TSQ BIPOLQRNYMI KOORDINATAMI� ESLI IME�T MESTO RAWENSTWA

x �
a sh�

ch�� cos�
� y �

a sin�

ch�� cos�
� z � z�

mETRI�ESKIE KO�FFICIENTY RAWNY h� � h� �
a

ch�� cos�
� h� � ��

B� bISFERI�ESKIE KOORDINATY x� � �� x� � �� x� � � OPREDELQ�TSQ
PRI POMO�I FORMUL

x �
c sin� cos�

ch� � cos�
� y �

c sin� sin�

ch� � cos�
� z �

c sh�

ch� � cos�
�

GDE c
 POSTOQNNYJ MNOVITELX� �� � � �� �
� � �
� �� � � � ��
�TI FORMULY MOVNO PREDSTAWITX W KOMPAKTNOJ FORME	

z � i� � c i ctg
�� i�

�

�
� �

p
x� � y�

�
�

kOORDINATNYE POWERHNOSTI SUTX WERETENOOBRAZNYE POWERHNOSTI
WRA�ENIQ � � const	

��� c ctg��� � z� �
� c

sin�

��
�

SFERY � � const	

�� � �z � c ctg ��� �

�
c

sh�

��

�

PLOSKOSTI � � const�
wYRAVENIE DLQ KWADRATA LINEJNOGO �LEMENTA W BISFERI�ESKIH KO�

ORDINATAH IMEET WID

ds� �
c�

�ch� � cos���
�d�� � d�� � sin� �d����

OTKUDA SLEDUET

h� � h� �
c

ch� � cos�
� h� �

c sin�

ch� � cos�
�

I URAWNENIE lAPLASA PRINIMAET WID



�

�
sin�

ch� � cos�

u

�

�
�

�


�

�
sin�

ch� � cos�

u

�

�
�

�

sin��ch� � cos��

�u

��
� ��

pRI RE�ENII URAWNENIQ lAPLASA UDOBNA PODSTANOWKA

u �
p
� ch� � � cos� � v�
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tOGDA DLQ FUNKCII v POLU�AETSQ URAWNENIE

v�� � v�� � v� ctg�� �

�
v �

�

sin� �
v�� � ��

��� sFE R OI D A L XNY E K O OR D I N A TY�
A� wYTQNUTYE SFEROIDALXNYE KOORDINATY	

x� � �� x� � �� x� � ��

x � c��� y � c
p
��� � ����� ��� cos�� z � c

p
��� � ����� ��� sin��

� � �� �� � � � �� � � � � ���

h� � c

r
�� � ��

�� � �
� h� � c

s
�� � ��

�� ��
� h� � c

p
��� � ����� ����

B� sPL�SNUTYE SFEROIDALXNYE KOORDINATY	

x� � �� x� � �� x� � ��

x � c�� sin�� y � c
p
��� � ����� ���� z � c�� cos��

pOWERHNOSTI � � const 
 SPL�SNUTYE SFEROIDY� � � const 
 ODNOPO�
LOSTNYE GIPERBOLOIDY� mETRI�ESKIE KO�FFICIENTY RAWNY

h� � c

r
�� � ��

�� � �
� h� � c

s
�� � ��

�� ��
� h� � c���

��� pAR AB O L OI D NY E K O O RD I N A TY� pEREMENNYE

x� � �� x� � �� x� � ��

OPREDELQEMYE SOOTNO�ENIQMI

x � �� cos�� y � �� sin�� z �
�

�
��� � ����

NAZYWA�TSQ PARABOLOIDNYMI KOORDINATAMI� mETRI�ESKIE KO�FFICI�

ENTY RAWNY h� � h� �
p
�� � ��� h� � ���

kOORDINATNYE POWERHNOSTI � � const� � � const QWLQ�TSQ PARABO�
LOIDAMI WRA�ENIQ WOKRUG OSI SIMMETRII Oz�



dopolnenie III

obob�ennye re�eniq kraewyh zada�

w PREDYDU�IH GLAWAH KNIGI RASSMATRIWALISX W OSNOWNOM KLAS�
SI�ESKIE RE�ENIQ KRAEWYH ZADA�� T� E� RE�ENIQ� IME��IE WSE NEPRE�
RYWNYE PROIZWODNYE NUVNOGO PORQDKA I UDOWLETWORQ��IE URAWNENI��
GRANI�NYM I NA�ALXNYM USLOWIQM W KAVDOJ TO�KE RASSMATRIWAEMYH
MNOVESTW� rASSMOTRENIE TAKIH RE�ENIJ NAKLADYWAET SU�ESTWENNYE
OGRANI�ENIQ NA ISHODNYE DANNYE ZADA�I� wMESTE S TEM PRI WYWODE
OSNOWNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ �SM�� NAPRIMER� GL� II� x �� P� ��
BYLO POKAZANO� �TO ESLI ISHODITX NE IZ DIFFERENCIALXNYH� A IZ IN�
TEGRALXNYH URAWNENIJ� TO KLASS RE�ENIJ� A ZNA�IT� I KLASS ISHODNYH
KRAEWYH ZADA� MOVNO SU�ESTWENNO RAS�IRITX�tAKIE RE�ENIQ NAZYWA�
�T OBOB�ENNYMI� w ZAWISIMOSTI OT RASSMATRIWAEMYH INTEGRALXNYH
URAWNENIJ POLU�A�T RAZLI�NYE KLASSY OBOB�ENNYH RE�ENIJ�

iZU�IM WOPROS OB OPREDELENII� SU�ESTWOWANII I EDINSTWENNOSTI
W OGRANI�ENNOJ OBLASTI NEKOTOROGO OBOB�ENNOGO RE�ENIQ ZADA�I dI�
RIHLE IZ KLASSA FUNKCIJ sOBOLEWA DLQ URAWNENIQ pUASSONA �u � f �
dLQ RE�ENIQ �TOGO WOPROSA OKAZYWAETSQ NEDOSTATO�NO PONQTIQ INTE�
GRALA W SMYSLE rIMANA I TREBUETSQ BOLEE OB�EE OPREDELENIE INTEGRA�
LA �W SMYSLE lEBEGA�� kROME TOGO� NAM PONADOBITSQ PONQTIE OBOB�EN�
NOJ �ASTNOJ PROIZWODNOJ OT FUNKCII MNOGIH PEREMENNYH� pO�TOMU IZ�
LOVENI� TEORII OBOB�ENNYH RE�ENIJ ZADA�I dIRIHLE DLQ URAWNENIQ
pUASSONA BUDET PRED�ESTWOWATX KRATKOE IZLOVENIE PONQTIJ INTEGRALA
lEBEGA� OBOB�ENNYH �ASTNYH PROIZWODNYH I NEKOTORYH FUNKCIONALX�

NYH PROSTRANSTW���

xxxxxxxxx �� nEKOTORYE PONQTIQ FUNKCIONALXNOGO ANALIZA
�� wSPOMOGATELXNYE SWEDENIQ OB INTEGRALE lEBEGA� OBOB�

�ENNOJ �ASTNOJ PROIZWODNOJ I NEKOTORYH FUNKCIONALXNYH
PROSTRANSTWAH� pUSTX G
 PROIZWOLXNAQ OGRANI�ENNAQ OBLASTX W
N �MERNOM EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE EN �N 
 NEKOTOROE NATURALXNOE

�� bOLEE PODROBNO IZLOVENIE �TIH PONQTIJ SM� W KN�� s O B O L E W s� l�
uRAWNENIQ MATEMATI�ESKOJ FIZIKI� m�� ����� lEKCIQ �� sMIRNO W w� i�
kURS WYS�EJ MATEMATIKI� t� V� m�� �����
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�ISLO�� A f �x� � f �x�� x�� � � � � xN �
PROIZWOLXNAQ� ZADANNAQ W �TOJ
OBLASTI NEOTRICATELXNAQ FUNKCIQ� oBOZNA�IM �EREZ F PROIZWOLXNOE
ZAMKNUTOE PODMNOVESTWO TO�EK OBLASTI G� NA KOTOROM FUNKCIQ f �x�
NEPRERYWNA� tOGDA SU�ESTWUET INTEGRAL rIMANAZ Z

� � �

Z
F

f �x�� x�� � � � � xN � dx� dx� � � � dxN �

KOTORYJ MY KRATKO BUDEM OBOZNA�ATX SIMWOLOMZ
F

f �x� dx� ���

nAZOWEM W NU TR E N N IM INT E G R AL OM OT NEOTRICATELXNOJ
FUNKCII f �x� PO OBLASTI G TO�NU� WERHN�� GRANX �ESLI ONA SU�
�ESTWUET� INTEGRALOW rIMANA ��� PO WSEM PRINADLEVA�IM OBLASTI
G ZAMKNUTYM MNOVESTWAM F � NA KOTORYH f �x� NEPRERYWNA� T� E� WE�
LI�INU

sup
F�G

��Z
F

f �x� dx

�A � ���

wNUTRENNIJ INTEGRAL OT NEOTRICATELXNOJ FUNKCII f �x� PO OBLA�
STI G BUDEM OBOZNA�ATX SIMWOLOM

WN�

Z
G

f �x� dx� ���

iTAK� PO OPREDELENI�

WN�

Z
G

f �x� dx � sup
F�G

��Z
F

f �x� dx

�A �

qSNO� �TO ESLI f �x� �M � const 
 � W OBLASTI G� TO DLQ TAKOJ
FUNKCII SU�ESTWUET TO�NAQ WERHNQQ GRANX ���� A POTOMU SU�ESTWUET
WNUTRENNIJ INTEGRAL ���� RAWNYJ M mesG� GDE mesG
N �MERNYJ
OB�EM OBLASTI G�

dALEE� NETRUDNO WIDETX� �TO ESLI DLQ FUNKCII f �x� SU�ESTWUET
WNUTRENNIJ INTEGRAL PO OBLASTI G� A M 
 �
 PROIZWOLXNAQ POSTO�
QNNAQ� TO I DLQ FUNKCII f �x� �M SU�ESTWUET WNUTRENNIJ INTEGRAL
PO OBLASTI G�

nEOTRICATELXNAQ FUNKCIQ f �x� � f �x�� x�� � � � � xN � NAZYWAETSQ
I N T E G R I R U EM OJ P O l E B E G U W OBLASTI G� ESLI DLQ �TOJ FUNK�
CII SU�ESTWUET PO OBLASTI G WNUTRENNIJ INTEGRAL ��� I DLQ L�BOJ
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POSTOQNNOJ M 
 � SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

WN�

Z
G

�f �x� �M � dx � WN�

Z
G

f �x� dx � WN�

Z
G

M dx� ���

pRI �TOM WNUTRENNIJ INTEGRAL ��� NAZYWAETSQ I N T E G R AL OM l E B E�
G A OT FUNKCII f �x� PO OBLASTI G I OBOZNA�AETSQ SIMWOLOMZ

G

f �x� dx� ���

pROIZWOLXNAQ ZADANNAQ W OBLASTI G FUNKCIQ f �x�� PRINIMA��
�AQ W �TOJ OBLASTI ZNA�ENIQ L�BYH ZNAKOW� NAZYWAETSQ I NT E G R I�
R U EM O J P O l EB E G U W OBLASTI G� ESLI KAVDAQ IZ DWUH NEOTRICA�

TELXNYH FUNKCIJ

�
f� �x� �

jf �x�j� f �x�

�
I f� �x� �

jf �x�j � f �x�

�

�
INTEGRIRUEMA PO lEBEGU W OBLASTI G� pRI �TOM RAZNOSTX INTEGRALOW
lEBEGA OT UKAZANNYH NEOTRICATELXNYH FUNKCIJZ

G

f� �x� dx �
Z
G

f� �x� dx

NAZYWAETSQ I N T E G R AL OM l EB E G A OT FUNKCII f �x� PO OBLASTI G
I OBOZNA�AETSQ SIMWOLOM ����

fUNKCI� f �x� NAZYWA�T I ZM ER IM O J W OBLASTI G� ESLI DLQ
L�BOGO � 
 � U OBLASTI G SU�ESTWUET ZAMKNUTOE PODMNOVESTWO F��

NA KOTOROM FUNKCIQ f �x� NEPRERYWNA I MERA mesF�
�� KOTOROGO OTLI�

�AETSQ OT MERY mesG OBLASTI G MENX�E� �EM NA � ���
oKAZYWAETSQ� DLQ TOGO �TOBY FUNKCIQ f �x�� OBLADA��AQ W OGRA�

NI�ENNOJ OBLASTI G WNUTRENNIM INTEGRALOM ���� BYLA INTEGRIRUEMA
W �TOJ OBLASTI PO lEBEGU� NEOBHODIMO I DOSTATO�NO� �TOBY ONA QWLQ�
LASX IZMERIMOJ W �TOJ OBLASTI�

dOSTATO�NOSTX �TOGO USLOWIQ DOKAZYWAETSQ SOWSEM PROSTO�
w KA�ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM PRI N � � NA INTERWALE G �

� ��� �� TAK NAZYWAEMU� FUNKCI� dIRIHLE

f �x� �

�
�� ESLI x IRRACIONALXNO�

�� ESLI x RACIONALXNO�

�� mERU mesF� MOVNO OPREDELITX KAK INTEGRAL
R
F�

� dx�
�� �TO OPREDELENIE IZMERIMOJ FUNKCII PRINADLEVIT WYDA��EMUSQ MA�

TEMATIKU� SOZDATEL� MOSKOWSKOJ MATEMATI�ESKOJ �KOLY nIKOLA� nIKOLA�
EWI�U lUZINU ����� 	 ������



��� dopolnenie III� obob�ennye re	eniq kraewyh zada�

hORO�O IZWESTNO� �TO �TA FUNKCIQ NE INTEGRIRUEMA PO rIMANU NA SEG�
MENTE ��� ��� 	TOBY UBEDITXSQ� �TO ONA INTEGRIRUEMA NA G � ��� �� PO
lEBEGU� FIKSIRUEM PROIZWOLXNOE DOSTATO�NO MALOE � 
 � I PRONUME�
RUEM WSE RACIONALXNYE TO�KI� LEVA�IE NA SEGMENTE ����� �� ����� nA
ZAMKNUTOM MNOVESTWE F�� POLU�A��EMSQ WY�ITANIEM IZ ����� �� ����
SIMMETRI�NOJ ����OKRESTNOSTI PERWOJ RACIONALXNOJ TO�KI� SIMME�
TRI�NOJ �����OKRESTNOSTI WTOROJ RACIONALXNOJ TO�KI I T� D�� FUNKCIQ
f �x� NEPRERYWNA I RAWNA EDINICE� pO�TOMU

R
F�
f �x� dx SU�ESTWUET I

EGO ZNA�ENIE LEVIT W INTERWALE ��� �� �� ����� tAK KAK � PROIZWOLXNO�
OTS�DA SLEDUET� �TO WNUTRENNIJ INTEGRAL ���� RAWNYJ TO�NOJ WERHNEJ
GRANI ���� SU�ESTWUET I RAWEN �� o�EWIDNO TAKVE WYPOLNENIE RAWEN�
STWA ����

k PONQTI� INTEGRALA lEBEGA MOVNO PRIJTI I IZ DRUGIH SOOBRAVE�
NIJ� rASSMOTRIM MNOVESTWO WSEH NEPRERYWNYH W OGRANI�ENNOJ OBLA�
STI G FUNKCIJ f �x� I WWEDEM DLQ KAVDOJ IZ �TIH FUNKCIJ NORMU�
POLOVIW EE RAWNOJ

kfk �
Z
G

jf �x�j dx� ���

T� E� PREWRATIM �TO MNOVESTWO W NORMIROWANNOE PROSTRANSTWO�
nAPOMNIM� �TO POSLEDOWATELXNOSTX f fn g �LEMENTOW PROIZWOLXNO�

GO NORMIROWANNOGO PROSTRANSTWA NAZYWAETSQ F U N D AM E N TAL XN O J�
ESLI PRI NEZAWISIMOM STREMLENII DWUH NOMEROW m I n K BESKONE�NO�
STI SU�ESTWUET PREDEL

lim
m��
n��

kfm � fnk � ��

pROIZWOLXNOE NORMIROWANNOE PROSTRANSTWO NAZYWAETSQ P OL�
NYM� ESLI DLQ L�BOJ FUNDAMENTALXNOJ POSLEDOWATELXNOSTI f fn g
�TOGO PROSTRANSTWA SU�ESTWUET �LEMENT �TOGO PROSTRANSTWA f � K KO�
TOROMU SHODITSQ POSLEDOWATELXNOSTX f fn g PO NORME� T� E� W SMYSLE
SOOTNO�ENIQ

lim
n�� kfn � fk � �� ���

lEGKO UBEDITXSQ� �TO NORMIROWANNOE PROSTRANSTWO WSEH NEPRERYW�
NYH W OBLASTI G FUNKCIJ S NORMOJ ��� NE QWLQETSQ POLNYM �IBO FUN�
DAMENTALXNAQ W SMYSLE NORMY ��� POSLEDOWATELXNOSTX NEPRERYWNYH W
G FUNKCIJ� WOOB�E GOWORQ� NE SHODITSQ W SMYSLE ��� K NEPRERYWNOJ W
OBLASTI G FUNKCII f �x���

w SILU TEOREMY hAUSDORFA L�BOE NORMIROWANNOE PROSTRANSTWO
MOVET BYTX RAS�IRENO DO POLNOGO�

eSTESTWENNO WOZNIKAET IDEQ
 RAS�IRITX UKAZANNOE PROSTRAN�
STWO S NORMOJ ���� POPOLNIW EGO NOWYMI �LEMENTAMI� TAK� �TOBY RAS�I�
RENNOE PROSTRANSTWO STALO POLNYM� iNTEGRIRUEMOSTI PO rIMANU DLQ
TAKOGO RAS�IRENIQ NEDOSTATO�NO	 ESLI RAS�IRITX PROSTRANSTWO WSEH
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NEPRERYWNYH W OBLASTI G FUNKCIJ S NORMOJ ���� POPOLNIW EGO WSE�
MI FUNKCIQMI� ABSOL�TNO INTEGRIRUEMYMI W OBLASTI G PO rIMANU�
RAS�IRENNOE PROSTRANSTWO BUDET PRODOLVATX OSTAWATXSQ NEPOLNYM�

tOLXKO DOPOLNIW UKAZANNOE PROSTRANSTWO WSEMI FUNKCIQMI� IN�
TEGRIRUEMYMI W OBLASTI G PO lEBEGU� MY PREWRATIM EGO W POLNOE
NORMIROWANNOE PROSTRANSTWO S NORMOJ ���� tAKOE PROSTRANSTWO PRI�
NQTO OBOZNA�ATX SIMWOLOM L� �G��

tAKIM OBRAZOM� INTEGRAL lEBEGA SOWER�ENNO ESTESTWENNO WOZNI�
KAET PRI RAS�IRENII MNOVESTWA WSEH NEPRERYWNYH W OBLASTI G FUNK�
CIJ S NORMOJ ��� DO POLNOGO NORMIROWANNOGO PROSTRANSTWA�

�� fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA� w PRILOVENIQH KROME
PROSTRANSTWA L� �G� BOLX�U� ROLX IGRAET DRUGOE PROSTRANSTWO� �LE�
MENTAMI KOTOROGO QWLQ�TSQ OPREDELENNYE W OBLASTI G FUNKCII� KWA�
DRATY KOTORYH PRINADLEVAT L� �G�� �TO PROSTRANSTWO QWLQETSQ POL�
NYM W SMYSLE NORMY

kfk �
��Z

G

jf �x�j� dx
�A���

�

I EGO PRINQTO OBOZNA�ATX SIMWOLOM L� �G��
dLQ WWEDENIQ OBOB�ENNOGO RE�ENIQ ZADA�I dIRIHLE NAM PONA�

DOBITSQ E�E ODNO POLNOE NORMIROWANNOE PROSTRANSTWO� OBOZNA�AEMOE
SIMWOLOM W �

� �G� I POLU�AEMOE POPOLNENIEM MNOVESTWA WSEH FUNKCIJ
f �x�� IME��IH W OBLASTI G NEPRERYWNYE �ASTNYE PROIZWODNYE ��GO
PORQDKA I NORMU� OPREDELQEMU� RAWENSTWOM

kfk �
���

Z
G

	
jf �x�j� �

NX
k��

����f �x�xk

�����


dx

���
���

� ���

oKAZYWAETSQ� TAKOE POPOLNENIE BUDET SOSTOQTX IZ FUNKCIJ� IME�
��IH W OBLASTI G PRINADLEVA�IE L� �G� �ASTNYE PROIZWODNYE ��GO

PORQDKA W NEKOTOROM OBOB�ENNOM SMYSLE���
dLQ WWEDENIQ OBOB�ENNYH �ASTNYH PROIZWODNYH OBOZNA�IM �EREZ

�
C��� �G� MNOVESTWO WSEH FUNKCIJ� NEPRERYWNYH W OBLASTI G� IME��
�IH W �TOJ OBLASTI NEPRERYWNYE �ASTNYE PROIZWODNYE ��GO PORQDKA
I OTLI�NYH OT NULQ TOLXKO NA NEKOTOROM KOMPAKTE OTKRYTOJ OBLASTI
G �T� E� RAWNYH NUL� W NEKOTOROJ POGRANI�NOJ POLOSE OBLASTI G��

tOGDA� ESLI FUNKCIQ f �x� NEPRERYWNA W OBLASTI G I IMEET NE�
PRERYWNU� W �TOJ OBLASTI �ASTNU� PROIZWODNU� f�xk� TO W SILU

�� wPERWYE PONQTIE �ASTNYH PROIZWODNYH W OBOB�ENNOM SMYSLE BYLO WWE�
DENO s� l� sOBOLEWYM�
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FORMULY oSTROGRADSKOGO
gAUSSA DLQ L�BOJ FUNKCII � �x� IZ MNO�

VESTWA
�
C��� �G� SPRAWEDLIWO TOVDESTWOZ

G

f �x�
� �x�

xk
dx � �

Z
G

f �x�

xk
� �x� dx�

�TO TOVDESTWO LEVIT W OSNOWE OPREDELENIQ OBOB�ENNOJ �ASTNOJ
PROIZWODNOJ�

eSLI SU�ESTWUET INTEGRIRUEMAQ W OBLASTI G PO lEBEGU FUNK�
CIQ g �x�� TAKAQ� �TO DLQ DANNOJ INTEGRIRUEMOJ PO lEBEGU FUNKCII

f �x� I DLQ L�BOJ FUNKCII � �x� IZ MNOVESTWA
�
C��� �G� SPRAWEDLIWO

TOVDESTWO Z
G

f �x�
� �x�

xk
dx � �

Z
G

g �x�� �x� dx�

TO FUNKCIQ g �x� NAZYWAETSQ O B O B� E N N OJ � A S TN OJ P R OI Z �
W OD N O J FUNKCII f �x� PO PEREMENNOJ xk I OBOZNA�AETSQ SIMWOLOM
f�xk�

pROSTRANSTWOM W �
� �G� NAZYWAETSQ POLNOE W SMYSLE NORMY ���

PROSTRANSTWO� POLU�AEMOE POPOLNENIEM MNOVESTWA WSEH FUNKCIJ f �x��
NEPRERYWNYH W OBLASTI G I IME��IH W �TOJ OBLASTI NEPRERYWNYE
�ASTNYE PROIZWODNYE ��GO PORQDKA�

pROSTRANSTWO W �
� �G� SOSTOIT IZ WSEH PRINADLEVA�IH KLASSU

L� �G� FUNKCIJ f �x�� IME��IH PRINADLEVA�IE KLASSU L� �G� OBOB�
�ENNYE �ASTNYE PROIZWODNYE ��GO PORQDKA�

kROME W �
� �G� NAM PONADOBITSQ EGO PODPROSTRANSTWO� OBOZNA�AE�

MOE SIMWOLOM
�
W �

� �G� I POLU�AEMOE POPOLNENIEM PO TOJ VE NORME ���

MNOVESTWA WSEH FUNKCIJ IZ KLASSA
�
C��� �G�� RAWNYH NUL� W POGRANI��

NYH POLOSAH OBLASTI G�

xxxxxxxxx �� oBOB�ENNOE RE�ENIE ZADA�I dIRIHLE
DLQ URAWNENIQ pUASSONA

�� oPREDELENIE OBOB�ENNOGO RE�ENIQ ZADA�I dIRIHLE�
pUSTX G
 PROIZWOLXNAQ OGRANI�ENNAQ OBLASTX W N �MERNOM EWKLIDO�
WOM PROSTRANSTWE EN � OT GRANICY ' KOTOROJ NE TREBUETSQ NIKAKOJ
GLADKOSTI�

w �TOJ OBLASTI MY RASSMOTRIM ZADA�U dIRIHLE �T� E� PERWU� KRA�
EWU� ZADA�U� DLQ URAWNENIQ pUASSONA	�

�u � �f �W OBLASTI G��

u j� � ��
���
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pRI �TOM f �x�
 ZADANNAQ FUNKCIQ IZ KLASSA L� �G�� A � �x�

ZADANNAQ WO WSEJ OBLASTI G � ' FUNKCIQ� PRINADLEVA�AQ PROSTRAN�
STWU W �

� �G� I IME��AQ NA GRANICE ' OBLASTI G SLED� SOWPADA��
�IJ SO ZNA�ENIEM RE�ENIQ u �x� �TAKU� FUNKCI� � �x� NAZYWA�T
D OP U STIM O J��

dADIM DWA OPREDELENIQ OBOB�ENNOGO RE�ENIQ ZADA�I dIRIHLE ����
dLQ SOKRA�ENIQ ZAPISI WWEDEM W RASSMOTRENIE SLEDU��IE DWA FUNKCI�
ONALA� PERWYJ IZ KOTORYH OPREDELEN NA L�BOJ PARE FUNKCIJ IZ KLASSA
W �

� �G�� A WTOROJ
 NA L�BOJ PARE FUNKCIJ IZ KLASSA L� �G�	

E �u� �� �

Z
G

NX
k��

u

xk

�

xk
dx� ���

H �f� �� �

Z
G

f �x�� �x� dx� ���

oPR E D EL E N I E �� nAZOWEM OB O B� E N NYM R E� E N I EM ZADA�
�I dIRIHLE ��� FUNKCI� u �x�� UDOWLETWORQ��U� SLEDU��IM DWUM
TREBOWANIQM	

�� u �x�� � �x� � �
W �

� �G��

�� DLQ L�BOJ FUNKCII � �x� IZ KLASSA
�
W �

� �G� FUNKCIQ u �x�
UDOWLETWORQET INTEGRALXNOMU TOVDESTWUZ

G

NX
k��

u

xk

�

xk
dx�

Z
G

f �x�� �x� dx � �� ���

s POMO�X� OBOZNA�ENIJ ��� I ��� TOVDESTWO ��� MOVNO ZAPISATX W
WIDE

E �u� ���H �f� �� � �� ���

oPR E D EL E N I E �� nAZOWEM OB O B� E N NYM R E� E N I EM ZA�
DA�I dIRIHLE ��� FUNKCI� u �x�� KOTORAQ DOSTAWLQET MINIMUM

FUNKCIONALU��

E �v� v�� �H �f� v� �

Z
G

NX
k��

�
v

xk

��

dx� �

Z
G

f �x� v �x� dx ���

W KLASSE WSEH FUNKCIJ v �x�� UDOWLETWORQ��IH USLOWI�

v �x� � � �x� � �
W

�
� �G�� ���

�� fUNKCIONAL ��� PRINQTO NAZYWATX I NT E G R A L OM dIRIH L E ILI O S�
NO W NYM � N E R G E TI � E S KIM FUNKC IO N A L OM�
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zAM E � AN I E� tAK KAK PROSTRANSTWO
�
W �

� �G� QWLQETSQ PODPRO�
STRANSTWOM W �

� �G�� TO OBOB�ENNOE RE�ENIE �I PO OPREDELENI� �� I
PO OPREDELENI� �� PRINADLEVIT PROSTRANSTWU W �

� �G��
tEO R EM A �O B � K WI W AL E N TNO S TI D WU H OP R E D E L E N I J O B�

O B� E N N O G O R E� E N I Q�� dWA OPREDELENIQ OBOB�ENNOGO RE�ENIQ ZA�
DA�I dIRIHLE ��� �KWIWALENTNY�

dOK A Z A T E L X S TW O� ��� sNA�ALA DOKAVEM� �TO ESLI u �x�

OBOB�ENNOE RE�ENIE ZADA�I ��� PO OPREDELENI� �� TO �TA VE FUNKCIQ
QWLQETSQ OBOB�ENNYM RE�ENIEM ZADA�I ��� I PO OPREDELENI� ��

zAMETIM� �TO DLQ L�BOJ FUNKCII u �x� IZ KLASSA W �
� �G� I L�BOJ

FUNKCII � �x� IZ KLASSA
�
W �

� �G� SPRAWEDLIWO TOVDESTWO

E �u� �� u� ��� �H �f� u� �� �

�

�
E �u� u�� �H �f� u�

�
� �

�
E �u� ���H �f� ��

�
�E ��� ��� ���

tAK KAK DLQ u �x� SPRAWEDLIWO TOVDESTWO ��� I E ��� �� � �� TO
IZ ��� POLU�IM NERAWENSTWO

E �u� �� u� ��� �H �f� u� �� � E �u� u�� �H �f� u�� ���

l�BU� FUNKCI� v �x�� UDOWLETWORQ��U� USLOWI� ���� W SILU

TOGO� �TO u �x� � � �x� � �
W �

� �G�� MOVNO PREDSTAWITX W WIDE v �x� �

� u �x� � � �x�� GDE � �x�
 NEKOTORAQ FUNKCIQ IZ
�
W �

� �G��
pO�TOMU DLQ L�BOJ FUNKCII v �x�� UDOWLETWORQ��EJ USLOWI� ����

POLU�IM IZ ���

E �v� v�� �H �f� v� � E �u� u�� �H �f� u��

A �TO I OZNA�AET� �TO FUNKCIQ u �x� DOSTAWLQET MINIMUM FUNKCIONALU
��� W KLASSE WSEH FUNKCIJ v �x�� UDOWLETWORQ��IH USLOWI� ���� T� E�
u �x� QWLQETSQ OBOB�ENNYM RE�ENIEM ZADA�I ��� PO OPREDELENI� ��

��� dOKAVEM TEPERX OBRATNOE UTWERVDENIE� T� E� DOKAVEM� �TO ESLI
u �x� QWLQETSQ OBOB�ENNYM RE�ENIEM ZADA�I ��� PO OPREDELENI� �� TO
�TA VE FUNKCIQ u �x� QWLQETSQ OBOB�ENNYM RE�ENIEM ZADA�I ��� I PO
OPREDELENI� ��

tAK KAK TOVDESTWO ��� SPRAWEDLIWO DLQ u �x� �W �
� �G� I DLQ L��

BOJ FUNKCII � �x� IZ KLASSA
�
W �

� �G�� TO W �TOM TOVDESTWE MOVNO ZA�
MENITX � �x� NA � � �x�� GDE � �x�
 SNOWA L�BAQ FUNKCIQ IZ KLASSA
�
W �

� �G�� A �
 L�BOE WE�ESTWENNOE �ISLO� pRI �TOM TOVDESTWO ��� PRI�
NIMAET WID�
E �u� � �� u� � ��� �H �f� u� � ��

�
�

�
E �u� u�� �H �f� u�

�
�

� ��

�
E �u� ���H �f� ��

�
� ��E ��� ��� ����
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tAK KAK W SILU OPREDELENIQ � u �x� DOSTAWLQET MINIMUM FUNKCI�
ONALU ���� TO LEWAQ �ASTX ���� NEOTRICATELXNA� pO�TOMU DLQ L�BOGO

WE�ESTWENNOGO �ISLA � I L�BOJ FUNKCII � �x� IZ KLASSA
�
W �

� �G�

��

�
E �u� ���H �f� ��

�
� ��E ��� �� � �� ����

nAM DOSTATO�NO DOKAZATX� �TO u �x� UDOWLETWORQET TOVDESTWU ����
T� E� DOKAZATX� �TO WYRAVENIE W KWADRATNYH SKOBKAH W ���� OBRA�AETSQ

W NULX DLQ L�BOJ FUNKCII � �x� IZ KLASSA
�
W �

� �G�� pREDPOLOVIM� �TO

DLQ NEKOTOROJ FUNKCII � �x� IZ KLASSA
�
W �

� �G� UKAZANNOE WYRAVENIE
W ���� OTLI�NO OT NULQ� tOGDA� WZQW DLQ �TOJ FUNKCII � �x� �ISLO �
PROTIWOPOLOVNYM PO ZNAKU WELI�INE E�u� �� �H�f� �� I RAWNYM PO
MODUL�

j�j �

���� �E �u� ���H �f� ��

� ����
E ��� ��

�

MY POLU�IM� �TO WELI�INA� STOQ�AQ W LEWOJ �ASTI ����� STROGO OTRI�
CATELXNA� A �TO PROTIWORE�IT NERAWENSTWU ����� pOLU�ENNOE PROTIWO�
RE�IE DOKAZYWAET� �TO WYRAVENIE W KWADRATNYH SKOBKAH W ���� RAWNO

NUL� DLQ L�BOJ FUNKCII � �x� IZ KLASSA
�
W �

� �G�� T� E� SPRAWEDLIWO
TOVDESTWO ���� I u �x� QWLQETSQ OBOB�ENNYM RE�ENIEM ZADA�I ��� PO
OPREDELENI� �� tEOREMA DOKAZANA�

�� dWA OSNOWNYH NERAWENSTWA�
�� nERA W E N S T W O pU AN K AR E� pUSTX G�PROIZWOLXNAQ OGRA�

NI�ENNAQ OBLASTX W EN � tOGDA DLQ WSEH FUNKCIJ � �x� IZ KLASSA
�
W �

� �G� NAJDETSQ POSTOQNNAQ �� TAKAQ� �TO DLQ WELI�IN� OPREDELQ�
EMYH SOOTNO�ENIQMI ��� I ���� SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

H ��� �� � � E ��� ��� ����

NAZYWAEMOE NERAWENSTWOM pUANKARE�
dOK A Z A T E L X S TW O� dOSTATO�NO DOKAZATX NERAWENSTWO ���� DLQ

L�BOJ FUNKCII � �x� IZ KLASSA
�
C��� �G� �T� E� DLQ L�BOJ FUNKCII�

IME��EJ W OBLASTI G NEPRERYWNYE �ASTNYE PROIZWODNYE ��GO PORQD�
KA I RAWNOJ NUL� WS�DU W NEKOTOROJ POGRANI�NOJ POLOSE OBLASTI G��

IBO PROSTRANSTWO
�
W �

� �G� POLU�AETSQ POPOLNENIEM
�
C��� �G� PO NORME

��� IZ x ��
rASSMOTRIM L�BU� FUNKCI� � �x� IZ KLASSA

�
C��� �G� I PRODOL�

VIM �TU FUNKCI� NULEM NA NEKOTORYJ �KWADRAT� SO STORONOJ ��	
�� � xk � �� k � �� �� � � � � N � WNUTRI KOTOROGO SODERVITSQ RASSMA�
TRIWAEMAQ OGRANI�ENNAQ OBLASTX G� tOGDA PO FORMULE nX�TONA


�� a� n� tIHONOW� a� a� sAMARSKIJ
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tEM BOLEE SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO
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��
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dxk �

INTEGRIROWANIE KOTOROGO PO KOORDINATAM y�� y�� � � � � yN W PREDELAH
OT �� DO � PO KAVDOJ IZ �TIH KOORDINAT DAET NERAWENSTWO pUANKARE
���� S POSTOQNNOJ � � ����

�� oC E NK A S NI Z U O S N O W N O G O F UN K C I ON A L A ���� nA�A
CELX
 DOKAZATX� �TO W KLASSE WSEH FUNKCIJ v �x�� UDOWLETWORQ��IH
USLOWI� ���� FUNKCIONAL ��� OGRANI�EN SNIZU POSTOQNNOJ� ZAWISQ�EJ
LI�X OT OBLASTI G I OT ZADANNYH FUNKCIJ f �x� I � �x��

l�BU� FUNKCI� v �x�� UDOWLETWORQ��U� USLOWI� ���� MOVNO
PREDSTAWITX W WIDE v �x� � � �x� � � �x�� GDE � �x�
 NEKOTORAQ FUNK�

CIQ IZ
�
W �

� �G�� tAKIM OBRAZOM�

E �v� v�� �H �f� v� � E ��� �� �� ��� �H �f� �� �� �

� E ��� �� � �E ��� �� �E ��� ��� �H �f� ��� �H �f� ��� ����

tEPERX ZAMETIM� �TO

E ��� �� � �E ��� �� �E ��� �� � �E ��� �� �
�

�
E ��� ���

�

�
�E ��� �� � �E ��� �� �
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�
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�
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�
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nAKONEC� OCENIM SWERHU j�H �f� ��j� POLXZUQSX NERAWENSTWOM pU�
ANKARE ���� I NERAWENSTWOM � jAj jBj � A� �B� PRI A � f � �p�� B �
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Z
G

jf �x�j j� �x�j dx �
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Z
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jf �x�j� dx� �
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Z
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j� �x�j� dx � �� H �f� f� �
�

�
E ��� ��� ����

sOPOSTAWLQQ RAWENSTWO ���� I NERAWENSTWA ����� ����� OKON�ATELXNO PO�
LU�IM

E �v� v�� �H �f� v� � �E ��� ��� �� H �f� f�� �H �f� �� �
�

�
E ��� ���

����
tAK KAK E ��� �� � �� OGRANI�ENNOSTX OSNOWNOGO FUNKCIONALA ��� SNI�
ZU DOKAZANA�

�� eDINSTWENNOSTX I SU�ESTWOWANIE OBOB�ENNOGO RE�E�
NIQ ZADA�I dIRIHLE�

tEO R EM A �O E D I N S T W E N N O S TI O B O B� E N N O G O R E� E NI Q
Z AD A � I dIRI H L E�� mOVET SU�ESTWOWATX TOLXKO ODNO OBOB�EN�
NOE RE�ENIE ZADA�I dIRIHLE ����

dOK A Z A T E L X S TW O� eSLI BY SU�ESTWOWALO DWA OBOB�ENNYH RE�
�ENIQ ZADA�I dIRIHLE ��� u� �x� I u� �x�� TO IH RAZNOSTX � �x� �

� u� �x� � u� �x� PRINADLEVALA BY KLASSU
�
W �

� �G�� zAPISAW S UKAZAN�
NOJ FUNKCIEJ � �x� TOVDESTWO ��� SNA�ALA DLQ u� �x�� A ZATEM DLQ
u� �x�� MY POLU�ILI BY RAWENSTWA

E�u�� u� � u���H�f� u� � u�� � �� E�u�� u� � u���H�f� u� � u�� � ��

RAZNOSTX KOTORYH PRIWELA BY K SOOTNO�ENI�

E �u� � u�� u� � u�� � �� ����

iZ ���� W SILU NERAWENSTWA pUANKARE ���� SLEDOWALO BY� �TO I

H �u� � u�� u� � u�� � �� ����

sOOTNO�ENIQ ���� I ���� W SILU OPREDELENIQ ��� IZ x � NORMY PRO�
STRANSTWA W �

� �G� OZNA�ALI BY� �TO RAZNOSTX u� �x�� u� �x� QWLQETSQ
NULEWYM �LEMENTOM PROSTRANSTWA W �

� �G�� T� E� OZNA�ALI BY SOWPADE�
NIE �LEMENTOW u� �x� I u� �x�� tEOREMA DOKAZANA�

tEOREME SU�ESTWOWANIQ OBOB�ENNOGO RE�ENIQ ZADA�I dIRIHLE ���
PREDPO�LEM OPREDELENIE MI N IMI Z I R U��EJ P O SL E D O W AT E L X�
N O S TI I DOKAZATELXSTWO WSPOMOGATELXNOGO UTWERVDENIQ�

tAK KAK W SILU NERAWENSTWA ���� OSNOWNOJ FUNKCIONAL ��� OGRANI�
�EN SNIZU W KLASSE WSEH FUNKCIJ� UDOWLETWORQ��IH USLOWI� ���� TO U

���
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FUNKCIONALA ��� SU�ESTWUET W UKAZANNOM KLASSE TO�NAQ NIVNQQ GRANX�
KOTORU� MY OBOZNA�IM �EREZ d	

d � inf
v��


�

W �
�
�G�

�
E �v� v�� �H �f� v�

�
� ����

pO OPREDELENI� TO�NOJ NIVNEJ GRANI� SU�ESTWU�T POSLEDOWATELXNO�

STI fvn�x�g FUNKCIJ� UDOWLETWORQ��IH USLOWI� vn�x����x�� �
W �

��G��
DLQ KOTORYH �ISLOWYE POSLEDOWATELXNOSTI

dn � E �vn� vn�� �H �f� vn� ����

SHODQTSQ K TO�NOJ NIVNEJ GRANI d�
kAVDU� TAKU� POSLEDOWATELXNOSTX f vn �x� g NAZOWEM MIN IMI�

Z I R U��EJ�
wAVNOE DLQ NAS SWOJSTWO L�BOJ MINIMIZIRU��EJ POSLEDOWATELX�

NOSTI WYQSNQET SLEDU��AQ LEMMA�
lEMMA� eSLI f vn �x� g� L�BAQ MINIMIZIRU��AQ POSLEDOWA�

TELXNOSTX� f�n �x� g�POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ IZ KLASSA
�
W �

� �G�� DLQ KOTORYH

E ��n� �n� �M � const� ����

TO �ISLOWAQ POSLEDOWATELXNOSTX

an � E �vn� �n��H �f� �n� ����

QWLQETSQ BESKONE�NO MALOJ�
dOK A Z A T E L X S TW O� pOLOVIM �n � dn� d� GDE f dn g
 �ISLOWAQ

POSLEDOWATELXNOSTX� OPREDELQEMAQ SOOTNO�ENIEM ����� A d
TO�NAQ
NIVNQQ GRANX ����� tOGDA W SILU TOGO� �TO POSLEDOWATELXNOSTX
f vn �x� g QWLQETSQ MINIMIZIRU��EJ� MOVNO UTWERVDATX� �TO POSLE�
DOWATELXNOSTX f�n g QWLQETSQ BESKONE�NO MALOJ PRI �n � � DLQ WSEH
NOMEROW n�

dLQ L�BOGO OTLI�NOGO OT NULQ � I L�BOGO NOMERA n SPRAWEDLIWO
NERAWENSTWO

E �vn � � �n� vn � � �n�� �H �f� vn � � �n� � d�

KOTOROE MOVET BYTX PEREPISANO W WIDE�
E �vn� vn�� �H �f� vn�

�
� d� ��

�
E �vn� �n��H �f� �n�

�
�

� ��E ��n� �n� � ��

pOSLEDNEE NERAWENSTWO S POMO�X� OBOZNA�ENIJ ���� I ����� W SWO� O�E�
REDX� MOVET BYTX PEREPISANO W WIDE

dn � d� �� an � ��E ��n� �n� � ��

ILI

�n � �� an � ��E ��n� �n� � ��
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w SILU ���� TEM BOLEE SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

�n � �� an � ��M � �� ����

tEPERX� U�ITYWAQ� �TO �n � � I �TO POSLEDOWATELXNOSTX f�n g
QWLQETSQ BESKONE�NO MALOJ� DLQ L�BOGO OTLI�NOGO OT NULQ � FIK�
SIRUEM NASTOLXKO BOLX�OJ NOMER N � �TO PRI n � N WYPOLNQETSQ
NERAWENSTWO

� � �n � ��M�

sOPOSTAWLQQ �TO NERAWENSTWO S ����� MY POLU�AEM� �TO �� an�� ��M �

� �� tEPERX� ESLI DLQ KAVDOGO NOMERA n WZQTX ZNAK � PROTIWOPOLOV�
NYM ZNAKU an� TO MY POLU�IM� �TO PROIZWEDENIE �� an NEPOLOVITELX�
NO I� SLEDOWATELXNO� � ��M � � j�j janj� OTKUDA janj � j�jM �DLQ WSEH
n � N��

lEMMA DOKAZANA�
tEO R EM A �O S U� E S T W O W A NI I O B O B� E N N O G O R E� E NI Q

Z AD A � I dIRI H L E�� eSLI G�PROIZWOLXNAQ OGRANI�ENNAQ OBLASTX

W PROSTRANSTWE EN � � �x��PROIZWOLXNAQ DOPUSTIMAQ FUNKCIQ�
f �x��PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ IZ KLASSA L� �G�� TO SU�ESTWUET �I
PRITOM EDINSTWENNOE� OBOB�ENNOE RE�ENIE ZADA�I dIRIHLE ����

dOK A Z A T E L X S TW O� pREVDE WSEGO DOKAVEM� �TO L�BAQ MINIMI�
ZIRU��AQ POSLEDOWATELXNOSTX f vn �x� g QWLQETSQ FUNDAMENTALXNOJ W
SMYSLE NORMY ��� IZ x ��

zAMETIM� �TO ESLI f vn �x� g 
MINIMIZIRU��AQ POSLEDOWATELX�
NOSTX� TO� POLOVIW vn �x� � � �x� � �n �x� I WZQW W ���� TAKOE vn �x�
WMESTO v �x�� MY POLU�IM� �TO LEWAQ �ASTX ���� BUDET SHODQ�EJSQ�
A POTOMU I OGRANI�ENNOJ POSLEDOWATELXNOSTX�� pRI �TOM IZ ���� MY
POLU�IM� �TO I POSLEDOWATELXNOSTX fE ��n� �n� g QWLQETSQ OGRANI�EN�
NOJ� tAKIM OBRAZOM� W SILU TRIWIALXNOGO NERAWENSTWA

E �vn� vn� � E ��� �n� �� �n� � �E ��� �� � �E ��n� �n�

I POSLEDOWATELXNOSTX E �vn� vn� QWLQETSQ OGRANI�ENNOJ� oTS�DA� W
SWO� O�EREDX� WYTEKAET OGRANI�ENNOSTX POSLEDOWATELXNOSTI E �vn �
� vm� vn � vm� PRI WSEH n I WSEH m� u�ITYWAQ� �TO� KROME TOGO� vn �
� vm �

�
W �

� �G� DLQ L�BYH NOMEROW m I n� MY POLU�IM� �TO RAZNOSTX
�vn � vm� PRI FIKSIROWANNOM m MOVNO WZQTX W KA�ESTWE �n �x� W
LEMME� A PRI FIKSIROWANNOM n �TU VE RAZNOSTX MOVNO WZQTX W KA�ESTWE
�m �x� W LEMME� mY POLU�IM PRI �TOM� �TO W SILU LEMMY

lim
n��

�
E �vn� vn � vm��H �f� vn � vm�

�
� ��

lim
m��

�
E �vm� vn � vm��H �f� vn � vm�

�
� ��

iZ POSLEDNIH DWUH SOOTNO�ENIJ WYTEKAET� �TO

lim
m��
n��

E �vn � vm� vn � vm� � �� ����
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A IZ ���� I IZ NERAWENSTWA pUANKARE ���� 
 �TO I

lim
m��
n��

H �vn � vm� vn � vm� � �� ����

iZ ���� I ���� SLEDUET� �TO MINIMIZIRU��AQ POSLEDOWATELXNOSTX
f vn �x� g QWLQETSQ FUNDAMENTALXNOJ W SMYSLE NORMY ��� IZ x �� nO TO�
GDA IZ POLNOTY PROSTRANSTWA W �

� �G� WYTEKAET� �TO SU�ESTWUET TAKOJ
�LEMENT v �x� �TOGO PROSTRANSTWA� �TO

lim
n��

kvn � vk � �� ����

oSTAETSQ DOKAZATX� �TO v �x� I QWLQETSQ OBOB�ENNYM RE�ENIEM
ZADA�I dIRIHLE ����

pREVDE WSEGO ZAMETIM� �TO v �x� UDOWLETWORQET USLOWI� ���� IBO

vn �x��� �x� � �
W �

� �G� DLQ KAVDOGO NOMERA n� A k�vn���� �v���k�
� kvn � vk 	 � PRI n	
�

oSTAETSQ DOKAZATX� �TO DLQ L�BOJ � �x� IZ KLASSA
�
W �

� �G� FUNK�
CIQ v �x� UDOWLETWORQET TOVDESTWU ���� T� E�

E �v� ���H �f� �� � �� ����

w SILU LEMMY DLQ L�BOJ FUNKCII � �x� IZ KLASSA
�
W �

� �G�

E �vn� ���H �f� ��	 � PRI n	
� ����

dALEE� IZ NERAWENSTWA kO�I
bUNQKOWSKOGO

jE �v � vn� ��j �
p
E �v � vn� v � vn� �

p
E ��� ��

I IZ ���� SLEDUET� �TO DLQ L�BOJ FUNKCII � �x� IZ
�
W �

� �G�

E �v � vn� ��	 � PRI n	
� ����

iZ ���� I ���� WYTEKAET TOVDESTWO �����
tEOREMA DOKAZANA�
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gLAWNOE ZNA�ENIE INTEGRALA ���
gRANI�NOE USLOWIE ��GO RODA 	�
� � NELINEJNOE 	�� ���
� � ��GO RODA 	�
� � ��GO RODA 	�
gRANI�NYE USLOWIQ 		� 	�� ���� ��

gRANI�NYE USLOWIQ ODNORODNYE 	�

����������fUNKCIQ ���� ���
dISPERSIQ WOLN 
�
dIFRAKCIQ �	�
� NA SFERE �	�
� PLOSKOJ WOLNY NA SFERE �	

dIFFUZIQ ��� ��� ���� ��� ���
� W DWIVU�EJSQ SREDE ���
� PRI NALI�II RASPADA I CEPNYH REAK�

CIJ 	�� ���
dLINA WOLNY 
�

eMKOSTX UEDINENNOGO PROWODNIKA ��

zADA�A BEZ NA�ALXNYH USLOWIJ �NA
USTANOWIW�IJSQ REVIM� 	
� ���� ��
���

� GRAWIMETRII OBRATNAQ �

� gURSA ��
� dIRIHLE ��� 
��
� � WNE�NQQ ���� ���
� � WNUTRENNQQ ��

� � DLQ SFERY 
��
� � RAZNOSTNAQ ���
� DIFRAKCII �	�
� kO�I 	�� 	
� �� ���� 	�

� KRAEWAQ 	�
� � WNE�NQQ ��� ���� ���
� � � WTORAQ ��

� � � PERWAQ ���
� � WNUTRENNQQ ��� ���
� � � WTORAQ ���
� � � PERWAQ ��

� � WTORAQ 	�� ��� ���� ���
� � DLQ URAWNENIQ bESSELQ �
�
� � PERWAQ 	�� 	� ��� �� ��� ����


��
� � � DLQ KRUGA ���� ���
� � � DLQ POLUPROSTRANSTWA ���
� � RAZNOSTNAQ ���
� � S KUSO�NO�NEPRERYWNYMI NA�ALX�

NYMI DANNYMI ���
� � S RAZRYWNYMI GRANI�NYMI USLO�

WIQMI ���� ���
� � � � KO�FFICIENTAMI ��



predmetnyj ukazatelx ���

zADA�A KRAEWAQ S RAZRYWNYMI NA�ALX�
NYMI DANNYMI ���

� � SME�ANNAQ 	

� � SO STACIONARNYMI NEODNORODNO�

STQMI ��� ���
� � TRETXQ 	�� ��
� nEJMANA ��
� � WNE�NQQ ��

� � WNUTRENNQQ ���
� O DWIVENII TWERDOGO TELA W VIDKO�

STI 	��
� � � �LEKTRONA W KULONOWOM POLE

QDRA 
��
� � KOLEBANII OGRANI�ENNYH OB�EMOW

			
� � � TONKOJ PLASTINKI 	��
� � PROMERZANII �

� � RAZMAGNI�IWANII CILINDRA S OB�

MOTKOJ ��	
� � RASPROSTRANENII GRANI�NOGO RE�

VIMA 
�
� � � NA�ALXNOGO WOZMU�ENIQ ��
� � � TEPLA W NEOGRANI�ENNOM PRO�

STRANSTWE 	

� 	��
� � SOBSTWENNYH ZNA�ENIQH �� ����

��	� ���� 	��� 		�� ���
� � FAZOWOM PEREHODE �

� �

� OB OPREDELENII WEKTORNOGO POLQ PO

ZADANNYM ROTORU I DIWERGENCII 	��
� � OSTYWANII RAWNOMERNO NAGRETOGO

CILINDRA 	�
� OBRABOTKI NABL�DENIJ �

� POSTAWLENNAQ KORREKTNO ��
� RAZNOSTNAQ� POSTAWLENNAQ KORREKTNO

�

� � USTOJ�IWAQ �

� S NA�ALXNYMI USLOWIQMI 	
� ��

���� 	�

� � � � DLQ URAWNENIQ lAPLASA ��
� sTEFANA �

� USTOJ�IWAQ ��
� 	TURMA � lIUWILLQ �� ���� 		��

���
� �LEKTROSTATIKI OSNOWNAQ ��
zAKON gUKA 	��
� INERCII ��
� nERNSTA ��
� nX�TONA ��
� SOHRANENIQ �NERGII ���
� sTEFANA � bOLXCMANA ���
� fURXE ��� �	
� � WTOROJ ���
� � PERWYJ ��

� � TRETIJ ��

zAKONY mERSENA �
zAKREPLENIE VESTKOE 	�
� MQGKOE 	�
� UPRUGOE 		

iZOTERMA gENRI �
�
� lENGM�RA �
�� ���

iZOTERMA SORBCII �
�
iNTEGRAL WNUTRENNIJ 

�
� dIRIHLE 
��
� lEBEGA 


� NESOBSTWENNYJ ���
� O�IBOK �	�� �	�� 
��� 
�	
� pUASSONA ���� ��	
� � DLQ KRUGA �	

� � DLQ SFERY �	�
� rIMANA 

�
� rIMANA � hANKELQ ��
� fURXE � bESSELQ 
��

kWANTOWOE �ISLO AZIMUTALXNOE 
��
� � GLAWNOE 
��� 
��
� � MAGNITNOE 
�

� � RADIALXNOE 
��
kONDENSACIQ GAZA 	�
kOORDINATY BIPOLQRNYE 

	
� BISFERI�ESKIE 

�
� KRIWOLINEJNYE ��� 
�
� PARABOLI�ESKIE 

�
� PARABOLOIDNYE 

�
� PRQMOUGOLXNYE 
�
� SFERI�ESKIE ���� 

�
� SFEROIDALXNYE 

�
� TOROIDALXNYE 

	
� CILINDRI�ESKIE ���� 

�
� �LLIPSOIDALXNYE 

�
� � WYROVDENNYE 

�
� �LLIPTI�ESKIE 

�
kO�FFICIENT DIFFUZII ��
� VESTKOSTI ZAKREPLENIQ 	�
� KINETI�ESKIJ �
�
� PORISTOSTI �	
� TEMPERATUROPROWODNOSTI ��� ���

���
� � PO�WY ��

� TEPLOOBMENA ��
� TEPLOPROWODNOSTI ��
kO�FFICIENTY lAM� 
�
� METRI�ESKIE 
�
� fURXE ���
kRAEWYE USLOWIQ RAZNOSTNYE ���
kRIWAQ lQPUNOWA �
�
kRITI�ESKIE RAZMERY 	�

lOKALIZACIQ RE�ENIJ URAWNENIQ TE�
PLOPROWODNOSTI �
�� ��


mETOD BALANSA ���
� INTEGRALXNYH SOOTNO�ENIJ ���
� INTEGROINTERPOLQCIONNYJ ���
� ITERACIONNYJ ���
� � DWUHSLOJNYJ ���
� � � W KANONI�ESKOJ FORME ���
� � DWUH�AGOWYJ ���� ���
� � ODNO�AGOWYJ ���



��� predmetnyj ukazatelx

mETOD ITERACIONNYJ POPEREMENNO�
TREUGOLXNYJ ��


� � STACIONARNYJ ���
� � TREHSLOJNYJ ���� ���
� � � W KANONI�ESKOJ FORME ���
� � �EBY��EWSKIJ ���
� KONE�NYH RAZNOSTEJ ���� ���
� KONFORMNOGO PREOBRAZOWANIQ 	���

	��� 	�
� LOKALXNO�ODNOMERNYJ �		
� MINIMALXNYH POPRAWOK ��	
� OTRAVENIQ 	��
� PEREWALA 
��
� PEREMENNYH NAPRAWLENIJ NEQWNYJ

�	�
� PODOBIQ ���� ��	� ���
� POPEREMENNO�TREUGOLXNYJ ��

� POSLEDOWATELXNYH PRIBLIVENIJ ��
� PROGONKI ���
� PRODOLVENIQ ��� 
�
� PROSTOJ ITERACII ���
� PRQMOJ ���
� RAZDELENIQ PEREMENNYH �
� ��� ����

��� ��� ���� 	��� 		�
� RASPROSTRANQ��IHSQ WOLN �	
� rI�ARDSONA ���
� SGLAVIWANIQ DLQ RE�ENIQ ZADA�I

sTEFANA �	�
� SEDLOWOJ TO�KI 
��
� SETOK ���
� SKOREJ�EGO SPUSKA ��	
� SOPRQVENNYH GRADIENTOW ���
� � NAPRAWLENIJ ���
� SPUSKA 	��� 	�	
� USREDNENIQ 	�
� FAKTORIZACII ���
� fURXE �

� �LEKTROSTATI�ESKIH IZOBRAVENIJ

�	�
� �NERGETI�ESKIH SOOTNO�ENIJ ���
� qKOBI ���
mODULX SDWIGA 	��
mOMENT DIPOLQ ��

� TOKA 	
�

nAPRQVENIQ 	��
� NORMALXNYE 	��
� SKALYWA��IE 	��
nA�ALXNYE USLOWIQ 	�� 		� �

� � RAZNOSTNYE ���
nEWQZKA ���
nERAWENSTWO pUANKARE 
��
nORMA 
��
� POLINOMOW lEVANDRA 
�	
� � �EBY��EWA � lAGERRA 
	
� 
��
� � �EBY��EWA � �RMITA 
	
� 
��
� PRISOEDINENNYH FUNKCIJ lEVANDRA


�
� 
��
� SETO�NOJ FUNKCII ��
� SOBSTWENNOJ FUNKCII ���� ���� 		��

���

nULI POLINOMOW lEVANDRA 
��

oBERTON �� �	�
oBOB�ENNOE RE�ENIE ��� �
�� �
�� 


�


��
oBTEKANIE KRUGOWOGO CILINDRA 	��
� PLASTINKI 	�
oKRESTNOSTX lQPUNOWA �
�
oPERATOR lAPLASA 	�� ��
� � RAZNOSTNYJ ���
� RAZNOSTNYJ ��

� � DWUHTO�E�NYJ ���
� � ��GO PORQDKA ���
� � TREHTO�E�NYJ ���
� SAMOSOPRQVENNYJ ���
� SETO�NYJ ��

oPERATORY SOPRQVENNYE ���
� �NERGETI�ESKI �KWIWALENTNYE ���
oRTOGONALXNOSTX POLINOMOW lEVANDRA


��
� � �EBY��EWA � lAGERRA 
	

� � �EBY��EWA � �RMITA 
		
� PRISOEDINENNYH FUNKCIJ lEVANDRA


�

� S NAGRUZKOJ ���
� SOBSTWENNYH FUNKCIJ ���� ��	� ����

���� 		�� ���� ���
� SFERI�ESKIH FUNKCIJ 
�	
oSNOWNOJ TON �� �	�� ���
� �NERGETI�ESKIJ FUNKCIONAL 
��

pEREMENNAQ lAGRANVA ��
� �JLERA ��� ��
pOWERHNOSTX lQPUNOWA �
�
pOGRE�NOSTX APPROKSIMACII DIFFE�

RENCIALXNOGO OPERATORA RAZNOST�
NYM ��


� � � URAWNENIQ RAZNOSTNYM �
� � SHEMY NA RE�ENII URAWNENIQ �
� ITERACIONNOGO METODA ���
� OTNOSITELXNAQ ���
pOLE POTENCIALXNOE �

� �LEKTRI�ESKOE POLUBESKONE�NOGO

PLOSKOGO KONDENSATORA 	��
� �LEKTROMAGNITNOE OSCILLQTORA 	
�
pOLINOMY GARMONI�ESKIE 
��
� lEVANDRA ���� 
�� 
��� 
��
� �EBY��EWA � lAGERRA 
	�� 
��
� � � OBOB�ENNYE 
	

� �EBY��EWA � �RMITA 
	�� 
��
pORISTOSTX ��

pORQDOK APPROKSIMACII DIFFERENCI�

ALXNOGO OPERATORA RAZNOSTNYM ��
�
��

� � RAZNOSTNOJ SHEMY �
pOSLEDOWATELXNOSTI �KWIWALENTNYE ���
pOSLEDOWATELXNOSTX MINIMIZIRU��AQ


�

� NORMIROWANNAQ LOKALXNAQ ���



predmetnyj ukazatelx ���

pOSLEDOWATELXNOSTX FUNDAMENTALXNAQ

��

pOSTOQNNAQ pLANKA 
	
� rIDBERGA 
��
� �JLERA 
��
pOSTOQNNYE lAM� 	��
pOTENCIAL �	�
� WEKTORNYJ 	�	� 	��
� DWOJNOGO SLOQ ���� �
�� �
	� ��
� LOGARIFMI�ESKIJ ���
� OB�EMNYJ �	�� ���� ���� ��� ���
� POWERHNOSTNYJ ��
� �
�� ���
� POLQRIZACIONNYJ 	
�
� PROSTOGO SLOQ ��
� �
�� �

� ���
� SILOWOGO POLQ �	
� SKALQRNYJ 	�	� 	��
� SKOROSTEJ 	�� ��
pOTENCIALY TEPLOWYE ���
� �LEKTROMAGNITNOGO POLQ 	��
pOTENCIALXNOE TE�ENIE VIDKOSTI ��
pREDELXNYJ �LEMENT POSLEDOWATELXNO�

STI ���
pREOBRAZOWANIE kELXWINA ���
� OBRATNYH RADIUSOW�WEKTOROW ���
� PEREMENNYH ��� ��
pRINCIP WZAIMNOSTI �	�� 	��� ��

� g�JGENSA 	��
� d�GAMELQ �	
� MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ ���� ����

���� ���
� MAKSIMUMA ���
� PREDELXNOGO POGLO�ENIQ ���
� PREDELXNOJ AMPLITUDY ��	
� SUPERPOZICII 	�� ���� ���
� � OBOB�ENNYJ 
� ���
pROBLEMA WY�ISLITELXNOJ USTOJ�IWO�

STI �EBY��EWSKOGO ITERACIONNOGO
METODA ��	

pROIZWODNAQ RAZNOSTNAQ LEWAQ ��

� � PRAWAQ ��

� � CENTRALXNAQ ��

� SUBSTANCIONALXNAQ �
� �ASTNAQ OBOB�ENNAQ 
��
pROSTRANSTWO NORMIROWANNOE 
��
� � POLNOE 
��
� � � L��G� 
��
� � � L��G� 
��

� � � W �
� �G� 
��� 
��

pU�NOSTX STOQ�EJ WOLNY �� 	��

rAZNOSTNAQ SHEMA ��
� � BEZYTERACIONNAQ ���
� � DWUHSLOJNAQ �ESTITO�E�NAQ ��
� � ITERACIONNAQ ���
� � KONSERWATIWNAQ ���
� � LOKALXNO�ODNOMERNAQ �		
� � � SIMMETRIZOWANNAQ �	�
� � NEUSTOJ�IWAQ �	
� � NEQWNAQ �	� �� ���
� � ODNORODNAQ ���

rAZNOSTNAQ SHEMA POWY�ENNOGO PORQD�
KA APPROKSIMACII DLQ URAWNENIQ TE�
PLOPROWODNOSTI ���

� � PRODOLXNO�POPERE�NAQ �	�
� � S WESAMI ��
� � S OPEREVENIEM �	
� � SIMMETRI�NAQ �ESTITO�E�NAQ

DLQ KWAZILINEJNOGO URAWNENIQ TE�
PLOPROWODNOSTI ���

� � SKWOZNOGO S�ETA ���
� � TREHSLOJNAQ ���
� � � SIMMETRI�NAQ ���
� � USTOJ�IWAQ �	� ��� ���
� � � PO NA�ALXNYM DANNYM I PO

PRAWOJ �ASTI ���
� � �KONOMI�NAQ �	�
� � QWNAQ �	� �
rAZNOSTNOE OTNO�ENIE ��

� URAWNENIE ���� ��
rAZRYW SILXNYJ �
�
� SLABYJ ��� �
�
rEVIM S OBOSTRENIEM �
	� ���
rEZONANS ��	� ��
rEKURRENTNYE FORMULY DLQ POLINOMOW

lEVANDRA 
��� 
��
� � � � �EBY��EWA � lAGERRA 
	�
� � � � �EBY��EWA � �RMITA 
	��


��
rE�ENIE AWTOMODELXNOE �
�� �
	
� LOKALIZOWANNOE �
�� ��

� OBOB�ENNOE ��� �
�� �
�� 


� 
��
� PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I ���
� TIPA BEGU�EJ WOLNY ���
� FUNDAMENTALXNOE URAWNENIQ lAPLA�

SA W PROSTRANSTWE ���
� � � � NA PLOSKOSTI ���
� � � TEPLOPROWODNOSTI ���� 	�
rQD fURXE �� 

sERIQ bALXMERA 
��
� lAJMANA 
��
� pA�ENA 
��
sETKA ���
� W PRQMOUGOLXNIKE ���
� NA OTREZKE ���
� NERAWNOMERNAQ ���
� RAWNOMERNAQ ���
� SWQZNAQ ���
sISTEMA ORTOGONALXNYH FUNKCIJ 
��
� � � ZAMKNUTAQ 
��� 
�
� � � POLNAQ 
��
sKALQRNYJ POTENCIAL 	�	� 	��
sKIN��FFEKT �
	
sKOROSTX WOLNY GRUPPOWAQ ��

� � FAZOWAQ 
�
� RASPROSTRANENIQ ZWUKA 	�
sOBSTWENNAQ FUNKCIQ �� �� ���� 		��

���� ���� ���� �

� �ASTOTA 	� ��
� ���
sOBSTWENNOE ZNA�ENIE �� �� ���� ����

		�� ���� �




��� predmetnyj ukazatelx

sOBSTWENNYE FUNKCII KRUGLOJ MEMBRA�
NY ���

� � PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY ��	
� �LEKTROMAGNITNYE KOLEBANIQ ���
sOPRQVENNYE TO�KI �	�
sORBCIQ �
	
sUPERPOZICIQ 	�
sFERI�ESKAQ GARMONIKA 
��
CHODIMOSTX POSLEDOWATELXNOSTI FUNK�

CIJ W SREDNEM ��

� � � RAWNOMERNAQ ��

� � � SLABAQ ��

� RAZNOSTNOJ SHEMY �	� ���

tEMBR �� �	�
tENZOR DEFORMACIJ SIMMETRI�ESKIJ

	��
� NAPRQVENIJ SIMMETRI�ESKIJ 	��
tEOREMA wEJER�TRASSA 
�	
� EDINSTWENNOSTI ��� ���� ���� ��
� ��
�

���� ��
� ���� 
�

� O SREDNEM ZNA�ENII ���
� RAZLOVIMOSTI ���� 		�� ���� ���
� SRAWNENIQ ��	
� SU�ESTWOWANIQ ��� 
�
� fREDGOLXMA WTORAQ ��
� � PERWAQ ���
� � TRETXQ ��
� cEMPLENA ���
tEORIQ UPRUGOSTI 	��
tEPLOWYE POTENCIALY ���
tEPLOSODERVANIE ��	
tON �� �	�
� OSNOWNOJ �� �	�� ���
tO�NOSTX RAZNOSTNOJ SHEMY ���

uZEL SETKI ���� ���
� � WNUTRENNIJ ��
� � GRANI�NYJ ��� ���
� � NEREGULQRNYJ ���
� � REGULQRNYJ ���
� STOQ�EJ WOLNY �
uZLOWAQ LINIQ �POWERHNOSTX� STOQ�EJ

WOLNY 	��
uZLY SETKI SOSEDNIE ���
uRAWNENIE AKUSTIKI 	�
� bESSELQ ���� ���� ���
� BIGARMONI�ESKOE 	��
� WOLNOWOE 		�� ��
� GAZOWOJ ATAKI ���
� gELXMGOLXCA 		�
� GIPERBOLI�ESKOGO TIPA �� ��� ��� ���

�

� � � KANONI�ESKAQ FORMA ��� ��� �	�

��
� � � � � WTORAQ ��
� dALAMBERA 	�

� DWIVENIQ ���

uRAWNENIE DWIVENIQ IDEALXNOJ VIDKO�
STI W FORME �JLERA �

� DIFFERENCIALXNOE S �ASTNYMI PRO�
IZWODNYMI ��GO PORQDKA S DWUMQ NE�
ZAWISIMYMI PEREMENNYMI ��

� � � � � � � SO MNOGIMI NEZAWI�
SIMYMI PEREMENNYMI ��

� DIFFUZII �	
� INTEGRALXNOE NAGRUVENNOE ���
� � fREDGOLXMA ��GO RODA ���� ���
� � � ��GO RODA ���
� KWAZILINEJNOE ��
� KINETIKI SORBCII �
�
� KOLEBANIJ �
� ��� 	�� 	�

� � INTEGRALXNOE �� ��� �
� 

� � MEMBRANY ��
� � STRUNY �
� 
�� ���
� lAM� 	��
� lAPLASA ��� ��� ���
� lEVANDRA ���� 
��� 
��
� LINEJNOE ��� �	
� � OTNOSITELXNO STAR�IH PROIZWOD�

NYH ��� ��
� NEPRERYWNOSTI 	�� ���
� NORMALXNOGO GIPERBOLI�ESKOGO TIPA

��
� ODNORODNOE ��
� PARABOLI�ESKOGO TIPA �� ��� ��� ���

��� ��
� � � WYROVDA��EESQ �
�
� � � KANONI�ESKAQ FORMA ��� ��� �	�

��
� POPERE�NYH KOLEBANIJ STERVNQ ����

���
� PRISOEDINENNYH FUNKCIJ lEVANDRA

���� 
��
� pUASSONA ��
� RAZNOSTNOE ���� ��
� S KOMPLEKSNYM POGLO�ENIEM ��GO I

��GO TIPA ���
� cOSTOQNIQ 	�� ���� �
�
� TELEGRAFNOE ��� 

� TEPLOPROWODNOSTI ��� ��� ��� ���

	

� �

� � W INTEGRALXNOJ FORME ��
� � KWAZILINEJNOE ��� ��
� ��	
� � NEODNORODNOE ���
� ULXTRAGIPERBOLI�ESKOGO TIPA ��
� � � KANONI�ESKAQ FORMA �	
� fREDGOLXMA ��GO RODA ���� ���
� � ��GO RODA ���
� HARAKTERISTI�ESKOE ��� ��� ��
� CILINDRI�ESKIH FUNKCIJ ���� ���
� �EBY��EWA � lAGERRA ���� 
	�
� �EBY��EWA � �RMITA ���� 
	�
� 	R�EDINGERA 
	
� � WTOROE 
��
� � DLQ GARMONI�ESKOGO OSCILLQTORA


��
� � � DWIVENIQ �LEKTRONA W KULONO�

WOM POLE 
��
� � � ROTATORA 
��



predmetnyj ukazatelx ���

uRAWNENIE �JLERA 
��
� �JN�TEJNA � kOLMOGOROWA ���
� � � DIFFERENCIALXNOE ���
� �LLIPTI�ESKOGO TIPA �� ��� ��� ���

��� ��� ��
� � � KANONI�ESKAQ FORMA ��� �	� ��
uRAWNENIQ GAZOWOJ DINAMIKI ���
� GIDRODINAMIKI 	�� 	�
� INTEGRALXNYE SOPRQVENNYE ���
� MAGNITOSTATIKI 	�
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